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Manualul este impartit in noua unitati de Tnvatare care acopera integral cele patru domenii de continut
prevazute de programa scolara: Multimi. Numere, Algebra, Functii. Organizarea datelor si probabilitati si
Geometrie. Pe langa unitatile de invatare, manualul include doua unitati destinate recapitularii si evaluarii
initiale si recapitularii si evaluarii finale.

Fiecare unitate de invatare cuprinde lectii de predare, o sectiune de recapitulare, un test de evaluare si o
sectiune de ameliorare si dezvoltare care contribuie, treptat, la formarea si dezvoltarea competentelor
matematice.

Iti vei aminti ceea ce ai invatat.

L Fracyi lgebrice

Aminteste-ti! k= [‘
i |

Observa si descopera!
Vei descoperi sau vei observa aplicatii

L a ceea ce inveti in lectie.

Important
Aici iti sunt prezentate informatiile principalew
L si sunt oferite exemple.

Exerseazi! Recapitulare

Vei realiza activitatile propuse cu ajutorul modelelor ;ﬂ Te vei pregati pentru evaluare,
L al problemelor rezolvate. rezolvand exercitiile din Recapitulare.
Exersezi si progresezi Evaluare
Vei realiza activitatile propuse pentru Proba de evaluare iti va aratd cat de
a-ti imbunatati pregatirea. pregatit/pregatita esti la acea unitate.
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Cuprins

Cuprins

Bun gasit, scoala!

1. Recapitulare
2. Evaluare initiala

Intervale de numere reale. Inecuatii in R

1. Multimi definite printr-o proprietate a elementelor lor
2. Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor
3. Intersectia si reuniunea intervalelor
4.Inecuatiide formaax+b>0(<, <, >)undea, b e R
5. Recapitulare
6. Evaluare

7. Exersezi si progresezi

Calcul algebricin R. Operatii cu numere reale reprezentate prin litere

1. Operatii cu numere reale exprimate prin litere (adunare si scddere); reducerea termenilor asemenea
2. Operatii cu numere reale exprimate prin litere (inmultirea, impartirea, ridicarea la putere)
3. Formule de calcul prescurtat
4, Recapitulare
5. Evaluare

6. Exersezi si progresezi

Calcul algebricin R. Descompuneri in factori utilizand reguli de calcul
in R. Ecuatii de forma ax®> + bx + c=0,undea, b, cecR

1. Descompuneri in factori utilizand reguli de calcul in R (factorul comun)
2. Descompuneri in factori utilizand reguli de calcul in R (formule de calcul prescurtat)
3. Descompuneri in factori utilizand reguli de calcul in R (grupare de termeni)
4. Ecuatii de forma ax?+ bx+ c=0,undea e R*, b,ce R
5. Recapitulare
6. Evaluare

7. Exersezi si progresezi

Calcul algebricin R. Fractii algebrice

1. Fractii algebrice
2. Operatii cu fractii algebrice (adunarea si scaderea)
3. Operatii cu fractii algebrice (inmultirea, impartirea, ridicarea la putere)
4, Recapitulare
5. Evaluare

6. Exersezi si progresezi

Functii. Organizarea datelor si probabilitati 83

1. Functii definite pe multimi finite, exprimate cu ajutorul unor diagrame, tabele, formule
2. Graficul unei functii, reprezentarea geometrica a graficului unor functii numerice
3. Functii de forma f: D — R, f(x) = ax + b, unde a si b sunt numere reale si D este o multime finita
de numere reale sau un interval nedegenerat; interpretare geometrica; lecturi grafice
4. Elemente de statistica: indicatorii tendintei centrale (frecventa, medie, mediana,
mod si amplitudine a unui set de date)
5. Recapitulare
6. Evaluare
7. Exersezi si progresezi




Elemente ale geometriei in spatiu. Notiuni introductive. Corpuri geometrice

1. Puncte, drepte, plane: conventii de notare, reprezentdri, determinarea dreptei, determinarea
planului, relatii intre puncte, drepte, plane
2. Corpuri geometrice: piramida, piramida regulatd, tetraedrul regulat; reprezentare, elemente
caracteristice, desfasurari
3. Corpuri geometrice: prisma dreaptd, paralelipiped dreptunghic, cub; reprezentare,
elemente caracteristice, desfasurari
4. Corpuri geometrice: cilindru circular drept; con circular drept; reprezentare,
elemente caracteristice, desfasurari
5. Recapitulare
6. Evaluare
7. Exersezi si progresezi

Elemente ale geometriei in spatiu. Paralelism

1. Paralelism: drepte paralele; unghiul a doua drepte
2. Dreapta paralela cu planul
3. Plane paralele
4. Aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice studiate; trunchiul de piramida
si trunchiul de con circular drept (descriere si reprezentare)
5. Recapitulare
6. Evaluare
7. Exersezi si progresezi

Elemente ale geometriei in spatiu. Perpendicularitate

1. Drepte perpendiculare, dreapta perpendiculara pe un plan
2. Aplicatii: indltimea unei piramide, indltimea unui con circular drept
3. Distanta dintre doua plane paralele, indltimea prismei drepte, a paralelipipedului dreptunghic,
a cilindrului circular drept, a trunchiului de piramida, a conului circular drept
4. Proiectii de puncte, de segmente si de drepte pe un plan
5. Unghiul dintre o dreapta si un plan, aplicatie: lungimea proiectiei unui segment
6. Unghi diedru, unghi plan corespunzator diedrului; unghiul a doua plane; plane perpendiculare;
sectiuni diagonale, sectiuni axiale in corpurile studiate
7.Teorema celor trei perpendiculare. Calculul distantei de la un punct la o dreapta.
Calculul distantei de la un punct la un plan. Calculul distantei dintre doua plane paralele
8. Recapitulare
9. Evaluare
10. Exersezi si progresezi

Arii si volume ale unor copruri geometrice

1. Distante pe fetele sau in interiorul corpurilor geometrice studiate
2. Mésuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul corpurilor geometrice studiate
3. Piramida regulata (cu baza triunghi echilateral, patrat sau hexagon regulat)
4. Prisma dreapta (cu baza triunghi echilateral, patrat sau hexagon regulat), paralelipiped dreptunghic, cub
5. Cilindru circular drept, con circular drept
6. Trunchi de piramida regulata, trunchi de con circular drept. Sfera
7. Recapitulare
8. Evaluare

9. Exersezi si progresezi

Xl

Bun venit, vacanta!

1. Recapitulare finala
2. Teste de evaluare finala
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Competente generale:

1. Identificarea unor date, marimi si relatii matematice, in contextul in care acestea apar;

2. Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, calitativ, structural, cuprinse in

diverse surse informationale;

3. Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in diverse contexte matematice;

4. Exprimarea in limbajul specific matematicii a informatiilor, concluziilor si

demersurilor de rezolvare pentru o situatie data;

5. Analizarea caracteristicilor matematice ale unei situatii date;

6. Modelarea matematica a unei situatii date, prin integrarea achizitiilor din diferite domenii.

Competente specifice:

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

2.1.

2.2.
2.3.
2.4.
2.5.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.

3.5.
4.1.
4.2.
4.3.

4.4.
4.5.

Recunoasterea apartenentei unui numar real la o multime;

Identificarea componentelor unei expresii algebrice;

Identificarea unor dependente functionale in diferite situatii date;

Identificarea unor figuri plane sau a unor elemente caracteristice acestora in configuratii spatiale date;
Identificarea corpurilor geometrice si a elementelor metrice necesare pentru calcularea ariei sau a
volumului acestora;

Efectuarea unor operatii cu intervale numerice reprezentate pe axa numerelor sau cu multimi definite
printr-o proprietate a elementelor ej;

Aplicarea unor reguli de calcul cu numere reale exprimate prin litere;

Descrierea unei dependente functionale intr-o situatie data, folosind diagrame, tabele sau formule;
Reprezentarea, prin desen sau prin modele, a unor configuratii spatiale date;

Prelucrarea unor date caracteristice ale corpurilor geometrice studiate in vederea calcularii unor
elemente ale acestora;

Utilizarea unor procedee matematice pentru operatii cu intervale si rezolvarea inecuatiilor in R;
Utilizarea formulelor de calcul prescurtat si a unor algoritmi pentru rezolvarea ecuatiilor si a inecuatiilor;
Reprezentarea in diverse moduri a unor functii cu scopul caracterizarii acestora;

Folosirea unor proprietati de paralelism sau perpendicularitate pentru analizarea pozitiilor relative ale
dreptelor si planelor;

Alegerea metodei adecvate pentru calcularea unor caracteristici numerice ale corpurilor geometrice.
Folosirea terminologiei aferente notiunilor de multime, de interval numeric si de inecuatii;

Exprimarea matematica a unor situatii concrete prin calcul algebric;

Utilizarea unui limbaj specific pentru formularea unor opinii referitoare la diferite dependente
functionale;

Descrierea in limbaj matematic a elementelor unei configuratii geometrice;

Utilizarea unor termeni si expresii specifice pentru descrierea proprietatilor figurilor si corpurilor

geometrice;

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.

Interpretarea unei situatii date utilizand intervale si inecuatii;

Interpretarea unei situatii date utilizand calcul algebric;

Analizarea unor functii in context intra si interdisciplinar;

Alegerea reprezentdrilor geometrice adecvate in vederea descrierii unor configuratii spatiale si a
calcularii unor elemente metrice;

5.5. Analizarea conditiilor necesare pentru ca o configuratie geometrica spatiala sa verifice anumite cerinte date:

6.1.
6.2.

6.3.
6.4.
6.5.

Rezolvarea unor situatii date, utilizand intervale numerice sau inecuatii;

Interpretarea matematica a unor probleme practice prin utilizarea ecuatiilor sau a formulelor de calcul
prescurat;

Modelarea cu ajutorul functiilor a unor fenomene din viata reala;

Modelarea unor situatii practice in limbaj geometric, utilizand configuratii spatiale;

Interpretarea informatiilor referitoare la distante, arii si volume dupa modelarea printr-o configuratie
spatiala a unei situatii date din cotidian.
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1. Recapitulare J

1. Transforma urmatoarele fractii zecimale in fractii ordinare ireductibile:

o a) 0,237; d) 0,(234); g) 0,23(4);
E b) 1,54; e) 1,(54); h) 1,5(4);
S ¢) 2,004; f) 2,(004); i) 2,0(04).
i 2. Calculeaza:
11
3_ = .
a) 0,2 53 + T

b) 0,(3) : [%—3-(2%)%-;}

3. In Figura 1 este reprezentats distributia notelor la Evaluarea Nationald pentru clasele a VIII-a A
si a VIII-a B. Determina numarul elevilor care au obtinut note mai mari sau egale cu 6.

Numar

& de elevi

10

8

6

4

i |

0 l Nota
4 5 6 7 8 9 10

Figura 1 - Activitatile zilnice ale unui elev si timpul alocat lor

4. In tabelul de mai jos sunt rezultatele unui test de matematica la o clasi a VIII-a.
Nota 314156789110
Numardeelevi | 2 |3 |4 |5 |7 [4]3]| 2

Determina media clasei la acest test.

5. In Figura 2 este reprezentata distributia, in procente, a timpului alocat activitatilor desfasurate

de un elev pe parcursul unei zile.
Care este timpul, in procente, pe care un elev il aloca distractiei?

5

distractie

20% 40%

masa studiu

Figura 2




6. Se considera numerele:

1 1 n 1 1 I 1 1 . 1 1 n 1 1 + 1 1 R 1 1
r=-—-4+-—-4+.+——-———giy=1l—c+-—-F-— .+ — — ——.
2 314 5 2010 2011 > Y 273 15 6 2009 2010
Calculeaza media aritmetica a numerelor x gi y.
7. Rezolva, in multimea numerelor rationale, ecuatiile: <
a) x4 17 = 12; e)g_m—3:x+1_ %
3 4 6 2
b) 3z — 5 = 22; 2 (5 5) 1 |
; 02 (22-2) 23, — = <
)5 1%76) =% % g
c)br+4="Tr+1; g) 0,(3)x + 1,5 =1, %
d) 2z —3)+1=5—4(z —2); h) 3+ |22 — 1] = 5. z
8. a) Scoate factorii de sub radical v/648. 2
b) Introdu factorii sub radical 11+/3. %

9. Compara numerele reale: a) 21/5 si 3v/2; b) 4v/3 si 7; ¢) 5v/6 si 6v/5.
10. Stabileste care dintre afirmatiile urmatoare sunt adevarate si care sunt false:
a) ‘3—2\/§] =23 -3; ) ]3\/3—2\/6] = 3v3 + 2V6; ¢) ‘—4—2\/§] = 4+2V2.
1
;5; b ﬁ; c) 5\6/55 d) 4\5/3
@ 12. Transcrie in caiet tabelul de mai jos, apoi asociaza fiecarui exercitiu din coloana A raspunsul
corect din coloana B.

)

11. Rationalizeaza numitorul: a)

A B
212 +5v2 — 142 V2
V27T =75 + V12 6v15 — 15
35 (2v3 - V5) ~7V2
0

2
13. Arata ca numarul (3 — 1()) +V2 (2\f - \/5> este intreg.

14. Intr-un sistem de axe ortogonale se considers punctele A(1,3), B(5,0) si C(—3,0).
a) Reprezinta cele trei puncte in sistemul de axe ortogonale.

b) Determina lungimile segmentelor: BC, AB si AC;

¢) Determina perimetrul triunghiului ABC.

d) Determina aria triunghiului ABC.

15. Intr-un sistem de axe ortogonale Oy se considera punctul M (—3,2).

a) Reprezinta simetricul punctului M fata de originea O a sistemului de axe ortogonale si precizeaza-i
coordonatele.

b) Reprezinta simetricul punctului M fata de axa Ox a sistemului de axe ortogonale si precizeaza-i
coordonatele.

¢) Reprezinta simetricul punctului M fata de axa Oy a sistemului de axe ortogonale si precizeaza-i
coordonatele.




16. Determina aria:

a) unui patrat cu lungimea laturii egald cu 3 cmy;

b) unui dreptunghi cu lungimile laturilor de 3 cm, respectiv 5 cm;
¢) unui romb cu diagonalele de 2 cm, respectiv 6 cm;

d) unui triunghi dreptunghic cu catetele de 4 cm, respectiv 5 cm;

(0]
° e) unui triunghi echilateral cu latura de 8 cm;
'§ f) unui triunghi isoscel cu doua dintre laturi de 5 cm si cea de-a treia de 6 cm.
g -
= 17. In Figura 8 ABC este un triunghi isoscel, AB = AC si AD A
inaltime in triunghi, cu D € BC.
Se stie ca AB =13 ecm gi AD =5 cm. &

a) Determina perimetrul triunghiului ABC'.
b) Determina aria triunghiului ABC.

18. 1In paralelogramul ABCD, AB = 8 cm, AC = 17 cm si
AD =15 cm. Arata ca ABCD este dreptunghi.

B D C
19. Se considera triunghiul ABC, din Figura 4, P un punct Figura 3 - Triunghi isoscel
oarecare pe latura BC, iar punctele M gi N simetricele punctului P
fata de mijloacele laturilor AC si, respectiv, AB. N A M
a) Arata ca patrulaterul AMCP este paralelogram.
b) Arata ca patrulaterul ANBP este paralelogram. &
¢) Demonstreza ca punctele M, A si N sunt coliniare.
d) Arata ca lungimea segmentului M N nu depinde de pozitia
punctului P pe latura BC.

20. Pe diagonala AC' a paralelogramului ABC'D se iau punctele
distincte M gi N astfel incat AM = M N = NC. Demonstreaza ca
BMDN este paralelogram. B P c

21. Se considera trapezul isoscel ABC'D cu bazele AB = 4 cm, Figura 4
CD = 8 cm si laturile neparalele AD = BC' = 4 cm.
a) Determina masura unghiului C.
b) Calculeaza diagonala trapezului.
¢) Determina lungimea segmentului AO, unde O este punctul de intersectie a diagonalelor trapezului.

22. Se considera ABC'D un patrulater convex, ca in Figura 5, si punctele M, N, P, ) mijloacele
laturilor AB, BC, CD, respectiv DA.
Demonstreaza ca M N PQ este un paralelogram.

5

Figura 5




23. In triunghiul ABC medianele AM si BN se intersecteazi in G. Se considers P un punct pe
segmentul AM astfel incat GM = M P.

a) Arata ca BPCG este paralelogram.

b) Demonstreaza ca punctul G este mijlocul segmentului AP.

24. Se considera ABC D un paralelogram, ca in Figura 6. Bisectoarele unghiurilor A si B se inter-
secteaza in F care este situat pe latura C'D.

a) Arata ca punctul E este mijlocul laturii C'D.

b) Stiind ca AD =5 cm, calculeaza perimetrul paralelogramului ABCD.

c) Stiind ca aria paralelogramului ABCD este egald cu 12 cm? si O este mijlocul segmentului AC,
determind aria patrulaterului AOED.

5 A

Figura 6

25. Se considera cercul C(O,4) din Figura 7, cu AB diametru,
iar C' un punct pe cerc (diferit de A si B). Tangentele la cerc in A si
B se intersecteaza cu tangenta in C' la cerc In punctele D, respectiv
E. Q

a) Demonstreaza ca DE = AD + BE; &

b) Demonstreaza ca <DOFE = 90°;

c) Arata ca AD - BE = 16.

Jom

26. Din punctul A exterior unui cerc construim tangenta la cerc A

AT si secanta BC' (B si C sunt puncte pe cerc).
a) Demonstreaza ca <ATB = <ACT. Figura 7
b) Demonstreaza ci AB - AC = AT?.

27. Se considera ABCD un romb cu <A = 60° gi un punct E in exteriorul rombului astfel incét,
triunghiul ADFE este triunghi echilateral.

a) Demonstreaza ca punctele E, D, C sunt coliniare.

b) Demonstreaza ca ABCE este trapez isoscel.

¢) Demonstreaza ca ABDE este romb.

d) Dacd AC = 6v/3 cm si BD = 6 cm, calculeaz aria rombului ABDE.

28. Un dreptunghi are perimetrul egal cu 28 cm si lungimea diagonalei de 10 cm. Determina aria
dreptunghiului.

29. Se considera ABCD un trapez isoscel cu baza mare AB = 16 cm, AD = BC = 10 cm si
<ADC = 120°.

a) Determina perimetrul trapezului.

b) Determina aria trapezului.
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2. Evaluare initiala

Timp de lucru: 45 de minute

© Din oficiu 10p
= Partea I. incercuie$te raspunsul pe care il consideri corect. Numai unul dintre raspunsuri
% este corect.
TE 1. Numarul 1,2(3) se scrie ca fractie ordinara astfel: p
o 2 2 11
o A. 1—3; B. 1—3; C. g; D. —9
100 90 30 90
2. Calculand L + Lo bti 5
. Calculand = : — obtinem:
27376 P
A 1; B 4 C. 0,9; D. 0,1
K &L . 0,9; . 0,1.
3. Solutia ecuatiei 3x — 2 = 13 este: op
11
A.5; B. 3 C. =5; D. 3.
4. Calculand 2v/3 - 36 obtinem: op
A. 616; B. 6v/3; C. 18; D. 18V/2.
5. Perimetrul unui patrat este egal cu 28 cm. Aria acestui patrat este egala cu: op
A. 7 cm?; B. 49 cm?; C. 36 cm?; D. 25 cm?.
6. Un triunghi dreptunghic are ipotenuza de 13 cm si una dintre catete de 12 cm. op
Cealalta cateta este de:
A. 1 cm; B. 25 cm; C. 5 cm; D. 3 cm.
7. Laturile unui triunghi isoscel sunt de 6 cm, 5 cm si 5 cm. op
Aria acestui triunghi este egala cu:
A. 30 cm?; B. 24 cm?; C. 12 cm?; D. 25 cm?.

Partea a II-a. La urmatoarele probleme se cer rezolvari complete.

8. Se considera ecuatia 3x — 2m = x + 8, unde m este un numar real.
a) Determina numarul real m pentru care solutia ecuatiei este 3; op
b) Pentru m = 1 rezolva in multimea numerelor reale ecuatia. op

9. In Figura 8, este schita unui teren avind ca forma dreptunghiul ABCD.
D C Un observator care sta in punctul A stabileste ca
AC =12 cm si <CAB = 30°.

12m a) Determina lungimile laturilor dreptunghiului. 10p
b) Calculeaza perimetrul si aria dreptunghiului. 10p
i ¢) Determina distanta de la punctul A la dreapta BD. op
30
A B

Figura 8 - Schita unui teren

10. Intr-un sistem de axe ortogonale 2Oy, se considers punctele A(—2,1) si B(3,6).

a) Reprezinta punctele A si B in sistemul de axe ortogonale. 10p
b) Determina lungimea segmentului AB. op
¢) Demonstreaza ca OA L OB, unde O este originea sistemului de axe ortogonale. op







1. Multimi definite printr-o proprietate a elementelor lor

1. Multimi definite printr-o proprietate a elementelor lor

Aminteste-ti!

¥, 1. Folosind Figura 1 raspunde la intrebarile de
mai jos.

a. Care dintre afirmatiile urmatoare sunt ade-
varate si care sunt false:
a) 1€ A;b)3e€B;c)8€ A;d)2€ A;e) 5 € B;
f) 7€ B.

b. Scrie, folosind acolade, multimile A si B.

Observa si descopera!

2. Ana catre Radu: Profesorul de matematica
mi-a cerut sa scriu multimea A a elevilor din clasa
noastra si multimea B a elevilor din scoala noastra.

Radu: Si care este problema?

Ana: Stiu sa scriu multimea A deoarece cunosc
numele tuturor colegilor din clasa. Dar nu cunosc
numele tuturor elevilor din scoala.

Ajut-o pe Ana sa scrie multimea B raspunzand
la urmatoarele intrebari:

a) Ce au In comun elementele din multimea A?

b) Spune o proprietate comuna tuturor elemen-
telor din multimea B.

Important

e O multime se poate scrie precizand o proprietate P, comuna elementelor din multime.
Vom scrie: M = {x | x verifica P}.
Vom citi: M este multimea elementelor x cu proprietatea ca x verifica P.

Ezemplu: Ana va scrie B = {x |z este elev al scolii noastre}

Exerseaza!
@ 3. Asociaza multimii din coloana A descrierea corespunzatoare din coloana B.
A B

. A= {z € N|z divide 12} - A este multimea numerelor naturale x cu proprieta-

tea ca x se divide cu 12 si este mai mic decat 35.
. A={reN|z:12si z < 35}

. A={zeN|z <6}

. A= {2z e N|z <10 si  numar par}

A este multimea numerelor naturale x cu proprieta-
tea ca x este numar par mai mic decat 10.

A este multimea numerelor naturale z cu proprieta-
tea ca = divide pe 12.

A este multimea numerelor naturale x cu proprieta-
tea ca x este mai mare sau egal cu 6.

A este multimea numerelor naturale x cu proprieta-
tea ca x este mai mic sau egal cu 6.



4. Asociaza multimii din coloana A, multimea corespunzatoare din coloana B.

A B
{z € N|z divide 12} §i0 {8,16,24,32}
{r €N|z:8sir <35} - 10,1,2,3,4,5,6}

B0 {0,2,4,6,8}

{reNJz <6} A0 {0,8,16,24,32}
{z € N|z < 10 si  numér par } (50 {1,2,3,4,6,12}

. Identifica o proprietate comuna numerelor naturale din multimea A = {0,1,2,3,4,5,6,7}.

. Multimea cifrelor din care este format numarul natural 235876524 este .... .
7. Multimea consoanelor din cuvantul ,armonie” este .... .

8. Se considera multimea P = {x € N |z este patratul unui numar natural, z < 100}. Numarul de
elemente al acestei multimi este egal cu ... .

9. In Figura 2 sunt prezentate fructe si legume
si principalele vitamine pe care acestea le contin.
Scrie multimea fructelor si legumelor din care pu-
tem asimila complexul de vitamine B (B, Bg, Bs,
Bs, B, By, Bi2).

10. Se considera multimea
A=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15}.

Precizeaza elementele urmatoarelor multimi:

M = {z € A|x este multiplu de 3};

N = {z € A|z este numar impar};

P = {z € A|x este numar prim}.

11. Scrie urmatoarele enunturi matematice ca
multimi definite printr-o proprietate comuna a ele-
mentelor sale:

a) multimea numerelor reale egale cu modulul
lor;

b) multimea numerelor rationale pentru care nu-
maratorul si numitorul sunt numere naturale nenule
avand suma 10.

Figura 2 - Vitamine din fructe si legume

6
2x 4+ 3 €N }
Solutie: O fractie reprezinta un numar natural daca numitorul divide numaratorul. Prin urmare
2z +3 6.
Deoarece 6 este natural si 2+ 3 trebuie sa fie natural. Divizorii naturali ai lui 6 sunt Dg = {1,2,3,6}.
Deci 2z + 3 € {1,2,3,6} implicd 2z € {2, — 1,0,3}, de unde z € {—1,0}. In concluzie, multimea
este A ={-1,0}.

12. Problema rezolvata: Determina elementele multimii A = {:Jc S/

13. Determina elementele urmatoarelor multimi:

A:{xeN EEN};
X
15
B = 7 7 v
{xe or 1 }

C = {z € Z|x divide pe 20};

D = {z € N|z este cubul unui numar natural mai mic decat 150}.
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2. Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor

2. Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor

Observa si descopera!

& 1. Observa Figura 3 si Figura 4, apoi completeaza, oral, propozitiile:

Luni - Sambata:

6% - 27%

SCOALADE

k
!
00

Duminica:

8% - 27%

Figura 8 — Program magazin Figura 4 — Program scoala de vara

Magazinul este deschis in intervalul orar .... de luni pana sambata, iar duminica in intervalul orar .... .
Programul scolii de vara se desfasoara in intervalul orar .... .

Cate numere naturale sunt intre 15 si 197 Dar intre 2 si 37
Spune doua numere rationale cuprinse intre 2 si 3.

Spune doua numere irationale cuprinse intre 2 si 3.

Spune doua numere reale cuprinse intre 2,4 si 2,5.

Spune doud numere reale cuprinse intre 1,5 si v/8.

Céate numere reale banuiesti ca sunt intre 2 si 37

Enumera elementele multimii A = {x € N|15 < 2 < 19}.

© ® N S o0k W Db

Poti enumera toate elementele multimii B = {z € R|2 < z < 3}? Justifica raspunsul dat.

: Important

e Intervalul reprezinta multimea numerelor reale cuprinse intre doua numere reale date.

e Cele doua numere date se numesc capetele intervalului.

e Un interval se noteaza scriind intre paranteze patrate sau rotunde cele doua numere date; intot-
deauna vom scrie In stanga numarul mai mic.

Ezxemplu: (—2,1), [3,5].
Capetele intervalelor sunt —2 si 1, respectiv 3 si 5.



e Elementele unui interval sunt numere reale. Niciodata nu vom putea scrie efectiv toate elementele
unui interval.

e Elementele unui interval se pot reprezenta cu ajutorul axei numerelor reale. Pentru aceasta
reprezentam pe axa numerelor capetele intervalului si hasuram portiunea din axa cuprinsa intre cele
doua numere.

Ezemplu: In Figura 5 sunt reprezentate intervalele (—2,1) si [3,5].

0
[ A [ ] x
\ / / L ]

-2 1 3 5

Figura 5 - Intervale reprezentate pe axa numerelor reale

0 e Reprezentarea pe axa numerelor a unui interval de tipul (a,b) sau [a, b] este un segment.
e Daca a si b sunt capetele intervalului, a < b, atunci avem:
> ,Intervalul deschis a, b” (nu contine numerele a si b): (a,b) = {zx € R|a < z < b}.

( \
\ /
a b

> ,Intervalul inchis a, b” (contine numerele a si b): [a,b] = {zx € R|a <z < b}.

o |

-
]

a b

>, Intervalul deschis la stAnga, inchis la dreapta” (nu contine numaérul a si contine numarul
b): (a,b] ={z € R|a <z <b}.

QTN
[ANN ANV}

>, Intervalul inchis la stanga, deschis la dreapta” (contine numarul a si nu contine numarul
b): [a,b) ={zx € R|a <z < b}.

[ \
L ]
a b

Ezemple: [—3,2) este ,intervalul inchis la stanga, deschis la dreapta, —3, 27, adicd il contine pe —3
st nu-l contine pe 2. [3,5] este ,intervalul inchis 3, 57, adica le contine pe 3 si 5.

Observa si descopera!

10. Bogdan: Am inteles cum se poate reprezenta un interval pe axa numerelor. Dar, daca eu hasurez
ca in Figura 6, voi mai putea scrie cu ajutorul intervalelor multimea acestor numere reale?

0 X
I L
\ L]
-2
Figura 6 - Intervale de numere pe axd
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2. Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor

Adina: Vom putea face acest lucru, dar va trebui sa introducem doua simboluri. Este vorba de +o0
(citim plus infinit) si —oo (citim minus infinit).
400 arata nemarginirea numerelor reale in partea pozitiva a axei numerelor.
—o0 arata nemarginirea numerelor reale in partea negativa a axei numerelor.
Pe axa numerelor, cele doua simboluri sunt situate ca in Figura 7.
-00 0 +00

{ :
\
-2

Figura 7 - Intervale de numere pe axa

11. Scrie, ca interval, multimea punctelor de pe axa numerelor hasurata de Bogdan: (....,....).

12. Ce figura geometrica reprezinta intervalul din Figura 77

0 Important

e La +oo (plus infinit) si la —oco (minus infinit) intervalul este totdeauna deschis, deoarece ele nu
sunt numere.
e Avem urmatoarele tipuri de intervale:
> ,Interval deschis a, plus infinit”: (a, + o0) = {z € R|x > a}.

a +00O

(
\

> ,Interval inchis a, plus infinit”: [a, + c0) = {z € R|z > a}.

T

> ,Interval deschis minus infinit, a”: (—oc0,a) = {z € R|x < a}.

is’e) a

g

> ,Interval inchis minus infinit, a”: (—oco0,a]| = {z € R|z < a}.
e} a
]
]

Ezemplu: Multimea hasurata de Bogdan se scrie ca interval (—2, + 00).

e Multimea numerelor reale este un interval: R = (—o0, + 00).

e Reprezentarea pe axa numerelor a unui interval de tipul (a, + 00) sau (—oo, a) este o semidreapta
deschisa, adica nu contine originea semidreptei.

e Reprezentarea pe axa numerelor a unui interval de tipul [a, + 00) sau (—o0, a] este o semidreapta
inchisa, si atunci contine originea semidreptei.



Exerseaza!

13. Asociaza fiecarui numar din prima linie intervalul caruia ii apartine, din linia a doua.

-2 -1 1 6
[ \ [ ] [ ] [ \ [ \
\ / \ ] L ] \ / L /
-2 1 -1 3 -4 -2 4 6 5 7

14. Stabileste care dintre afirmatiile urmatoare sunt adevarate (A) si care sunt false (F):
a) 1€ (0,2);b) =3 € [—4, —3): ©) % € (=2,1); d) g € (1,3); ¢) 2 € (=00, 2].
§ 15. Stabileste care dintre afirmatiile urmatoare sunt adevarate (A) si care sunt false (F):
) =2 (=T —2): b) 2V € (1,3: 2,82); ) 3,(6) € {3,1; 13—1} ) 0 € (—1; 0,1]; ) =5 € (=3; 2).

16. Scrie sub forméa de interval sau enumerand elementele:
a) A={r e R|2 <z <4}; f) F=

b) B={zeR| —1<uz<3};

c)C={zeR|z<2};
d)D={zecZ| -2<x<2};
2 2
E= R|I—-< —
e) {xe ' 5_x<5},
17. Reprezinta pe axa numerelor multimile:

{:EER

.

X 1 )
5

< - \.

i

h)H={x€N'—3<x§29—8};

g)GZ{ZL‘ER

)I={xeZ|-3<x<2};

DJ={zeR|z<17}.

a){reR|-25<zx<—-1};b){reR|4<zx<T}c){reZ|-2<x<3}d) {xER)m>\/7}.
18. Se considera multimea A = {z € R| —3 <z <4}

a) Scrie ca interval multimea A.

b) Reprezinta pe axa numerelor multimea A.

¢) Scrie un numar irational din multimea A.

d) Precizeaza cel mai mic numar natural din
multimea A.

19. In Figura 8 este prezentatd schita pentru
ultima coperta a unui caiet si semnificatia inscrisu-
rilor de pe aceasta coperta. Stiind ca acest caiet
contine 100 de foi, calculeaza, cu ajutorul unui cal-
culator, in ce interval se afld masa acestui caiet,
exprimata in grame.

20. Pentru paginile manualului tdu de matema-
tica s-a folosit hartie de 70g/m?, iar pentru copertile
lui hartie de 200g/m?. Numarul de pagini ale ma-
nualului 1l gasesti pe pagina 2, iar dimensiunile ma-
nualului le vei misura singur. In ce interval se afls
masa acestui manual, daca se admite o abatere a
gramajului de £5%. Verifica rezultatul obtinut cu
ajutorul unui cantar de bucatarie.

=

Dimensiunile colii
de hartie

[

Masa, in grame,
a unui metru patrat
de hartie

Abaterea medie
a gramajului

Figura 8 - Schita unei coperti de caiet
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3. Intersectia si reuniunea intervalelor J

Aminteste-ti!

1. Folosind Figura 9, raspunde urmatoarelor
cerinte:

a. Scrie, folosind acolade, multimile A si B.

b. Efectueaza AN B si AU B.

Indicatie: AN B inseamna A intersectat cu B si
contine elementele comune ale multimilor A si B.
A U B inseamna A reunit cu B si contine toate
elementele celor doua multimi, fara a le repeta.

3. Intersectia si reuniunea intervalelor

Observa si descopera! Figura 9 - Diagramele multimilor A si B

2. Victor trebuie sa mearga astazi si la scoala si la biblioteca. Observa Figura 10 si Figura 11 si
rezolva cerintele.

| || o

X g — i ‘ :
> | Luni = vipar:
y i v | In .
SCOALA GIMNAZIALA | = o glE A £ S |
‘ nr. 100 T R = . — — ‘
Cursurile se desfdsoara £ : |
intre orele: 8%°-14% | S ..

Figura 10 — Afis program scoald Figura 11 — Afis program biblioteca
Programul scolii se desfasoara in intervalul orar ..., iar biblioteca este deschisa in intervalul orar ... .
Unde se poate afla Victor la ora 107 Dar la ora 137

=

Important

¢

e Intervalele sunt multimi, prin urmare si in cazul intervalelor se poate vorbi despre intersectie si
reuniune.

e Intersectia a doua intervale este formata din elementele comune ale celor doua intervale.

e Pentru a determina intersectia a doua intervale este recomandata reprezentarea lor pe axa nume-
relor, ca In exemplul de mai jos.

Exemplu: Sa efectuam (—2,3] N (1,5).

Cum gandesc: Pas 1. Reprezint pe axa numerelor intervalul (—2, 3] si il hasurez inclinat spre
dreapta.

Cum scriu: —o0 0 +00

1
Wt




Pas 2. Pe aceeasi axa a numerelor reprezint intervalul (1,5) si il hasurez inclinat spre stanga.

-0 0 +00
NN
{ 53 NN\
-2 1 3 5

Pas 3. Intersectia inseamna elementele comune celor doua intervale. In desen, partea comuna este
aceea in care se suprapun cele doua hasurari, adica de la 1 la 3. Prin urmare, intersectia celor doua
intervale este ,intervalul deschis la stanga, inchis la dreapta, 1, 3”.

(~2,3] N (1,5) = (1,3]

e Reuniunea a doua intervale este formata din toate elementele celor doud intervale luate o
singura data.

e Pentru a determina reuniunea a doua intervale este recomandata reprezentarea lor pe axa nume-
relor.

Ezemplu: Sa efectuam (—2,3] U (1,5)

Cum gandesc: Pas 1. Reprezint pe axa numerelor intervalul (—2,3] si il hasurez inclinat spre
dreapta.

Cum scriu: -c0 [ 1 +00
\ / ]
-2 3
Pas 2. Pe aceeasi axa a numerelor reprezint intervalul (1,5) si il hasurez inclinat spre stanga.
0 +
NN 0
\ X /
-2 1 3 5

Pas 3. Reuniunea Inseamna toate elementele celor doua intervale. In desen, aceasta Inseamna
partea hasurata spre dreapta impreuna cu partea comuna si Impreuna cu partea hasurata spre stanga.
Prin urmare, reuniunea celor doua intervale este ,intervalul deschis -2, 5”.

(—=2,3]U(1,5) = (—2,5)

e Atentie! Daca intersectia a doua intervale este multimea vida, atunci reuniunea acelor intervale
nu se poate scrie ca interval.

Ezemplu: Deoarece (—2,1]N(3,5) = 0 (cele doua
hasuri nu au nimic comun), nu putem scrie ca in-

terval (—2,1] U (3,5). —o0 [ 0 1 [ \ +00
Daca am scrie (—2,1] U (3,5) = (—2,5) ar in- \ | \ ]
semna ca st numarul 2 apartien reuniunii. Dar 2 -2 1 3 5

nu apartine niciunuia dintre intervalele date.

Exerseaza!

3. In Figura 12, pe axa numerelor, unul dintre intervale este hasurat spre dreapta si celilalt interval

este hasurat spre stanga.
-0 0 +00

[ . [ ]
\ / L ]
-2 3 5

Figura 12 - Intervale de numere pe aza

a) Care sunt cele doua intervale? b) Determina reuniunea si intersectia celor doua intervale.
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3. Intersectia si reuniunea intervalelor

4. Incercuieste raspunsul corect.

) (o0, =5)N (-7, 2] =

A. (—o0, 2]; B. (=7, —5); C. 0; D. (=5, 2].
b) (0,8) U3, -I—oo)

A. (0, + o0); B. [3,8); C. (8, + o0); D. (0,3].
(-

A. (0,55 1,2); B. [—;,g); C. (—;,ﬂ; [ ;,jﬂ

5. Efectueaza: a) (2,7) N (—3,6]; b) [4,8) U8, +00); ¢) (—00,5) N [3, +00); d) (0,7) U (-1, 10];
e) [=5,11] U (1,9]; f) (=4,8) N [-1,5).
(

6. Efectuand (—2,4) N (3, 6] obtinem .... . 10. Efectuand (—1,1) N R obtinem .... .
7. Efectuand (—5,7) U (1, 6] obtinem .... . 11. Efectuand (—3,7) UR obtinem .... .
8. Efectuand (—7,6] N Z obtinem .... . 12. Efectuand [0, + oco) NN obtinem .... .
9. Efectuand (—4,4) N N* obtinem .... . 13. Efectuand [0, + oco) UN obtinem .... .

14. Efectueaza AUB si AN B daca: a) A= (—9,10) si B=1[-10,9); b) A ={-4,3} si B=(—4,3);
) A=|=5.2] si B = (~1,V3]: ) A= (o0, ~v2] s B = [-vE7).

15. Maria vrea sa mearga la cabinetul medical si la cabinetul stomatologic pentru un control de rutina.
In Figura 13 sunt afisate programele celor doua cabinete. Considerandu-si programul din saptaméana
urmatoare, constata ca cea mai buna zi pentru mersul la control este miercuri.

| € « » D |

CABINET STOMATOLOGIC

CABINET MEDICAL
LY PROGRAM fRAM
800 _ 16% Luni, Miercuri, Vineri: 10° — 16%
Marti, Joi: Q00 — 140

1 ( ¢ » ) |

Figura 13 - Program cabinete medicale

a) In ce interval orar sunt deschise ambele cabinete, miercuri?

b) Daca fiecare control dureaza doua ore, iar drumul intre cele doua cabinete dureaza o ora, care este
ultima ora la care Maria poate intra la unul dintre cabinete astfel incat sa fie sigura ca poate efectua si
celalalt consult in aceeasi zi?

16. Ioana lucreaza in lasi, Roméania, de luni pana vineri, de la ora 8:00 pana la ora 17:00, cu o pauza
de masa in intervalul orar 13:00 — 14:00. Razvan locuieste in Bilbao, Spania, unde lucreaza de luni pana
vineri, de la ora 9:00 la 18:30, cu o pauza de masa in intervalul orar 13:30 — 15:00. Se stie ca, daca in
Iasi ora este 15:00, atunci in Bilbao este ora 14:00. a) Céte ore pe zi lucreaza cei doi in acelasi timp?
b) Care sunt portiunile din intervalul orar 7:00 — 20:00, din Romania, cdnd loana l-ar putea contacta pe
Réazvan, astfel incat acesta sa nu fie in timpul programului de munca?



4. Inecuatii de forma ax+b=>0 (<,<,>) unde a,b € R

Observa si descopera!

1. Cristina are in pusculitd o suma de bani egald cu 230 de lei. Isi propune si puni in pusculiti,
saptamanal, aceeasi suma de bani, astfel incat, dupa 6 saptamani, in pusculita sa fie o suma de bani cel
putin egala cu 1050 de lei.

Ajut-o pe Cristina sa transforme aceasta problema intr-o relatie matematica, raspunzand la intrebarile
urmatoare:

a. Daca x este suma pe care Cristina o pune saptaméanal in pusculita, cati lei va pune Cristina in
pusculita in 6 saptamani?

b. Cum se exprima, cu ajutorul lui x, suma de bani pe care o va avea Cristina in pusculita dupa 6
saptamani?
¢. Cum se scrie matematic ,numarul A este cel putin egal cu 1050”7

d. Scrie relatia matematica in care se transforma problema de mai sus.

Ar fi trebuit sa fi ajuns la 6x 4+ 230 > 1050. Aceasta relatie se numeste inecuatie.

Important

e Inecuatia este o inegalitate care contine unul sau mai multi termeni necunoscuti si care este
adevarata numai pentru anumite valori ale necunoscutelor.

necunoscuta

\
ax+bh20, xE 4

coeficientul N multimea in care
necunoscutei termen liber necunoscuta ia valori

e In locul semnului > putem avea <, < sau >.

Exemple:
6x 4+ 230 > 1050, cu x € Z; 3x —2 <5, cu v € R; =3z + 2 > 10 (daca nu este specificata multimea
careia i apartine x, atunci se considerd cd este multimea numerelor reale).

e Numim solutie a unei inecuatii un numar care pus In locul necunoscutei face ca inegalitatea
sa fie adevarata.

Ezxemple:
Numarul 2 este solutie a inecuatiei 3x —2 < 5, deoarece afirmatia 3-2—2 <5 este adevarata (4 <5).
Numarul 3 nu este solutie a inecuatiei 3x — 2 < 5, deoarece afirmatia 3-3 —2 <5 este falsa (7 > 5).

e A rezolva o inecuatie Inseamna sa scriem multimea solutiilor inecuatiei.
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<,>)unde a,b € R

4. Inecuatii de forma ax+b>0 (<,

e Pentru a rezolva o inecuatie trebuie sa cunoastem relatia dintre inegalitate si operatiile aritmetice.

s az=b
lc > () c<0

atcz2b+c a-cz2b-c a-c<b-c

a—-c2b-c a:c2b:c a:c<b:c
adun sau scad, in ambii membri inmultesc sau Impart ambii Inmultesc sau impart ambii
al inegalitatii aceeasi cantitate membri ai inegalitatii cu acelasi membri ai inegalitatii cu acelasi

numar pozitiv numar negativ
. F +4 = -2 -(=3)

Exemplu: 5 >3 —9>7 5>3—=10>6 5>3 —~—% _15< —9

e Cum rezolv inecuatia ax + b > 0, unde a, b € R, a # 07

Cum gandesc: Pas 1. Am de rezolvat inecuatia ,ax plus b mai mare sau egal cu zero”.

Cum scriu: ar +b>0

Pas 2. Trec termenul liber in membrul drept, scazand din ambii membri b.
ar+b>0|—0b
ar > —b

Pas 3. Impart ambii membri prin coeficientul necunoscutei si tin cont daca este pozitiv sau negativ.

ar > —b|:a

b b
Daca a > 0 obtinem z > ——. Daca a < 0 obtinem z < ——.
a a

Pas 4. Scriu multimea solutiilor inecuatiei folosindu-ma de axa numerelor.
_ b
e Pentrua >0avemsixz € |——, +00].
a

G'e) - +00O

T 2|

b
e Pentru a <0 avem si z € (—oo, - ]
a

+00O

8
4 in

a:—1+1 >5:c—1
2 6

2. Probleme rezolvate. Sa rezolvam inecuatiile: a) 3 — 2z < 7, x € R; b)
z € R.

Solutie: a)

Cum gandesc: Pas 1. Termenul liber din membrul stang trebuie mutat in membrul drept. Pentru

aceasta scad, in ambii membri, 3.

Cum scriu: 3—2x <7|-3= —-2x<7-3



Pas 2. Efectuez calculele in membrul drept.

—2r <4

Pas 3. Impart inecuatia prin coeficientul necunoscutei. Deoarece acesta este negativ, in urma
Impartirii, se va schimba sensul inegalitatii.

—2x<4|:(-2)=z>-2

Pas 4. Reprezint pe axa numerelor numerele reale mai mari sau egale cu —2.

-0 -2 +00

Pas 5. Scriu multimea solutiilor inecuatiei. Intervalul este inchis la —2 deoarece avem ,mai mare
sau egal”. Daca aveam semnul ,mai mare”, atunci era interval deschis.

x € [-2, + 00)

33—1+1>5x—1 cR
-> — .
3 2 6

Cum gandesc: Pas 1. Inecuatia trebuie adusa la forma az + b > 0 sau cu <, >, < . Pentru
aceasta procedez ca la ecuatii, adica:
Elimin numitorii, aducand toti termenii la acelasi numitor si apoi iInmultind inecuatia cu numitorul

comun. Aici numitorul comun este 6.
2)93—1+3)1>5:U—1:>2(:L‘—1) 3 _ br—1
2 6 6 6

Pas 2. Desfiintez paranteza.

b)

Cum scriu:

6=>2(r—-1)+3>bzx—-1

20 —24+3>bx—1

Pas 3. Aduc toti termenii in membrul stang. Termenii care trec peste ,,>” isi vor schimba semnul.

20 =243 -5x+1>0

Pas 4. Efectuez calculele in membru stang.
—3r+2>0
Pas 5. Rezolv aceasta inecuatie si reprezint solutiile pe axa numerelor reale.

2
3)

G'e) +00

Exerseaza!

s/ 3. Asociaza fiecarui grup de numere, din prima linie, inecuatiile, din linia a doua, pentru care aceste

numere sunt solutii.

1si2 —3si -5 2si4 6 si8

r+3<1 3—x <2 2r—3<1 r—2>3 3r —28 > —1
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<,>)unde a,b € R

4. Inecuatii de forma ax+b>0 (<,

lor.

4. Reprezinta pe axa numerelor solutiile inecuatiilor:
3
a)r < —3;b)z>2¢c)x> 2 d)x<0;e)x+3<1;f) 2 —1< 7, unde z este numar real.

5. Incercuieste varianta corects pentru intervalul care reprezinta multimea solutiilor inecuatiei:
a)2r+3<5 zeR

A. (—00,0) B. [0, 4+ o) C. (—o0,1] D. (—o0,4]
b)3z—-4>-2,z€R

A. (2, + o0) B. (z, —i—oo) C. (-2, + ) D. (—oo, g)
c)—z+6>9, 2R

A. [-3, + ) B. (—o0, — 3] C. (15, 4+ o) D. [3, + o)
d) -2z -7<-3,z€R

A (=2, + ) B. (—o0, —2) C. (-5, + ) D. (400, —5)

6. Multimea solutiilor inecuatiei 3z — 7 < 2, x € R este intervalul .... .

7. Numerele intregi care verifica inecuatia |z| < 4 sunt .... .

8. Scrie A, daca afirmatia este adevarata sau F, daca afirmatia este falsa.
Daca z € R, atunci:
a)r <2z e (—o0;2; b) —z+1<5&x € (4; +00);

2
c) —x<T7Texe (7 +00); d)|5x+2\<0@x€{—5}.
9. Determina toate numerele reale care, micsorate cu 3, nu il depasesc pe 12.
10. Determina numerele reale pentru care triplul lor marit cu 40 este cel mult 130.

11. Determina numerele reale pentru care sfertul lor micsorat cu 20 este cel putin egal cu jumatatea

12. Determina numerele naturale, pentru care treimea lor micsorata cu 2 este cel mult egala cu

cincimea lor.

13. Rezolva urmatoarele inecuatii:

a)r+2>5 cux€R; g)3r—1>5-3x, cux €R,
b)x+4>3,cuzeR; h) 22 +2<bx—1,cuzeR;
c)—x+2<3,cuzrelR; i)r+2>5xr—6,cuzreN;

. 2 —1
d)z+2<T7 cuzeN; j)x+ +x > 5 cuz€R;
e)2x—3>5,cuzr€R; 3 2

2 — 5
x>—x—1,cu:z€R.

f)x+2>5x—6, cuxeR; k)£+ 5 12

>0

14. Problema rezolvata: Determina multimea solutiilor inecuatiei

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Numaratorul (—2) este un numar negativ. Ma intreb: ,,Ce semn trebuie

sa aiba numitorul (z + 3) pentru ca fractia sa fie pozitiva (> 0)?”

Evident, semnul minus, deoarece, la impartire (—) : (—) = (+). Asadar, inecuatia data este echiva-

lenta cu z + 3 < 0 (nu pun < deoarece numitorul unei fractii nu poate fi zero).

-2
Cum scriu: Deoarece —2 < 0, P >0 x+3<0.
T



Pas 2. Rezolv inecuatia x + 3 < 0.

r+3<0&r<-3=2x¢€ (-0, —3)

') -3 +00
\
/
15. Rezolva inecuatiile:
3 - 6
a) m>0,cuxeR; b) m d <0,cuz€eR;c) mgO,cuxeN.
16. Problema rezolvata: Determina numerele reale x pentru care |z| < 3.

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Imi amintesc ci modulul unui numéar real reprezinti, pe axa numerelor,
distanta de la origine pana la punctul corespunzator numarului.

Inecuatia |z| < 3 o putem citi ,distanta de la origine pdna la punctul corespunzator numarului x
este mai mica sau egala cu 3”.

Desenez o axa a numerelor si pe ea trec punctele corespunzatoare numerelor 3 si —3.

Cum scriu:
') _3 0 3 +00O

Pas 2. Punctele corespunzatoare numerelor = care sunt solutii ale inecuatiei |z| < 3 se vor gasi pe
segmentul cu capetele in punctele corespunzatoare numerelor 3 si —3.

-c0 -3 0 3 +00

Pas 3. Asadar, inecuatia || < 3 este echivalenta cu —3 < x < 3, solutia fiind intervalul inchis de
la —3 la 3.

x € [-3,3]

Pas 4. Concluzie.
Din exemplul de mai sus deducem ca daca a > 0, atunci || < a < —a < x < a, de unde
obtinem z € [—a, a.

17. Rezolva, in multimea numerelor reale, inecuatiile:

a) |z <6;b) j[x+5|<0;¢) 2e4+1]<3;d) |-z +4| <0;e) [3x—2| < 1.

18. Determina multimile:

2 3
A:{xER\Sx—822x+3};B:{xeR’ T

<1};C’:{x€R\—4§3x+2<7};

5z — 6
D:{xeR]\:U+1|<\/5};E:{m€R‘—1< a;2 <3}.

19. Se stie ca y/a este definit (are sens) numai daca a > 0. Determind, dupa model, valorile lui x
pentru care urmatorii radicali sunt definiti:

[ 3 2 -3

—2;b) V3x —5;¢) V2 —x;d) V4 - 2x; — f ; .

Model: Pentru ca Vx — 2 sa fie definit trebuie ca © — 2 > 0, de unde x > 2, adicd x € [2, + 00).
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5. Recapitulare

5

5. Recapitulare

1. a) Scrie multimea cifrelor numarului 13526435.

b) Scrie multimea literelor din care este alcatuit cuvantul colosal.

2. Scrie urmatoarele multimi folosind o proprietate comuna a elementelor sale:

a) A=1{1,2,4,816,32}; b) B = {1, 2,22,23 24 2100}; c) C = {16,25, 36,49, 64, 81,100, 121, 144}.

3. Stabileste care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate sau false:
a) {x € N |z este numér prim} C N; b) {z €N |z <10} c {x e N |z <5 }.
4. Se considera multimea M = {x € N |z este divizibil cu 9}.

Scrie, pe caiet, numai afirmatiile adevarate.
a) 456 € M; b) 324 € M; c) 5346 € M; d) 2681 € M; e) 123456789 € M.

5. Asociaza multimii din coloana A multimea corespunzatoare din coloana B:
A

B
B wenjz<z<o) i {0

{$€N|x§9} - {3a4a576:7>879}

i)
0
= {zeN|z<9,2:3} = {0,3,6,9}

&

{reN|z <329} 050 {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
6. Determina elementele urmatoarelor multimi:
3 3 3
a)A:{xeN'eZ};b)B:{er‘eN};e)C:{er ‘GZ}.
T+ 2 T+ 2 T+ 2

15
2x + 3

7. Cardinalul multimii A = {x €Z ‘ € N} este egal cu .... .

8. Reprezintd pe axa numerelor intervalul:

) (=3.3)b) [1,305 ¢) [-2,00) ) (0.4 ) [-2,2): ) (-0, ~ 1) (5.5

55)im [-vE +vE)

9. Stabileste care dintre afirmatiile urmatoare sunt adevarate si care sunt false.

a) 2¢/3 € (0,4); b) V7€ [1,2];¢) —1,3 € (—oo, - ;’} d) —v2 € (-2,2).

10. Scrisa sub forma de interval, multimea A = {x € R| — 1 <z < 3} este egald cu .... .

11. Se considera multimea A = {z € R| —2 <z < 3}.
a) Scrie ca interval multimea A.

b) Reprezinta pe axa numerelor reale multimea A.

¢) Scrie doua numere rationale din multimea A.

d) Scrie doua numere irationale din multimea A.

e) Calculeaza AUR si ANR.

f) Precizeaza care este cel mai mare numar natural din multimea A.



12. Calculeaza, folosind reprezentarea pe axa numerelor, Iy N I; I U I daca:
a) I = (=5; 4) si I = [-3; 3); o) I = (=3 2) si b= (1,7 V2];
. 3 17 . 4
b) I) = [-1; +00) si Iy = (—1; 6); d) L1 =|—— | sila=(-1; -|.
4’ 2] 5
13. Efectueaza:

a) [_172)U{2}’ C) [_273]U{3}7 e) (_171)U{_171}a
b) [-1,2) N {2}; d) [-2,3] N {3} ) (-1,1) N {-1,1}
14. Rezolva, in multimea numerelor reale, inecuatiile:
a) 4o — 3 > —b; d)x—l_Sx—2<_§.
b) 4 — 2z > 6; 2 4 2

T ¢) 1—=2 n 2—x < 5
©) 5123 > 3 <6

15. Rezolva, in multimea numerelor reale, inecuatiile:

a) 2e4+1]<3;b) |z —3]<2;¢)2—2z|<4;d) [x—5|<0;e) [3—z] < —2.

16. Problema rezolvata: Se considera numerele reale a, b, ¢, d astfel incdt b < a < d < c.

Efectueaza (b,c) N [a,d] si (b,d) U (a,c|.

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Reprezint, pe axa numerelor, cele patru numere tindnd cont ca dintre doua
numere, numarul mai mare se afla totdeauna in dreapta.

Cum scriu: b a d c
Pas 2. Efectuez intersectia, folosind reprezentarea pe axa.
b a d c
[ [ ] \
\ L J /
Pas 3. Scriu solutia problemei.
(b,¢) N [a,d] = [a,
Pas 4. Efectuez reuniunea, folosind reprezentarea pe axa.
b a d c
[ [ \ ]
\ \ / ]

Pas 5. Scriu solutia problemei.

(b,d) U (a,c] = (b,(]
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AUTOEVALUARE - In aceasti unitate de invitare:

Am inteles foarte bine ... Revezi lectiile si exercitiile notiunilor notate la culoarea galbend.

Imi este neclar ... Discutd cu un coleg/ o colegd sau cu profesorul despre ceea ce nu ai
Nu stiu sé .... / Nu am inteles .... inteles si ai completat la culoarea rosie.




6. Evaluare

. Determina valorile reale ale lui  pentru care

6. Evaluare

. a) Se considera multimea A = {x € N |z se divide cu 3}.

Dintre numerele 43 si 24 cel care apartine multimii A este .... .

b) Cel mai mare numar natural din intervalul (—1, 3) este egal cu .... .
¢) Cel mai mic numar intreg din intervalul [-2, 3) este egal cu .... .

. Reprezinta pe axa numerelor intervalul (-5, 2].

. Efectueaza, folosind reprezentarea pe axa numerelor:

a) (—1,5)N[2,9);
b) (=2,3) U[L,5).

. Dintre numerele 1, 2 si 3, solutie pentru inecuatia x 4+ 2 > 4 este numarul .... .
. Scrie ca interval multimea M ={z € R |-3<2x+1<T7}.

. Care dintre afirmatiile de mai jos sunt adevarate si care sunt false?

a) 2,5 € (1,3); b) V3 € [1,2);
c¢) =5 € [-2,0]; d) v/130 € (11,12).

. Rezolva, in multimea numerelor reale, inecuatia |2z — 3| < 5.

20+ 4

> 0.

. Ordoneaza crescator numerele a, b, ¢, d, stiind ca (a,c) N (d,b) = (a,c).

Timp de lucru: 45 de minute
Din oficiu 10p

op
op

5p

op
op

10p
10p

10p

10p

10p

10p



7. Exersezi si progresezi

Multimea vocalelor din cuvantul matematica este .... .

Se considera multimea M = {3,6,9,12,15}. Atunci A se poate scrie ca:
{reN|15:2}; B. {z eN|2:3}; C. {z eN|[3 <z <15}; D. {z e N*|z:3,2 < 15}.
Un element al multimii B = {x € N|24:z} este .... .

Cel mai mare numar natural din intervalul (—3,2) este .... .

Cel mai mic numar natural din intervalul (—4,4) este .... .

Cel mai mic numar intreg din intervalul (=5, 3) este .... .

Multimea C' = {z € R| —2 < 3z + 1 < 10} scrisa sub forma de interval este .... .

O solutie a inecuatiei 4 — x > 3 este .... .

© ® N e Tk W N

Stabileste care afirmatii sunt false si care sunt adevarate:
a) —1€(0,1); b) 2 € (1,3); ¢c) =5 € [-5,4); d) —1 € (=00, 2).

10. Unicul numar intreg din intervalul [v/3,1/5] este ... .
s/ 11. Reprezinta pe axa numerelor reale urméatoarele intervale:
) (=3, =2 b) [-2.2 ) (~1 3]s ) [1, +00); ) (-0,
12. Efectueaza, folosind reprezentarea pe axa numerelor:
a) (—1,4]N(2,5]; b) (-1,1)N[-1,2]; ¢) (—3,3) U[-2,4]; d) [-2,1) U (—1,2].

13. Noteaza cu A, daci afirmatia este adevarata si cu F, daca este falsd. Daca =z € R, atunci:
a)r>1eze (-0l c)2r>2<xe (—oo,ll;
b)z+3>4<xe (1, +o00); d)22-2<0& xe(—o0,1).

14. Determina toate numerele reale care marite cu 10 depasesc numarul 30.
15. Determini toate numerele reale pentru care dublul lor marit cu 32 este mai mic decat 27.
16. Determina toate numerele reale pentru care dublul lor marit cu 2 este cel mult egal cu triplul lor

17. Intr-un cartier, sunt unul langa altul trei magazine, un magazin alimentar deschis in intervalul
orar 8:00 - 20:00, un magazin de articole sportive deschis In intervalul orar 10:00 - 18:00 si o librarie
deschisa in intervalul orar 9:00 - 16:00.

In ce interval orar se pot face cumparaturi din toate cele trei magazine, la o singuri iesire din casa?

18. Rezolva, in multimea numerelor reale, urmatoarele inecuatii:

a) [3x — 2| < 5;
b) |7z — 6] < 13;
c) |8z — 6] < 2;

d) |5z — 7] < 12.
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7. Exersezi si progresezi

19. Determina valorile reale ale lui 2 pentru care:
3 -2 -3 z?
>0 > <
2) x4+ 2 = 03 b) 2r — 4 =05 ¢) S5z —1 <0;d)
20. Determina numerele reale a si b daca:
5 1 15
D) (-2 U a) = [-2.45b) [a. ) U (5.8 = | -3¢ |0 el UG = .71

21. Ordoneaza crescator numerele reale a, b, ¢, d in urmatoarele situatii:

a) (a,c)N(b,d) = (a,d);

<0.
3—2x

b) [a,b] N [c, d] = [a,b];
¢) (a,b) U[d, d] = (a, .
< o 11
22. Pentru fiecare numar natural nenul n, definim intervalul I,, = {2, }
n'n

a) Calculeaza Iy N Iy; Io N I3; Is N Iy,
b) Calculeaza I1 U I U Iy;

¢) Aratd ca pentru orice n numar natural nenul I, N I,,41 # 0.

23. Scrie sub forma de interval multimea solutiilor inecuatiilor:

1 2r+1 5
a) [32 — 1] <2 b) —3 < $; ‘:c—2f’<fd x+ > 0.

-2 x? 2+ 1
C)4—2x_ P d)

25. Determina toate valorile reale ale lui z pentru care urmatorii radicali sunt definiti:
a) Vo = T o

2—1x’
b) v3z + 2;

2

v +1
c) V7x — 6; e) 1— 71"

26. Rezolva inecuatiile si scrie multimea solutiilor sub forma de interval:
a) 2% < 4; ¢) (—z +3)% < 16;
b) (22 +3)* < 9; d) 3z —1)* < 25.

<0.

b)

<0: >0
2—x~ 7 3x4+1" 7

24. Rezolva, in R, inecuatiile: a) T
T —

27. Petra scrie un numar natural din intervalul (2, 15). Dragos scrie un numar natural din intervalul
[13,23], iar Anastasia scrie un numar natural din intervalul (1,14). Care este probabilitatea ca toti trei
sa scrie acelasi numar natural?

28. Multimile date printr-o proprietate a elementelor au aplicabilitate pe Internet. Filtrele motoarelor
de cautare de pe Internet sunt de fapt proprietati ale elementelor unei multimi.

Sa presupunem ca doresti sa achizitionezi de pe Internet un laptop cu un display cuprins intre 13 si
13,9 inch, fara ecran tactil, la un pret mai mic de 1 000 de lei.

a) Alege doua magazine virtuale in care poti cumpara acest tip de produs si noteaza-ti pe caiet cate
laptopuri erau initial in categoria laptopuri, cate erau dupa introducerea dimensiunii ecranului, apoi cate
au mai ramas dupa ce ai introdus si conditia sa nu aiba un ecran tactil, iar in final cate laptopuri au
ramas in cautarea ta dupa ce ai introdus si limita de pret.

b) Compara rezultatele obtinute pentru fiecare magazin virtual.
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Matematica—Manual pentru clasa a VIll-a

Calcul algebric in R. Operatii cu
numere reale reprezentate prin litere
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1. Operatii cu numere reale exprimate prin litere (adunare si scadere);
reducerea termenilor asemenea

)
e
)

Observa si descopera!

1. Pentru a arata cum putem exprima perimetrul sau aria unei figuri geometrice, in functie de
lungimile diferitelor elemente luate in calcul, folosim litere.

Completeaza spatiile punctate pentru a determina perimetrul sau aria corespunzatoare fiecarei figuri
geometrice din Figura 1.

i a b a b

P=a+a+a+a=... P=a+b+ta+b=..a+..0 A=a-a=... A=...
Figura 1 — Perimetrul si aria patratului si dreptunghiului

2. Daca vrem sa scriem ca un numar natural n este multiplu al lui 3, cel mai simplu este sa scriem
n = 3k, intelegand prin aceasta n = 3 - k, unde k este un numar natural, deoarece un multiplu de 3 se
imparte exact la 3, adica da restul 0.

Cum vei scrie ca un numar natural este multiplu al lui 57

3. Pentru a evidentia ca o suma de bani se dubleaza vom scrie 2z, unde x reprezinta suma initiala
de bani.
Cum vei scrie ca un numar real s-a marit de patru ori?

1
4. Pentru a sugera ca am luat o treime dintr-un numér natural vom scrie gaz, unde x reprezinta
numarul initial.
Cum vei scrie ca un numar real s-a micsorat cu 57

1. Operatii cu numere reale exprimate prin litere (adunare si scddere); reducerea termenilor asemenea

5. Pentru a exprima suma de bani care trebuie platita pentru 2 kg de mere si 3 kg de pere vom scrie
S = 2x + 3y, unde zx reprezinta pretul unui kilogram de mere si y reprezinta pretul unui kilogram de
pere. Modul de calcul al lui S raméane acelasi, indiferent de pret.

Cum vei scrie suma de bani pe care ar trebui sa o platesti pentru 4 caiete si 3 creioane?

O Important

e Uneori numerele reale se pot exprima si cu ajutorul literelor. Literele tin locul unor numere a
caror valoare este necunoscuta.
e O expresie formata din numere si litere se numeste expresie algebrica.

Ezxemple: 3k, 2z, 2z + 3y, x — 5.
e Putem nota expresia algebrica cu E urmata de paranteze intre care se trec literele care apar in

expresie.

Ezemple: E(x) = x —5 , citim ,E de = este egal cu x minus 5”. Astfel aratam ca expresia este
dependentad de x. E(x,y) = 2x + 3y, citim ,E de x siy este egal cu doi x plus trei y”. Astfel aratam ca
expresia este dependentd de x si y.




)
e
o

e Cea mai simpla expresie algebrica este formata dint-un numar si una sau mai multe variabile
(litere) legate numai prin operatie de inmultire.

Exemplu:

32
PAAEEN

coeficient partea literala

e Daca o astfel de expresie algebrica are coeficientul 1, acesta nu se mai scrie, iar pentru coeficientul
—1 pastram numai semnul (in loc de 1xy? scriem xy3, iar in loc de —1z%y3 scriem —a2y3).

e Intr-o expresie algebrica variabilele (literele) pot fi inlocuite cu numere concrete si apoi efectuate
calculele. Spunem, in acest caz, ca am aflat valoarea numerica a expresiei.

Ezemplu: Calculati valoarea numericd a expresiei E(x,y) = 22%y + 3xy — dxy?, pentru x = —1 si
y=2.
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Cum gandesc: Pas 1. Voi inlocui pe z cu —1 si pe y cu 2.

Cum scriu: B(—1,2) =2 (—1)22+3 - (~1)-2—5- (—1)-22

Pas 2. Voi efectua calculele respectand ordinea operatiilor, adica mai intai ridicarea la putere.
E(-12)=2-1-24+3-(-1)-2—-5-(-1)-4

Pas 3. Efectuez acum inmultirile respectand regula semnelor.
E(-12)=4-6+10

Pas 4. Efectuez adunarile si scaderile in ordinea in care sunt scrise, de la stanga spre dreapta.
E(-12)=-2420=18

Valoarea numerica a expresiei E (z,y) pentru x = —1 si y = 2 este 18.

Observa si descopera!

6. Pentru a iesi din Camera enigmelor, trebuie sa completezi cu numere potrivite casutele aflate sub
tabla. Descopera numerele care ar trebui scrise In casute.
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7. Calculeaza cat mai rapid 173 - 113 — 13 - 173.
8. Justifici, cu ajutorul factorului comun, egalitatea: 3v/5 + 4v/5 = 7v/5.

9. Marcheaza cu X casuta corespunzatoare raspunsului corect.
a) Este posibil s scriem suma 3a? + 7a? ca un singur termen?

DAO NUDO
b) Suma 2x + 3y se poate scrie sub forma unui singur termen?
DAO NUDO

6 Important

e Intr-o expresie algebrica, daca doi termeni au aceeasi parte literala (aceleasi litere cu aceeasi
exponenti) ei se numesc termeni asemenea.

Exemple: Termenii 2%y st —5x%y sunt termeni asemenea. Termenii 2%y st 3xy nu sunt termeni
asemeneaq.

e Termenii asemenea se pot aduna sau scadea dupa urmatoarea regula:
Se aduna sau se scad coeficientii si se transcrie partea literala.

Ezemplu: In expresia algebricd E(x,y) = 22y + 3zy — 5xy putem aduna termendi asemenea 2x°y si
—52%y si obtinem —3x2y (deoarece 2 — 5 = —3, iar partea literald se transcrie). Dupd aceastd operatie
expresia algebricd se scrie E(x,y) = —3xy + 3xy.

e Deoarece in cazul expresiilor algebrice adunam sau scadem numai termenii asemenea, astfel Incét
din doi sau mai multi termeni asemenea ramane unul singur, in loc sa spunem ,,adunam sau scadem”
vom spune ,,reducem termenii asemenea”.

Exemplu: Sa se reducd termenii asemenea din expresia algebrica:
E(zy) = 42%y® + 22y — 2%y + 3zy? — 22%y° — 3ay”.

Cum gandesc: Pas 1. Identific in expresia algebrica data termenii asemenea si 1i subliniez in
acelasi fel.
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Cum scriu: F(z,y) = 42%y3 + 2zy? — 22y + 32y? — 22%y3 — 32y

Pas 2. Intre termenii asemenea descoperiti exista termeni in care coeficientii sunt numere opuse?
Daci da, suma lor este zero si ii putem elimina. In exemplul nostru avem termenii 3zy? si —3zy?.

E(z,y) = 422y3 + 22y% — 2%y + 3%{ — 2223 — 39“4{

Pas 3. Reducem acum termenii asemenea ramasi. Din 422y si —222y> ramanem cu 222y deoarece
4 — 2 = 2. Nu mai avem alti termeni asemenea de redus.

BE(zyy) = 22%y° + 2ay® — 2%y

Exerseaza!

10. Se considera urmatorul enunt: ,Pentru calcularea perimetrului unui triunghi echilateral folosim
a’\V/3 ,

-

relatia P = 3a, iar pentru calcularea ariei unui triunghi echilateral avem relatia A =

Care sunt expresiile algebrice din acest enunt?




11. Scrie ca expresie algebrica urmatoarele enunturi:
a) Un numar real marit de 10 ori;
b) Un numar real ridicat la puterea a patra se micsoreaza cu dublul numarului;

¢) Din triplul unui numar real se scade patratul sau.

12. Maria doreste sa cumpere 2 caiete de acelasi fel cu pretul de 3 lei pentru un caiet si 5 pixuri
identice cu pretul de 2 lei pentru un pix.

a) Scrie, intr-un exercitiu, suma pe care Maria trebuie sa o plateasca pentru cele 2 caiete si 5 pixuri.

b) Scrie, ca expresie algebrica, suma pe care Maria trebuie sa o plateasca pentru ¢ caiete si p pixuri.

13. Scrie, ca expresie algebrica, distanta parcursa de un automobil care se deplaseaza x ore cu viteza
de 60 km/h si y ore cu viteza de 80 km/h.

14. Se consider# expresia algebrici E(x) = 322 — 5z + 2 . Determini valoarea numerici a acestei
expresii, pentru:

1 2
a)x:O;b)le;c)x:—2;d)x:S;e)xzi;f)x:—g;g)x:ﬁ;h) V2.

15. Se considers expresia algebrica E(z,y) = 622y + 6xy? + 1. Calculeazi:
a) E(1,2); b) E(-1,1); ¢) E(2,y); d) E(z,2); ) E(y,x).
16. Identifica In urmatoarele expresii termenii asemenea si subliniaza-i in acelasi fel:
a) 7w’ + 49z — 12 — Tz — 4922 + 15;
b) 22y + xy + 1 — 2%y — xy? + 1322y — Txy? + 8ay;
c) y® —2y? +5y3 —y +2— 3y + Ty;
d) 323y + 6xy® — T2%y? + 23y> — S8ay® + 223y + 152y.
Model: Tx% + 49z — 12 — Tz — 4922 + 15 .
— < — —

17. Redu termenii asemenea in urmatoarele cazuri:

a) T — 3z + bx; d) %x_gm_gx;
b) —a —a — 3a + 8a;
<) 42 — 22 + 202; e) 3225 + 225 — 222/5.
18. Redu termenii asemenea in urmatoarele cazuri:
a) 3r — 5y + 3y — x; e) —6ax — 0,2a® + 2z + 1,2a® + 3ax — 2x;
b) 422 + 32 + 2 — 322 — 2z + 3; f) 222 + y? — 4oy — 4y® + 2y — 22,
¢) 7a + 3b — 5b — 8a; g) —2%y + 22y? + 23y + 22y — 2%y? + 1 — 2wy;
d) 1022 + 52 — 1 — 722 — 32 + 8; h) 223 — 9% + 322 4 3.
19. In Figura 2 este schita unui teren, in forms * * *
de dreptunghi, care s-a Impartit in 6 parcele fiecare
in forma de dreptunghi. Y
Exprima, cu ajutorul lui x si y lungimea unui
gard de plasa care inconjoara terenul si delimiteaza ’

cele 6 parcele.

Figura 2 - Schita unui teren
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cu numere reale exprimate prin litere
rea, impartirea, ridicarea la putere)

2. Operati
(fTnmult

)
e
)

o

g Aminteste-ti! Indicii: .Ija 1rlr;par;plrea ;1 doua puteri care au aceeasi baza se scad

e exponentii (5'° : 57 = 5°).

© L. (galc;ﬂeaza: La inmultirea a doud puteri care au aceeasi baza se aduna

3 a) 512' 5 §4 exponentii (25 - 27 = 212).

-S b) 3 :33 ) Pentru a ridica o putere la alta putere se inmultesc exponentii

© 5

g c) (3°)". ((24)5 = 220),

5

E 2. Pentru a calcula 5 - (4 + 7) putem proceda in doua moduri. Un mod este acela in care calculam
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suma din paranteza si apoi iInmultim cu 5 rezultatul obtinut.
Care este celalalt mod prin care putem calcula 5 - (4 + 7)?

0 Important

e Doua expresii algebrice formate fiecare din cate un singur termen se inmultesc folosind urmatoarea
regula:

inmul’gim coeficientii intre ei, respectand regula semnelor, si literele identice intre ele,
respectand regula de inmultire a puterilor cu aceeasi baza.

Exemplu:

—3x% - (—2x%) = bx°y

e Doua expresii algebrice formate fiecare din cite un singur termen se impart folosind urméatoarea
regula:

impér‘gim coeficientii intre ei, respectand regula semnelor, si literele identice intre ele,
respectand regula de impartire a puterilor cu aceeasi baza.

Ezemplu:

—12x°y 1 3x%y = —4x3
||:|—| y : vy =|1 Nu se mai scrie

-12:3=-4

e O expresie algebrica formata dintr-un singur termen se ridica la o putere dupa urmatoarea regula:
Se ridica la acea putere coeficientul, respectand regula semnelor, si fiecare litera in
parte, respectand regula de ridicare la putere a unei puteri.

Exemplu: (3)? = x°
1
(_2x3y2)3 — _8x9y6

I_M (2)? = 4
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e O expresie algebrica formata dintr-un singur termen se inmulteste cu o expresie algebrica cu mai
multi termeni folosind distributivitatea Inmultirii fatd de adunare si scadere, adica a(b + ¢) = ab + ac
si a(b—c) = ab— ac.

Ezemplu:
2x% 3= 6x"  2x% (—2xy) =—4x%y
| | [ : I ]
2x%(3x°— 2xy + %) = 6x°— 4x3y + 2x%H)?
It | |

2x? -y2 = 2xzy2

e O expresie algebrica formata din mai multi termeni se Imparte la o expresie algebrica for-
mata dintr-un singur termen folosind distributivitatea impartirii fatda de adunare si scadere, adica
(b+c):a=b:at+c:asi(b—c):a=b:a—c:a.
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Exemplu:

121 40%= 3x 0yt : 4x? = —5x2y
I I |4r 2 dx?= 2
(12x*— 20x* + 4x2y2) 4x2 = 3x— 5x%y +)?
| [S—|

e Pentru a inmulti doua expresii algebrice, formata fiecare din mai multi termeni, se inmulteste
fiecare termen al uneia dintre expresii cu toti termenii celeilalte expresii si apoi se reduc termenii
asemenea, daca acestia exista.

5 :

Justificare: Aria dreptunghiului mare se
poate calcula in doua moduri. O data cu formula
L -1siatunci A= (a+b)(c+d).

Pe de alta parte, ca suma de arii. Aria drept-
unghiului mare este aria dreptunghiului verde plus
aria dreptunghiului portocaliu plus aria dreptun-
ghiului albastru plus aria dreptunghiului maro,
adica A = ac + ad + bc + bd.

A=A+A+A+A

(a + b)c +d) = ac + ad + be + bd

Exemplu:

||2x 3r= 6 ||2:c/( ~2)= —4« |
(2x+ 3)(3x—2)‘6x —4x+9x—6=6X*+5x—6

[3-3v=9x| [3-(-2)=—6]|
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Exerseaza!

3. Calculeaza:

a) 5x - 2x; h) —18z%y3 : (629?);
= b) —3z% - 2x; i) 30a° : (—6a?);
g c) 4y? - 3y*; j) —40ab? : (—10ab);
2By (5 0 (20’
[ ) Caniy
E f) 623 : (222); m) (a:3\/5>2;
%é g) 3xy? : (3zy); n) (—z2y3)3.
E 4. Calculeaza:
£ a) (222)% : (42%); d) (d2%?)® : (=823,
é b) 3zy - (42)%; e) 9a2b® : (3ab?) - (—3ab);
g c) 16x* : (741‘2)2; f) (49:2)2 :(22)? ¢ a2,
< 5. Calculeaza:
*qé a) 3 (z —2); e) =5z (1 — 2z);
5 b) 2z (z + 1); f) —2? (23 — 22% + x);
é c) Sx(az —z+1); g) 3zy (2% — 2zy — y* + 1);
g d) 225 (2% — 322 + 32 — 1); h) 222y (23 + 2y? — 2y — 2y* + y* — 3)
qi; 6. Calculeazé'
3 a) (23 — ) d) (3zy® — 62y — 3y2) : (3y%);
::'f b) (1230 + 18z% — 627) : (623); e) (14a?y? — 723y) : (T23y);
§_ ) (4zy® — 22%y — 4ay) : (2zy); f) (2zyz + 4222 — 6222) : (222).

7. Calculeaza, reducand termenii asemenea:

a) (x4 2)(x + 3); e) 2z +1)(3x + 2);

b) (z —1)(z —4); f) (4dx —1)(5z + 2);

¢) (x— 3)(x + 1) g) (1—2)(3z + 1)

d) (z+5)(x —1); h) (4o +1)(bz — 2)

8. Calculeaza, reducand termenii asemenea:

a) (z+1) (22 — 2+ 1); d) (x+1) (23— 22 + 2 —1);
b) (z —2) (2% + 22 + 4); e) (x—1) (23 + 22+ 2+ 1).

o) (& —y) (¢* +zy +y?);

9. Rezolva, in multimea numerelor reale, inecuatiile:
a) (v —2)(z = 3) < z(x - 1);

b) 3x(2z — 5) > x(6x — 7);

c)2x(1 —x) +4x(2z + 1) 4+ 3z(5 — 2z) < 0;

d) 2z +1)(12x — 5) < (4o — 3)(6z + 4);

e) (x+2)(x+3)+Bx+1)2x+1) > T7(x+ 1)(z + 2).
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10. Lucrati in perechi. Scrieti in doua moduri, sub forma unor expresii algebrice, ariile dreptun-
ghiurilor exterioare din Figura 3. Compara rezultatele cu partenerul de echipa.

Ii X X y

=

~

Figura 8 — Arii ale dreptunghiurilor
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11. In Figura 4, ABEF si GHIJ sunt pitrate. Determini numerele naturale nenule 2 pentru care
diferenta dintre aria dreptunghiului ABCD si aria trapezului GH K J este cel mult egala cu 40 m?.

& A F D G x J

B E C H I K

Figura 4 — Patrate complicate

12. In Figura 5 este schita unui teren impértit in patru parcele. Pe parcela A se cultivd orz. Pe
parcela B se cultiva grau. Pe parcela C se cultiva rapita, iar pe parcela D floarea soarelui.

a) Exprima, cu ajutorul lui z si y ariile fiecarei parcele.

b) Determina, in doud moduri, aria intregului teren.

X X y

& A B

Figura 5 — Schita unui teren parcelat
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3. Formule de calcul prescurtat

3. Formule de calcul prescurtat

& a —b b

a b
Observa si descopera! &
In Figura 6, aria patratului mare este format din aria patratului
albastru, ariile celor doua dreptunghiuri verzi si aria patratului rosu. “ a* ab
Asadar (a + b)? = a® + 2ab + b?.
Stim ci 22 = x - si atunci, pentru a calcula (a + b)?, vom
proceda astfel: (a4 b)%2 = (a +b)(a + b) = a® + ab + ba + b>.
Cum ab = ba, vom avea (a + b)? = a? + 2ab + b*. b ab .
1. Calculeaza (a — b)?, folosind afirmatia 2> = - . (a +b)? = a? + 2ab + b?
2. Calculeaza (a + b)(a — b). Figura 6 — Arii si patrate

3. Descrie cum se poate ajunge la rezultatele obtinute la 1 si 2 folosind Figurile 7 si 8.

a a +b

(a —b)? ab
(a—b)2=0a?=2ab + b? (a +b)a—b)=a?*—p?
Figura 7 - Arii si patrate Figura 8 - Arii si dreptunghiuri

6 Important

e Atunci cand avem de efectuat calcule cu expresii algebrice si nu numai, pentru a scurta timpul de
lucru este util sa folosim anumite relatii adevarate, pe care le consideram cunoscute si pe care le vom
numi formule de calcul prescurtat.

e O parte dintre formulele de calcul prescurtat sunt:

> (a+b)? = a® + 2ab + b? (pitratul sumei)
Ezemplu: (2z +3)* = (20)2 +2- 22 -3+ 3% = 422 + 122 + 9.
> (@ —b)? = a® — 2ab + b? (pitratul diferentei)

Ezemplu: (3x —2)? = (32)? —2- 3z -2+ 22 = 922 — 122 + 4.
> (a+ b)(a — b) = a®> — b? (produs dintre suma si diferenta)

Ezemplu: (2x + 3y)(2x — 3y) = (27)2 — (3y)? = 42?2 — 9.




e Formulele anterioare pot fi folositoare si pentru calcule numerice rapide.

Ezemplu: Calculeazd: a) 542; b) 44 - 36.

Solutie:

a) Putem scrie 542 = (50 + 4)2 = 50% + 2 - 50 - 4 + 4% = 2500 + 400 + 16 = 2 916.

b) Putem scrie 44 - 36 = (40 + 4)(40 — 4) = 40% — 42 = 1600 — 16 = 1584,

Exerseaza!

4. Calculeaza dupa model:

a) 512 d) 412
b) 232; e) 382;
c) 49%; f) 1042

Model: 512 = (50 +1)2 = 502 +2-50 - 1 + 12 = 2500 + 100 + 1 = 2601.

5. Calculeazi, folosind formula (a + b)? = a® + 2ab + b*:

a) (z+1)% c) (z+3)%

b) (z +2)% d) (z +5)2.
6. Calculeazi, folosind formula (a — b)? = a® — 2ab + b*:

a) (v —2)% c) (z—4)%
b) (z —1)% d) (z — 6)2.

7. Calculeazd dupa model:

a) 28 - 32; d) 102

b) 49 - 51; e) 105 - 95

c) 37-23; f) 1980 - 2020.

Model: 28 - 32 = (30 — 2)(30 + 2) = 30% — 22 = 900 — 4 = 896.

8. Calculeazi, folosind formula (a + b)(a — b) = a® — b*:

a) (z+1)(z —1); ¢) (x+3)(z —3);
b) (z +2)(z — 2); d) (x +5)(z —5).
9. Calculeaza, folosind formula potrivita:
a) (2z —1)%; e) (3z +2)(3x — 2);
b) (2z + 3)%; f) (x —v3)%
c) (4z +1)% g) (zv2—1)%
d) 2z —1)(2z + 1); h) (22 +v/2)%
10. Calculeaza:
a) (2+v3)% e) (V5 +2)(V5 —2);
b) (23 — 1) ) (3v2 - 2v/3)%
o) (V3+ 1)(V3 - 1) ) (33 +2v2)%
d) (V3 -v2)(V3+v2); h) (3v2 - 2V3)(3v2 +2V/3).
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11. Problemai rezolvatid. Numéirul 175 se poate scrie 17 - 10 + 5. In general, orice numér care are
ultima cifrd 5 se poate scrie A5 = A-10 + 5. Arati ci A5° = A(A +1)25, unde A este numarul initial
fara ultima cifra, iar A(A + 1) reprezinta produsul dintre A si A + 1.

Solutie: Avem A5° = (10A + 5)% = 10042 + 100A + 25 = 100A(A + 1) + 25 = A(A + 1)25,

IS Ezxemplu: 12-13=156

g 12. Calculeaza cat mai rapid:

3 a) 75 d) 2052;
S , b) 952; e) 395%
E 125 = 15 625 C) 1452, f) 20052
£

8 13. Scrie, sub forma cea mai simpla, urmatoarele expresii algebrice:

a) B(x) = (x+2)2 + (z — 2)(x + 2);
b) E(z) = (z —3)(z +3) — (z — 4)%;

¢) E(z) = (22 = 5)* + (2 + 1) = (av/5 + 3) (V5 - 3);
d) E(z) =2(z — 6)2 + (z — 2V/3)(z + 2/3) — (2 — 1)%;
e) E(r) =3(z \/_)(fv+\/§)—($+\/§)2—($—\/§)2;
f) BE(z) = (22 —2)2 — (x — 1)(z + 1)(22 + 1) + 4(x — 3)%
g) E(x +2)(z? +4)(x —2) — (2 - 22

E(z) = (z+2)(
h) E(z) = (z—3)(2> + 9)(z +3) — (22 + )(1 + z)(z — 1) + 8.
14. Pentru fiecare din figurile de mai jos, scrie, in doua moduri, aria portiunii colorate cu albastru si
verifica daca cele doua rezultate sunt egale.

& X y oy a a a b

Model: A.
Modul 1. Aria portiunii colorate cu albastru este egald cu aria patratului mare minus aria patratului
colorat cu culoarea rosie. Agpastry = ( + 2y)? — 22,

Modul 2. Aria portiunii colorate cu albastru este formata din 4 dreptunghiuri cu laturile x siy si 4
patrate cu latura y. Aapasira = 4Ty + 41/2

Verific dacd (x + 2y)? — 22 = day + 4y°.
Asadar, (x4 2y)? — 22 = 22 + 4oy + 4y? — 2% = 4oy + 492
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4. Recapitulare

1. Se considera urmatorul enunt: ,Numarul baietilor dintr-o clasa este x, iar numarul fetelor este
cu 4 mai mare.” a) Scrie ca expresie algebricd numarul fetelor din aceasta clasa. b) Scrie ca expresie
algebrica numarul elevilor din aceasta clasa.

2. Se considera urmatorul enunt: ,Daca intr-o clasa elevii se asaza cate doi intr-o banca raman 3
elevi in picioare.” Scrie ca expresie algebrica numarul elevilor din clasa.

3. Transforma in expresii algebrice urmatoarele enunturi: a) Din patratul unui numar real se scade
triplul sau; b) La un numar real se adauga cubul siu; c) Intr-o sald de spectacole sunt randuri de 20 de
locuri si randuri de 24 de locuri. Care este numarul total de locuri din sala de spectacol?

4. Scrie trei termeni asemenea cu termenul 5z2y>

)
—
[}
3
)
=
o
Q¢
|
)
=]
c
L
kel
[}
>
>
=
c
o
)
wv
I
)
=
N
)

5. Se considera expresia algebrica F(r) = 2% —z + 1.

a) Valoarea numerica a acestei expresii pentru x = 1 este:

A 2; B. —2; C. 1; D. —1.
b) Valoarea numerica a acestei expresii pentru z = —1 este:
A 2; B. —2; C. —1; D. 3.

6. Se considers expresia algebrica E(z) = 323 — 222 — x + 10. Calculeaza valoarea numerica a acestei
expresii In urmatoarele cazuri:

a)x=0;b)z=2¢c)x=-1;d) z= é,e) =5 f)ﬂf—\fg):c— —V2.
)

7. Se considera expresia algebrica E(x) = x+x+x—x. Dupa reducerea termenilor asemenea expresia
devine:

A. E(z) = 4x; B. BE(r) = —2% C. E(z) = 2u; D. E(x) = 0.

8. Se considers expresia algebrici F(x) = 2x — 5+ 22 — 2 — 22 + 2. Dupéa reducerea termenilor
asemenea expresia devine:

A B(r)=32+222-3; B.E(x)=x2-3; C.E(x)=z+T, D. E(x) =x+ 3.
9. Sa se reduca termenii asemenea din urmatoarele expresii algebrice:
a) BE(x) = 323 + 222 — 4o — 5 — 42? + 4z — 323;
b) E(z) = 42% + 4z + 4 + 222 — 63 — 4;
) E(z,y) = x2y — 2903/ — 3xy2 + 3xy? — 2%y + 3zy;
E(
(x

oo

) E(zyy) = 2° — 2%y + zy? +xy—$y2—y3;
) E(zy) = 330 y + 4x3y? + 522y? + 6wy* — Toy? — 822y3 — 923y — 1024 y,
f) E(z,y) = 522 + 6xy + Ty? + 122%y% + 5 — 1222 —ny Ty? +2—12x

)

10. Sa se aduca la cea mai simpla forma urmatoarele expresii algebrice:

a) 2(z3 —|—3l‘2—|—3l‘+1)— (m3—4x2+6:ﬁ—2);
b) 5 ( +2y—1)—2(y +2y% + 5y — 5);

) 2% + 322 +3:L'+1—3(:E +$—2)

d) (z—2) (22 —2—1) — (x — 3)(a? — 1);

e) (2z + 3) (422 — 6z +9) — (823 — 27);
3x(z?—x—1)+22%(x+2) =5 (23 —a? + z+ 1);

g) 3z +1) (922 — 3z + 1) — 2723,
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11. Calculeaza:
)(fv+2y)(w —2wy+4y)—8y,

2) (3 + 222 + 4z + 8) — (. — 2)(x + 2) (2% + 4);
)( 3(@—-2)+@+4)(z—1) - (2z - 1) (z - 2);
d) (z-5)(x+2)—2(x—1)(x+3) + 22

12. Sa se aduca la forma cea mai simpla expresiile algebrice urmatoare, apoi sa se rezolve in multimea
numerelor reale ecuatia F(z) = 0.
2) B(x) = (¢ —5)° — (2 +2) (z — 2);
b) E(z) = (2x—1)(2x+1)—(2x—5)2;
¢) E(x) =3(x —2)* = (204 3)" + (z = 1) (z + 1);
d) B(z)=5x+2)(x—2)+ 2z -1)>+9(1 —2) (1 + ).

13. Sa se aduca la forma cea mai simpla expresiile algebrice urmatoare, apoi sa se rezolve in multimea
numerelor reale inecuatia E(z) < 0.
2) B(x) = (¢ — 2)° — (2 +5) (z — 2);
b) E(x) = (2 w—1)2 (22 +1) (22 — 5);
¢) B(z)=3(z+2)?— 2z —3)*+ (z —3) (z+3);
d) B(z)=5(x+1)(z—1)+ 2z +1)* +9(1 —z) (1 + ).

14. Problema rezolvata: Un triunghi dreptunghic are perimetrul egal cu 12 cm si ipotenuza de
5 cm. Determina aria triunghiului.

Solutie:

C1 - Co
2

Cum scriu: A4 =

Dinc; +co+i=12sii =5 rezultd ¢; + co =7 (1).

Din teorema lui Pitagora, c12 + co? = 25 (2).

Avem (c1 + ¢2)% = 12 + 2¢169 + 2?2 si din (1) si (2) rezulta 72 = 25 + 2c;co.

2cico = 49 — 25, adica cico = 12.

a2 g,
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15. Un dreptunghi are perimetrul de 14 cm. Daca diagonala dreptunghiului este de 5 cm, determina
aria acestui dreptunghi.

16. Un triunghi dreptunghic cu aria egali cu 24 cm? are ipotenuza de 10 cm. Determina perimetrul
acestui triunghi.

17. Aratd cd numarul a = (V7 — 3)2 — (V11 — V/13)(v/11 + /13) + 6/7 este intreg.
18. Aratd ca numirul = = (1 — v2)(1 4+ v2) + (1 — v2)2 + (1 + v/2)? este natural.

19. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuatii:
a) (x+2)%2+16 = (v + 5)% c) Br—1)2—-1-9(x —2)(z +2) = 0;
b) (2 — 1)2 = 4(xz + 1)® + 5; d) 16(x — 3)(z + 3) = (4o — 2)2.

20. Rezolva In multimea numerelor reale urmatoarele inecuatii:

a) (z+1)2> 22 +3; d) 2z +1)2< (22 —3)2—1;

b) (z—1)2> (z+ 1)+ 1; z 2 2

21. Suma patratelor a doua numere naturale este 52. Daca diferenta lor este egala cu 2, determina
produsul lor.

o
—
®
3
)
.
o
e
|
o
S
c
L
©
®
>
=
=
c
o
o
1%}
4
o
=
N
o

22. Daca suma patratelor a doua numere naturale este 580, iar suma lor este egala cu 34, determina
produsul lor.

23. Un arhitect a primit schita unei parcele
patrate de pamant, pe care este deja reprezentata &
schita casei si curtea ramasa, ca in Figura 9. Prin X Y X
amprenta la sol a casei vom intelege suprafata de-
terminata de portiunea gri din imaginea alaturata.

a) Scrie aria parcelei in doua moduri.

b) Calculeaza in functie de = si de y amprenta
la sol a casei si aria spatiului verde.

¢) Pentru z = 20 m si y = 30 m, calculeaza X
amprenta la sol a casei si aria spatiului verde.

Noteaza acum latura parcelei cu L.

c¢) Folosindu-te de relatia y = L — 2z, determina
amprenta la sol a casei si aria spatiului verde in y
functie de z si de L.

d) Demonstreaza ca daca arhitectul doreste ca
amprenta la sol a casei sa fie mai mare sau egala cu
aria spatiului verde, atunci trebuie ca 3x < L. Figura 9 - Schita unei parcele

24. Calculeaza cit mai rapid: a) 512; b) 49%; ¢) 101%; d) 99%; e) 199 - 201; f) 1990 - 2010.
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AUTOEVALUARE - In aceasti unitate de invitare:

Am inteles foarte bine ... Revezi lectiile si exercitiile notiunilor notate la culoarea galbend. W

Imi este neclar .... Discutd cu un coleg/ o colegd sau cu profesorul despre ceea ce nu ai
Nu stiu sd .... / Nu am inteles .... inteles si ai completat la culoarea rosie.
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5. Evaluare

Timp de lucru: 45 de minute
Din oficiu 10p

1. Dublul patratului numarului natural x este:
A. 2x; B. 422 C. 222 D. 22, ap

2. Se considera expresia algebrica F(z,y) = 2%y — 3zy + zy? — 222y + 323y.
Termenii asemenea din aceasta expresie sunt:

A. —3xysi 323y, B. 2%y si zy?; C. 2%y si 22%y; D. 2%y si —22%y. op

3. Se considera expresia algebrica E(z) = 23 — 322 + 22 — 1.
Valoarea numerica, a acestei expresii, pentru x = 1, este egala cu:
A 1; B. 7; C. -1 D. 0. ap

4. Pentru a calcula (4:5 - ﬂ) (4:5 + ﬂ) folosim formula:

A. (a—b)? B. Nu se poate C. (a+b)(a—b); D. (a+ b)2. 5p
folosi o formula;

5. Calculand (3z — 2)(3z + 2) obtinem:

A. 322 —2; B. 322 — 4; C. 922 — 4; D. 922 + 4. 5p

6. Calculand (22 — 1)? obtinem:

A. 222 — 2z + 1; B. 222 —4x +1; C. 422 — 4z +1; D. 42? + 4z — 1. 5p

7. Rezultatul calculului 2z(z + 1) — (22 — 1) este:

A x; B. 422 + x; C. 3x; D. 222 10p

8. Se considera expresiile algebrice E(z) = (z +3)%2 — 12 si F(z) = 8z + (= — 3)2.
a) Aratd cid E(z) = 2% + 62 — 3 si F(z) = 22 + 22 + 9. 10p

b) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia E(z) > F(z). 5p

9. Suma a doua numere este 5, iar suma patratelor lor este 13.
Determina produsul celor doua numere. 10p

10. Arata cad numarul (\/§ - 2)2 - (\/5 — 2) (2 + \/5) + 44/3 este natural. 15p

11. Determina perimetrul unui triunghi dreptunghic, stiind ca una dintre
catete are lungimea de 8 cm, iar lungimea celeilalte catete este cu 4 cm
mai mica decat lungimea ipotenuzei. 10p
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6. Exersezi si progresezi

1. O persoana a depus la banca o suma de bani cu dobanda de 3% pe an.

Scrie ca expresie algebrica suma de bani pe care o primeste dupa un an.

2. Pretul unui produs s-a marit cu 10%.

Scrie ca expresie algebrica noul pret.

3. Pretul unui produs se mareste cu 20%. Dupéa un timp se reduce cu 20%.

Scrie ca expresie algebrica pretul dupa cele doua operatii.

4. Sorina a depus la banca o suma de bani cu dobanda de 4% pe an, iar Mihai a depus la alta banca
o sumé de bani cu dobanda de 5% pe an.

Scrie ca expresie algebrica suma de bani pe care o vor avea cei doi, impreuna, dupa un an.
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5. Transforma urmatoarele enunturi in expresii algebrice, dupa model:

a) suma platita pentru 7 pixuri de acelasi fel;

b) distanta parcursa de un automobil in 4 ore;

c¢) numarul elevilor dintr-o clasa, stiind ca daca se asaza cate 3 intr-o banca vor raméne cinci elevi in
picioare;

d) pretul unui produs dupa o majorare cu 15%;

e) patratul triplului unui numar real;

f) triplul patratului unui numar real.

Model: a) Tz, unde x este este pretul unui pi.

6. Redu termenii asemenea:

a) 2z — by + 3y — x;

b) (7T — 5y) — (3x — by) + 2x;

c) 2%y +xy — ay® — (zy — ay® +2%);
d)2(@+y—ay) =3y —z—y)+ (y— v —zy);
e) 4d(x+y—2)+3(x—y+2)—2(—x+y+2).

7. S4 se reducd termenii asemeneas:

a) 3t5 — 4% + 563 — 2t + 412 — 12 + t* — 317;
b) (a* +1) = (a —1)(a+1)(a® + 1);

) 3(z+1)(z2 — 24+ 1) = 3(z2 = 1)(z - 1);

d) (b* +2)° — (1® —2) (07 +2) (b* +4).

8. Efectueaza, reducand termenii asemenea:

) (x=2)* = (x +3)(x - 1);

b)(z = 2) (z+2) (22 +4) - (22 = 1)*

¢) (v +2y) (22 —y) = 2 (z +y)*;

d) y? (222 + 22 + 2%2) — 2y (—2yz + 17y2? — 23yz) + 2422y>2

54
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9. Rezolva:

a) (x+1)(x+5) < 2%+ 17, unde z € R;
b) (z+1)(z +5) <22+ 17, unde x € N;
)22 —20 > (2 +4)?, unde x € N;

d) 22 —20 > (z +4)%, unde = € R;

o

e) ‘( 2)? — (x—3)(m+1)‘ < 3, unde x € Z;
f) ‘(w—2)2 - (x—3)(x—|—1)| <3, unde z € R;

g) ‘(113—2)2 —(z=3)(z+ 1)‘ < 3, unde z € N.

10. Problema rezolvata:

Arata ca patratul oricarui numar natural impar, n > 11 , are cifra zecilor para.

Solutie:

. . o — . —2
Cum scriu: Se considera n = Ai, atunci n? = Ai".

Avem n? = (104 +i)? = 10042 + 204 + .

Notez u(x) ultima cifra a numarului z.

(
Avem u (100A4) = 0, u (2044) = 0 si u (i?) € {1,9,5}.
Notez z(x) cifra zecilor a numarului x.

Avem z (100A2) = 0, 2 (2044) = z (24i - 10) = u (24i) si z (i?) € {0,2,4,8}.

z (n?) = z (2 (100A2) + z (24i - 10) + z (i?)) = 2 (0 + u (2A4i) + z (i?))
Cum u (244) si z (i?) sunt cifre pare, deducem ci z (n?) este cifra para.

Observatie:

Patratul oricarui numar natural mai mare sau egal cu 5 nu poate avea toate cifrele impare.

11. Aratd ca expresia algebricd E(z) = (z +3)? +2(z — 2)? = 3(z — 1)(z + 1) + 2z — 10, unde x este
numar real, nu depinde de z.
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1. Descompuneri in factori utilizdnd reguli de calcul in R (factorul comun)

1. Descompuneri in factori
utilizand reguli de calcul in R (factorul comun)

Observa si descopera!

1. Cifrul pentru a iesi din
Camera enigmelor este rezultatul
calculului urmator:

253 -23 + 253 - 77.

Va iesi din incapere cel care
reuseste sa descopere primul co-
dul de acces.

a) Cine crezi ca va reusi sa
iasa din Camera enigmelor mai
repede?

b) Calcuhleaza, folosind facto- 953 .93 1+ 953 . 77 — 253 x 5819+
rul comun: i) 15779 4 21 - 157; — 253 (23 4+ 77) = 7 19481
ii) 478 - 132 + 478 - 18 — 50 - 478. — 953100 = 25 300. 1771 25300

c) Pentru care numere natu- 506 1771
rale nenule, z, este adevarata relatia 5819 19481

x(x —4) =07
d) Pentru cite numere reale, x, este adevarata relatia (z + 1)(z — 1)(22 + 1) = 0?

0 Important

e Descompunerea in factori a unei expresii algebrice Inseamna scrierea acelei expresii ca
produs intre doua sau mai multe expresii algebrice.

e O metoda de descompunere in factori este utilizarea factorului comun. Aceasta metoda se
bazeaza pe distributivitatea Inmultirii fata de adunare si scadere.

Egalitatea a- (b+c¢) =a-b+a-c se poate scriea-b+a-c=a- (b+c).

Ezemplu: Descompune in factori expresia algebricd: E(x,y,z) = 9223z + 1523y% — 2122y.
Solutie:

Cum gandesc: Exista un numar, diferit de 1, la care sa se imparta exact toti coeficientii? In cazul
nostru raspunsul este DA; numaéarul ciutat este 3. El va face parte din factorul comun.

Exista litere care apar in fiecare dintre termeni? DA; z si y. Aceste litere, cu cel mai mic
exponent la care apar, fac parte din factorul comun. In concluzie, factorul comun este 3z2y.

Cum scriu:
Ox%3z+ 15x%)2 — 21x%y = 3x%(3y%z + 5xy — 7)
|9x2y3z: (3x2y) = 3yzz|

| 15x%2: (3x%) = 5xy |
| 21x%y: (3x%y) =7 |
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Exerseaza!

2. In expresia algebrica 1222 + 8x + 4 factorul comun este ... .

A.8; B. 4; C. 12; D. 3.
Scrie pe caiet litera corespunzatoare raspunsului corect.

3. In expresia algebrica 3z%y32 + 6x3y? — 1523132, factorul comun este .... .

A xyz; B. 322yz; C. 3z2y?; D. 3233,

Scrie pe caiet litera corespunzatoare raspunsului corect.

4. Asociaza fiecare expresie algebrica din prima linie cu descompunerea ei in factori din linia a doua.

3

3x + 3y ax + bx 6z + 8y 4oy — 2z 473 — 1222 + 4z

z(a+b) 2z(2y — 1) dr(x? — 3z +1) 3(z+y) 2(3x + 4y) 4z (2% — 37)
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5. Descompune in factori, folosind factorul comun.

a) ba? + b — b; d) 20z% + 25; g) 31v/2 — 2y\/2;

b) 9z — 18; e) 3z + 15y — 21z; h) 26 + V/3;

c) 12z + 18y; f) 222 4+ 22 + 2; i) 2v2 + 2.

6. Descompune in factori:

a) 3x° — 5a3; c) 4a® — 3a®; e) 5yt + 3y% — y; g) ot — 223 — 22,
b) 24° + 3y*; d) 23 — 222 — 3x; f) 4a® + 3a* — 7a"; h) 7t5 — 5¢t7.
7. Descompune in factori, folosind factorul comun.

a) 122 + 823 — 162%; d) 12y* + 18y3 — 30y° + 12y?;

b) 20y° — 16y5 + 12y3 — 8y*; e) 4a® — 8a* + 4a?;

c) 15a° — 9a* + 6a5; f) 1522 + 202* — 2523,

8. Descompune in factori:

a) 4x3y? — 223y* + 622y2; c) 92312 — 1224y — 623y?;

b) 14a2b® + Tab? — 14a®b? — 21ab?; d) 242%y32* — 1624322 — 8x2y?22.

9. Scoate factor comun, dupa model:

a) a(z +1) + b(z +1); b) (z +2)(x — 3) + 4(z +2); ¢) alz +y) + b(x +y); d) (z +3)* — (z + 3);

e) (z—2)% - (z—2)°.

Model: a(z+1)+bx+1)=(z+1)(a+Db).

10. Stiind ¢ zy = —7 si  + y = 2, calculeaza 322y + 3xy°.

11. Calculeazs produsul numerelor reale pozitive x si y, stiind ci x 4y = 6 si 23y? + 22y3 = 24.
12. a) Dacda A= (z+1)(z —2) si B = (x — 2)(x + 3), calculeaza B — A.

b) Stiind ca (z + 1)(z —2) =3 si (z — 2)(z + 3) = 6, determina numarul real x.

13. Un caiet si un pix costa, impreuna, 7 lei. Ana cumpara 5 caiete si 3 pixuri, iar Radu cumpara 3

caiete si 5 pixuri de acelasi fel.
Cat au platit cei doi copii, impreuna, pentru caietele si pixurile achizitionate?
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2. Descompuneri in factori
utilizand reguli de calcul in R (formule de calcul prescurtat)
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Observa si descopera!

1. Priveste cu atentie imaginea si stabileste cine a calculat corect aria.

Aria patratului mare
este a®+ 2ab + b2

Aria patratului mare
este (a + b)>.

2. Este adeviiratd relatia: a? + 2ab+ b2 = (a + b)*?

3. Completeaza expresiile astfel incat sa obtii relatii adevarate.
a) a? — 2ab+ b = (..)%
b) a? -t =(a—...)(.... +b).

Important

e O metoda de descompunere in factori este utilizarea formulelor de calcul prescurtat.
Formulele de calcul prescurtat pot fi scrise si astfel:

a2 + 2ab + b? = (a + b)? (patratul sumei)

a? — 2ab+ b? = (a — b)? (patratul diferentei)

a? — b2 = (a—b)(a+0) (diferenta de patrate)

Ezemple: Descompune in factori expresiile algebrice: E(x) = 22 +6x+9, E(x,y) = 4% — 122y + 992,
E(z,y) = 4% — 2.

Solutie: E(z) = 2% + 62 + 9 este o expresie algebrici care are trei termeni. M& pot gandi la una
dintre formulele a® + 2ab+ b? = (a + b)? sau a® — 2ab+ b*> = (a — b)*. Pentru aceasta trebuie si identific

a?, b? si 2ab. 5
Pentru ca 2ab are semnul plus

E(x)=x*+6x +9=(x+3)°

=X =9

=X hb=3

Verific daca 2ab = 6x
2ab=2 - x-3=6x

Se poate folosi formula
a*+ 2ab + b* =(a + b)* —
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E(z,y) = 422 — 122y + 9y? este o expresie algebrics care are trei termeni. Ma pot gandi la formulele
a? 4 2ab+b* = (a + b)2 si a? —2ab+ b = (a — b)Z. Pentru aceasta trebuie sa identific a?, b? si 2ab.
Pentru ca 2ab are semnul minus

}
E(xy)= lixz —12x +9y% = (2x — 3y)?
l 4

a*= 4x? b?=9y?

| l

a=2x b= 3y
Verific daca 2ab = 12xy
2ab=2-2x-3y=12xy

Se poate folosi formula
a* = 2ab + b* =(a — b)?

E(x,y) = 422 — 32 este o expresie algebrica care are doi termeni si intre ei semnul minus. M# gandesc
la formula a? — b? = (a — b)(a + b). Pentru aceasta trebuie si identific a? si b2.

Elxy)=4x* —y* = (2x +)(2x - )
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a
a*=4x* =y’

b

a=2x b=y

Se poate folosi formula
a-b=(a+b)a-b) —

Exerseaza!

4. Transcrie in caiet si completeaza spatiile punctate:

a) In expresia 22 + 10z + 25 recunosc patratul sumei in care a? este ...., b% este ...., 2ab este .... .
b) In expresia 422 — 49 recunosc o diferenta de patrate in care a® este ...., b? este .... .

c) In expresia 922 + 25y — 30xy recunosc patratul diferentei in care a? = ... , b = ..., 2ab = ....

5. Expresia algebrici 22 4 8z + 16 se poate descompune cu:

A. patratul diferentei; B. patratul sumei; C. nu se descompune cu formule; D. diferenta de patrate.
6. Restrange expresiile algebrice urmitoare, folosind formula a2 + 2ab 4 b = (a + b)*:

a) 2 4+ 22 + 1; b) 22 + 42 + 4; ¢) 22 + 62 + 9; d) 22 + 10z + 25; ) 22 + 12z + 36.

7. Restrange expresiile algebrice urmatoare, folosind formula a? — 2ab + b? = (a — b)2:

a) 2 — 2z + 1; b) 22 —4x + 4; ¢) 22 — 62 + 9; d) 22 — 10z + 25; e) 22 — 127 + 36.

8. Completeaza expresiile urmatoare pentru a putea aplica formula a? 4 2ab + b> = (a % b)
a) 22 +2xy+..;b) 22 +9y? .. ;c)da? — 4w ... ;d) 922 +1 ...

9. Compara numerele a = 20172 — 3% si b = 2018% — 42

10. Descompune, folosind formula a? —b* = (a —b)(a+0b): a) 22 —y?; b) 22 —4; ¢) 22 —16; d) y> — 1.
11. Descompune in factori, folosind formula potrivita:

a) 422 + 122 + 9; b) 9y? — 6y + 1; ¢) 922 — 30zy + 25¢2%; d) 2522 — 1; ) 16y% — 49; f) 422 — 9;

g) 2522 — 10z + 1; h) 922 + 122 + 4; 1) 2 + 22v/2 + 2.

12. Calculeaza in doud moduri:

a) 1,324+2-1,3-2,74+2,7%b) 2,32 -2-2,3-1,3+1,3% ¢) 522 — 482%; d) 7,82 — 2,2%; e) 13,22 — 3,22,

2,
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13. Dacs 22 — y? = 24 si x +y = 2, determina numerele reale z si y.

Indicatie: determind x — vy, apoi rezolva sistemul de ecuatii format din x —y si x +y.

14. Se considers expresia algebriciF(z) = (2¢ — 1)* +2(2z —1)(1— ) + (1 — ), unde z este numir
real. Arata ca E(x) > 0, pentru orice x numar real.

15. Se considerd expresia algebrici E(x) = (z + 2)? + (z — 1)* — (2 +2)(22 — 2), unde € R. Arati
ca E(x) nu depinde de z.

16. Problema rezolvata: Un dreptunghi are diagonala de 5 cm si aria egald cu 12 cm?.

a) Determina perimetrul. b) Calculeaza dimensiunile acestui dreptunghi.
X

Solutie:

Cum géandesc: Pas 1. Pentru a-mi fixa ideile desenez un
dreptunghi si notez lungimea cu z, latimea cu y, > y.

Cum scriu:

Pas 2. Perimetrul se poate determina cu formula P = 2(z + y). Prin urmare am nevoie de x + y.
Aria este egald cu 12 cm?. Diagonala este de 5 cm. O pot exprima in functie de  si y folosind teorema
lui Pitagora.

P =2(x+y). Stiu ca xy = 12 si 22 + y? = 25.

Pas 3. Legiitura intre = + y, 2y si 22 + y2 o realizez prin formula a® + 2ab + b% = (a + b)*.
Avem 22 + 2zy + % = (z +y)~

Pas 4. Inlocuiesc ceea ce cunosc si determin z + .
Adici 25 4+ 24 = (x +y)?, de unde (z+y)? = 49. De aici 2 +y = 7T sau z 4+ y = —T.

Cum z si y sunt lungimi de segmente suma lor nu poate fi un numar negativ.
Convine numai x +y = 7.

Pas 5. Determin perimetrul, inlocuind x + y in formula.
P=2-7T=14cm

Pas 6. Observ ¢ 22 — 2zy 4 y2 = (z — y)? ceea ce imi permite sii determin x — 3.
Avem 22 — 2zy 4+ y? = (x —y)®. Dar 2? — 22y + 92 =25 —-2-12 = 1.
Obtin (z —y)? =1 si atunci # —y =1 sau z —y = —1.
Cum x > y convine numai z — y = 1.

Pas 7. Stiu cat sunt  + y si x — y. Pot forma cu ele un sistem si il rezolv.

r+y="7 - 2 =8 - rx=4 - r=4
r—y=1 r4+y=7 44+y="7 y=3

2z =38
Lungimile laturilor sunt 3 cm si 4 cm.

17. Un dreptunghi are diagonala de 13 cm si aria egald cu 60 cm?. Determinati perimetrul si

dimensiunile acestui dreptunghi.

18. Lucreazi in pereche. Descompune, dupi model: a) a(a +2) + 1; b) (22 + z) (22 + z + 2) + 1;
¢) (22 —z) (2 —x+2)+1;d) (a?+22) (2* +224+2) + 1 ¢) (2P +2+1) (e*+2+3)+ 1
f) (z2 4 2z + 3) (22 + 22 4+ 9) + 9. Model: a) Avem a(a+2) +1=a*+2a+1= (a +1).

~ —



3. Descompuneri in factori utilizand
{ reguli de calculin R (grupare de termeni)

Al

Observa si descopera!

1. Urméreste cu aten‘gie exerci‘giul de pe tabla 23-47+43-51+23-53-43-41=
23-(47+53)+43-(51-41)=

din Figura 1 si apoi efectueaza, cat mai rapid, ur-
matoarele calcule:
a) 39-104 —39-4+27-63 4 27 - 37; | 23-100+43-10=2300+430=2730
b) 572 + 57 - 43 +29 - 79 — 29 - 69; '
c) 172 —2-17 -7+ 7% 4 20;
d) 20% 4192 +2-19 - 21 4 212,
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o Important Figura 1 - Ezercitiu pe tabld

e O metoda de descompunere in factori este utilizarea gruparii termenilor. Aceasta metoda
poate fi utilizata In mai multe moduri.

Ezemplu: Descompune in factori expresia E(x,y) = 2 +xy + 2z + 2y, unde x si y sunt numere reale.
Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Observ ca nu exista un factor comun pentru toti termenii expresiei. Dar,
daca privesc numai primii doi termeni pot scoate factor comun pe x, iar in paranteza obtin z +y. Daca
privesc cei doi termeni care raman pot scoate factor comun pe 2, iar in paranteza obtin tot x + y.

Cum scriu: E(zy) = 2>+ oy +22+ 2y =z(z +y) + 2(z +9)

Pas 2. Acum, paranteza z + y poate fi scoasa factor comun.

B(zy) =2 +ay+2z+2y =x(x+y) + 2z +y) = (r +y)(z +2)
In concluzie, E(z,y) = (z + y)(z + 2).

Ezemplu: Descompune in factori expresia FE(x,y) = 2? —y?> — 2z + 1, unde x si y sunt numere reale.
Solutie:

Cum géandesc: Pas 1. Observ ca nu exista un factor comun nici in cazul in care as dori sa
o s . Al e v 2 . . ~
grupez termenii. Termenii 2, —2x si 1 imi sugereaza formula (a — b)°. Rescriu expresia, ordonand
altfel termenii.

Cum scriu: E(z,y) = 2% — 22 + 1 — >
Pas 2. Din primii trei termeni obtin (z — 1),
E(@y)=a>—20+1-y*=(z-1)" -y

Pas 3. Forma obtinuta ma trimite cu gandul la o diferenta de patrate in care a este paranteza
x — 1, iar b este y.

Ey)= (-1 -y*=(z-1+y)(z - 1-y)
In concluzie, E(z,y) = (z+y—1)(x —y —1).
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Exerseaza!

2. Descompune in factori, folosind gruparea termenilor:

7. Problema rezolvati: a) Arata ci (z + a)(z +b) = 22 + (a + b)z + ab.
b) Descompune in factori: F(x) = 2% — 3z — 10.
Solutie:

a) ax + ay + bz + by; c) 22 — 3z + yx — 3y;
b) 8¢ — 8 4+ ax — a; d) 23 — 222 + 32 — 6.
= 3. Descompune in factori:
qg) a) 18ax — 6ay + 15bx — bby; e):c+y—z+a$—|—ay—az
8 b) 22 + 2y + 9ax? + 18ay; £) (z—2)% — 2z + 4
o ¢) 10ax + 25ay — 22bx — 55by; g) 2% + 222 — 4z — 8;
g d) 23 4+ 22+ + 1; h) 23 — 522 — z + 5.
: 4. Descompune in factori:
£
£ a)x —4$+4 y?; e) 22 — y? + ax — ay;
3 b) x —6a — 1; f) 23 + 2% + 2 — ba® — bx — b;
o c) x? +y —1+2xy, g) z—y+ar? — ay?;
g d) z* — 222 + 1 — 222 4 2; h) 22 — 1 +ax —a+2v2 — V2.
& 5. Descompune in factori:
& a) 43 — 2% — 367 + 9; ¢) Br+1)* —122 — 4;
= b) ax? — bx? — ay?® + by?; d) 22 + 142 + 49 — 11z — 77.
B 6. Descompune in factori:
ks a) 4x? —y? —4x + 1, c) 4zt — 42% — 42 — 1;
< b) 22 4+ 2z + 1 — x4, d) z* + 322 + 4.
[}
a
IS
S
3
e

Cum gandesc? Pasul 1. a) Pornesc din membrul stdng. Inmultesc fiecare termen din prima
paranteza cu toti termenii din a doua paranteza.

Cum scriu: (z + a)(z + b) = 2% + 2b + az + ab
Pasul 2. Intre termenii zb si az dau factor comun pe z.

(x+a)(x+b) =22 + 2b+ ax + ab = 2% + (a + b)x + ab

Pasul 3. b) Avand in vedere punctul a) ma gdndesc daca il pot scrie pe —10 ca produs de doua
numere a caror suma sa fie —3.

—10=2--5gi2—-5=-3
Pasul 4. Voi scrie in loc de —3x, 2z — 5x.
—3x — 10 = 2% 4+ 22 — 5z — 10

Pasul 5. Dau factor comun grupand termenii. Intre primii doi termeni scot factor comun pe x, iar
intre ultimii doi termeni pe —5.

22 +2r —5r+10 = z(x +2) — 5(z + 2)
Pasul 6. Acum, pot da factor comun paranteza x + 2 si obtin descompunerea:
r(x+2) = 5(x+2) = (z+2)(x —5), adicd E(r) = 2% -3z — 10 = (z +2)(z — 5)

8. Descompune in factori: a) 2% +4x —12; b) 22— 62 —T7; ¢) 22+ 22 —15; d) 22 — 2 —20; e) 2% —x —42.
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{ 4. Ecuatii de formaax’* + bx + c=0,undea E R* b,c ER

Observa si descopera! &

1. Observa Figurile 4 si 5, <
apoi raspunde la Intrebarile ur- ng'
matoare. 4 =2 2

a) Ce lungime are latura pa- —X o
tratului albastru din cele doua fi- <
guri? 2

b) Cat este latimea dreptun- Figura 4 - Arii si dreptunghiuri °
ghiului rosu din Figura 47 Dar a ) ) m %

; i i ; rrt+tmr=x"+2 —x o
151r;u1 dreptunghi rosu din Figura B) Figura 5 - Arii si pitrate 3

: o
c¢) Ce lungime are latura pa- s om_m®m? m\2 m?2 =
tratului mare din Figura 57 x +2'Ex+j T4 T (a: + 2) e =

d) Cat este aria patratului verde?

e) Scrie expresiile urmatoare sub forma (z # p)? — ¢, unde p si ¢ sunt numere reale, pe care urmeazs
sa le determini:

i) 22 + 4a; i) 22 — 6x; iii) 22 + 5x; iv) 2?2 — Tx.
6 Important

e Egalitatea axz® + bx + ¢ =0, x € M, in care a este numir real nenul, b, ¢ sunt numere reale, iar
M este multimea 1n care necunoscuta ia valori este o ecuatie cu necunoscuta x. M poate fi N, Z, Q, R,
o multime finita sau un interval.

coeficientul lui x? coeficientul lui x

\axz + b§+ c=0
AN

necunoscuta termenul liber

e Numim solutie a ecuatiei az? + bz + ¢ = 0, unde a € R*, b,c € R un numar din multimea in care
necunoscuta ia valori, care, pus in locul necunoscutei, face ca egalitatea sa fie adevarata.

Exemplu: Numdrul 2 este solutie a ecuatiei x> — 3x + 2 = 0 deoarece 22 — 3 -2 +2 = 0 este o relatie
adevarata.

De asemenea, numdrul 1 este solutie a ecuatiei x> — 3z + 2 = 0 deoarece 12 —3-1+2 = 0 este o
relatie adevarata.

Numdrul 3 nu este solutie a ecuatiei x> — 3x +2 = 0 deoarece 32 — 3 -3 +2 = 0 este o relatie falsd.

e A rezolva ecuatia ax? + bx + ¢ = 0 inseamna s 1i gisim toate solutiile.

e Metoda de rezolvare a unei ecuatii de forma az? + bz + ¢ = 0 depinde de forma concreta pe care
o are ecuatia.
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> Daci lipseste termenul liber (c = 0) ecuatia devine az? + bx = 0, a # 0.

Cum gandesc: Pas 1. Intre cei doi termeni pot scoate factor comun pe x.

Cum scriu: z (az+b) =0

Pas 2. Un produs de factori este zero daca cel putin unul dintre factori este zero.
r=0sauaxr+b=0

Pas 3. Din prima ecuatie am solutia 0, iar din a doua, prin rezolvare gasesc solutia ——.
a

b
.> ar+b=0=ar=-bl:a=x=——

a

R b
In concluzie, multimea solutiilor ecuatiei este S = {0, — }
a

Exemplu: Rezolvd in multimea numerelor reale ecuatia 22* — 6z = 0.
Solutie: Avem 2z(z — 3) = 0, de unde 2z = 0 sau  — 3 = 0. Obtinem = = 0 sau x = 3 si deci
multimea solutiilor este S = {0, 3}.

> Daci lipseste coeficientul lui z (b = 0) ecuatia devine az? + ¢ =0, a # 0.
Cum gandesc: Pas 1. Deoarece a # 0, pot imparti ecuatia prin a.

. c
Cum scriu: az’+c¢=0|:a= 22+ - =0
a

g € @
Pas 2. Daca — > 0, deoarece 22 > 0, avem z2 + — > 0.
a a

Ecuatia nu are solutii in multimea numerelor reale sau multimea solutiilor este S = ().

g @ g .
Pas 3. Daca — = 0, ecuatia devine:
a

22 = 0= z = 0. Multimea solutiilor este S = {0}.

c c €
Pas 4. Dacad — < 0, atunci — = —p, cu p > 0 si deci — = —(\/]_))2, iar ecuatia devine:
a a a

2~ (yp)’ =0

Pas 5. In membrul stang recunosc o diferenta de patrate.

(&= vp) (z+p) =0
Pas 6. Un produs de factori este zero daca cel putin unul dintre factori este zero.

r—\p=0=z=/psanxr+, p=0=x=—/p

In concluzie, multimea solutiilor ecuatiei este S = {/p, — \/p}
Ezemplu: Rezolvd in multimea numerelor reale ecuatia 4x* — 9 = 0.

9 3\? 3 3 3
Solutie: 4x2—9:O|:4é$2—4=O:>x2—(2> :0:,<:c—2> <x+2>:0. De aici z — 5 =0

3 3 3 33
sau z + 5= 0. Obtinem z = 5 sauzT=—c. Multimea solutiilor este S = {—2, 2}.
Observatie: Ecuatia se poate rezolva si astfel:

9 9 9 3
4:1:2—9:0|:4:x2—4:0:x2:4:>x:i\/;:>a::j:2,daraten‘giesénu—luitémpei.



> Ecuatia are toti coeficientii si termenul liber diferiti de 0
ax’? +br +c¢=0, unde a,b, c € R*.

Cum gandesc: Pas 1. Deoarece a # 0, pot imparti ecuatia prin a.
Cum scriu: az* +br+c=0|:a=2"+-2+—-=0
a a

2

b
Pas 2. Din ecuatia obtinuta iau termenii x° si —x si completez pentru a obtine patratul sumei sau
a

patratul diferentei.

b b? b? c
2
T+ 2—rx+———5+-=0
2a°  4a?  4a?  a
Pas 3. Pentru primii trei termeni aplic formula patratului sumei sau patratului diferentei, iar intre
ultimii doi termeni scot factor comun pe —1.

< _|_b>2 i ¢ -0 < +b>2 b2—4ac_0
. 2a 402 a ) sat 2a 4a2
b)) /1‘

Am ajuns la o ecuatie de tipul ,lipseste coeficientul Iui z” in care x? este paranteza la

b? — dac
4a?
Ezemplu: Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile: a) 22 — 6z +5 = 0; b) 222 + 3z +4 = 0.

Solutie: a) 22 — 6z + 5 = 0.

o . & C . o
patrat, iar — este — . De aici stiu sa rezolv.
a

2

Cum gandesc: Pas 1. lau termenii 2 si —6x si completez pentru a obtine patratul diferentei.

Cum scriu: 22 =6z +9-9+5=0

Pas 2. Aplic formula, iar pentru ultimii doi termeni efectuez operatia.
(r—3)2—-4=0

Pas 3. Pe 4 1l privesc ca 22 si aplic formula diferentei de patrate.
(x—3—-=2)(z—3+2)=0sau(x—5)(z—1)=0

Pas 4. Un produs de factori este zero daca cel putin un factor este egal cu zero.

x—5=0saux—1=0, de unde obtinem z =5 sau z =1
Multimea solutiilor este S = {1, 5}.

De la pasul 2 pot continua si astfel:

Pas 3. Trec termenul liber in membrul drept.
(z—3)2 =4
Pas 4. Obtin:
r—3 =44, adici v — 3 = +2
Pas 5. Am de rezolvat doua ecuatii.
x—3 =2,deunde z =5 si

r—3=-2, de unde z =1
Multimea solutiilor este S = {5,1}.
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Solutie: b) 222 + 3z + 4 = 0.

Cum gandesc: Pas 1. Impart ecuatia prin 2 (coeficientul lui z2).
3
Cum scriu: 22 + 5% +2=0

Pas 2. Iau termenii 22 si 5% si completez pentru a obtine patratul sumei.

3 9 9
2 2= - = 2 =
7+ 433 + 6 16 + 0
Pas 3. Aplic formula, iar ultimii doi termeni ii calculez.

3\ 2 23 _

3 2
Pas 4. Deoarece (x + Z) > 0 avem:

<+3>2>0:>(+3>2+23>0
tTy) = "T1) "6
Multimea solutiilor este S = ).
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Exerseaza!

2. Se considera ecuatia 322 — 8z + 5 = 0. Care dintre afirmatiile urmatoare este falsa?
A. coeficientul lui z2 este 3; C. termenul liber este 5;

B. coeficientul lui x este 8; D. Numarul 1 este solutie a ecuatiei.

Scrie In caiet litera corespunzatoare raspunsului corect.

3. Pentru care dintre ecuatiile urmatoare, numarul —1 este solutie?

A 2?2 —2c+1=0; C. 42 -4 +1=0;
B. 22+ 42 +3 = 0; D. 222 —7x+5=0.
Scrie In caiet litera corespunzatoare raspunsului corect.

4. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuatii:

a) 22 + 32 = 0; e) 42 — 1 =0;

b) 222 — Tz = 0; f) 2% + 4 = 0;

c) 522 + 4x = 0; g) 922 — 4 = 0;

d) 22 -9 =0; h) 722 +10 = 0.

5. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuatii:

a) 22 +4x + 3 = 0; d) 4% + 42 + 3 = 0; g) 1022 + 292 + 10 = 0;
b) 22 + 7 + 12 = 0; e) 322 — 22 +5=0; h) 22 + 22 +2 = 0;

c) #? —11lx + 24 = 0; f) 622 — Tz + 2 = 0; i) 922 — 62 — 3 = 0.

6. Diferenta dintre lungimile catetelor unui triunghi dreptunghic este de 7 cm. Determina aria
triunghiului, stiind ca ipotenuza are 13 cm.

7. Un teren in forma de dreptunghi are aria de 36 dam? si este imprejmuit cu un gard cu lungimea
de 26 dam. Determina lungimile laturilor terenului.

8. Radu a gasit intr-o cutie doud becuri pe care le cumparase cu ani in urma. Din péacate, etichetele
celor doud becuri s-au deteriorat, insa Radu isi aduce aminte ca diferenta dintre rezistentele celor doua
becuri era de 110 2 (Ohmi). Legand becurile in paralel, Radu constata ca rezistenta totald a circuitului

este de 48 Q). Daca rezistentele celor doua becuri sunt exprimate prin numerele reale pozitive Ry si Ry si

1 1
rezistenta totala este R, stiind ca are loc relatia R + = I , determina rezistenta fiecarui bec.
1 2
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5. Recapitulare

1. Calculeaza:

a) 124 -32 + 124 - 68; d)7,92+79-58~-17,9-3,7;
b) 401 - 59 + 401 - 78 — 401 - 37; e) 1992 — 198 - 199 + 199.

c) 1082 — 108 - 58;

2. Descompune in factori, folosind factorul comun:

a) 3a + 3b; d) 9z + 18y + 18;
b) 8a — 8b + 8c; e) 2% + 5.

¢) Tax — 14ay + 35az;

3. Descompune in factori:
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a) ma? — ma + ma?; c) 5x™ — 102t + 202
b) 923 — 1522 4 21x%; d) v18a* + v/32a — v/50a>.

4. Determina numarul real z, stiind ca zy + xz — xt = 48 si 3y + 3z — 3t = 12.

5. Aratd cd numirul a = 2(2z + 1)* 4+ z(2z + 1) — (224 1)(3x + 1) este patratul unui numéar natural,
oricare ar fi numarul natural x.

6. Aratd i numirul a = 2(3z 4 2)? + 2(3z +2) — 2(22 + 1)(3z 4 2) este pitratul unui numér natural,
oricare ar fi numarul natural x.

7. Restrange expresiile algebrice urmitoare, folosind formula a? 4 2ab + b% = (a + b)*:

a) 22 + 16z + 64; e)x2+1‘+1'
b) 812 + 18z + 1; 4
¢) 4922 + 112z + 64; £) 22 4+ 2p 4 &

d) 922 + 6z + 1; 3779

8. Restrange expresiile algebrice urmitoare, folosind formula a? — 2ab + b? = (a — b)2:

a) 16 — 8z + 22; c) 02—20a+91005 e) x2—5x+ij;
_ 2. 2 )

b) 100 — 40z + 4z, d) z —3x+1, f) 922 — 422 4 49.
9. Descompune, dupa model:
a) ot — 625; d) a® — 1 g) ? — 5;

2 _ 100 7 h) 2t —1;
c) y? — 16a?; f) 22 —2; . 4

' j) 162* — 1.

Model: 2% — 625 = 24 — 252 = (22)” — 25% = (22 — 25) (22 + 25) = (z — 5) (z + 5) (22 + 25).

10. Descompune in factori:

a) 4x — 4y + 22 — xy; d) 23 + 22 + mx + m; g) (4a+3)* — 4a — 3;
b) 5a%x + 2% + ax + ax?; e) bay + 10ay? + 6by + 12by?; h) 2% — 22 — 2 — 1;
¢) 2ay + 3ax — 6x — 4y; f) 22 4+ 102 + 25 — y?; i) ab® —ab — xb — 2.

11. Se consideri expresia algebricad E(z,y) = (22 + 2zy) (22 + 22y + 2y°) + y*. Dacid z +y = 3,
arata ca E(x,y) = 81.
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12. Descompune in factori:

a) 2% + 5z + 6; c) 2 — 5z + 6; e) x2 — x — 6; g) 2% — 3z — 10;

b) 22 + 6z + 8; d) 2% + Tz + 12; f) 22 + 22 — §; h) 22 — 2 — 2.

13. Se considers expresia algebrica E(z,y) = 222 + 102y — 62 — 30y, unde  si y sunt numere reale.
a) Arata ca E(x,y) = 2(x + by)(z — 3), oricare ar fi numerele reale z si y.

b) Daca = + 5y = 11 si E(x,y) = —44, determina numerele reale x si y.

14. Radu a cumparat 4 kg de mere si 2 kg de pere. Ana a cumparat 1 kg de mere si 3 kg de pere, la
aceleasi preturi la care a cumparat si Radu. Céati lei au cheltuit cei doi, impreuna, daca pentru 1 kg de
mere si 1 kg de pere au platit 7 lei?

15. Precizeaz coeficientul lui 22, coeficientul lui z si termenul liber pentru fiecare dintre urmitoarele

ecuatii:
a) 622 — 4x — 2 = 0; c) —z% +4=0;
b) 2% — 2 —2 = 0; d) 2?2 —x=0.
@ 16. Asociaza fiecarei ecuatii din prima linie multimea solutiilor din linia a doua.
> —x=0 422 —1=0 —2?+4=0 62%—4x—2=0 i —w— =]

e ) e e s )

17. Rezolva, in multimea numerelor reale, urmatoarele ecuatii:

a) 3x2 — 6z = 0; g) 22 — 50 = 0; m) 22 +4x +5=0;
b) 622 — 5z = 0; h) (z —2)2 -9 =0; n) 22 — 7x — 30 = 0;
c) —4z? + 24z = 0; i) (3—1x)%=169; 0) 2172 — 2 — 6 =0;
d) (z — 1)? = 0; i) a? —dr+4 =0 p) 222 — Tz + 3 = 0;
e) 3622 — 25 = 0; k) 22% — 162 + 32 = 0; r) 22 — 2z + 11 = 0.
f) 22% — 18 = 0; 1)3:2—1‘+i:0;

18. Suma patratelor a doua numere naturale impare consecutive
este 202. Determina cele doua numere.

19. Figura 6 reprezinta schita unui teren in forma de drept-
unghi. Pe suprafata colorata, care are forma de patrat, se construieste
o casa, iar pe suprafata ramasa se planteaza gazon. Stiind ca aria
intregului teren este 880 m? si ci litimea terenului plantat cu gazon
este cu 4 m mai mica decat latura patratului, determina lungimea
gardului care imprejmuieste terenul.

Figura 6 - Schita terenului

AUTOEVALUARE - In aceasti unitate de invitare: 1
Am inteles foarte bine ... Revezi lectiile si exercitiile notiunilor notate la culoarea galbend.
Imi este neclar .... Discutd cu un coleg/ o colegd sau cu profesorul despre ceea ce nu ai

inteles si ai completat la culoarea rosie.

Nu stiu sd .... / Nu am inteles ....
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6. Evaluare

Timp de lucru: 45 de minute
Din oficiu 10p

1. Pentru descompunerea in factori a expresiei algebrice 22 — 42y + 4y? folosesti formula:
A. a? — b B. a® —2ab+b?; C. a®+2ab+ b D. a? + b2 10p
Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect.

2. In ecuatia 322 — 22 — 1 termenul liber este:

A1, B. —1; C. 2 D. —2. op
Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect.
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3. Multimea solutiilor ecuatiei 22 — 4z + 3 = 0 este:

A {-1,3}; B. {1,3}; C. {1, — 3}; D. {—1,4}. 5p

Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect.

4. Descompune 1n factori urmatoarele expresii algebrice:

a) 3z — 3y; op
b) 22y + 2zy*; 5p
c) 22 + 6z + 9; 5p
d) 422 — 1. 5p
5. Calculeaza, folosind formule de calcul prescurtat:

a) 292 4 42 - 29 + 212; 5p
b) 253% — 1532. op
6. Descompune in factori:

a) 3x3y — 622y? + 323, op
b) a:y +z+y+1; op
c) z* — 16; op
d) 22 —y? — 22 — 4y — 3. op
7. Daca = + 3y = 15 si 22 + 32y + x + 3y = 60, determina numerele reale = si y. 10p

8. Intr-o zi Ana a mers la film cu parintii, cu bunica si cu fratele ei Mihai.
In altd zi a mers, la acelasi cinematograf, numai cu mama si cu fratele ei Mihai.
Daca un bilet de adult si un bilet de copil costa, Impreuna, 26 de lei, determina ce suma
a platit familia Anei pentru cele doua filme? 10p
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1. Precizati care dintre enunturile urmatoare sunt adevarate si care sunt false:

a) a® + 2ab + b* = (a + b)*;
b) a2 — 2ab — b? = (a—b)2;
¢) a2+ b2 = (a+b)%

d) am—i—bm—x(a—l—b)

e) 6x + 6y = 6(x +y);

f) 22 —4 = (z — 2)(z + 2);
g) a® —4da +4 = (a —2)*%;
h) a®?42a—1= (a—1)%

2. Scrie termenul care lipseste pentru a putea restrange sub forma (a + b)2 sau (a — b)2:

3. Descompune in factori:
a) 8x(2z — 1) — 6(2x — 1);

b) 3z + 1) —5z(3z +1) — 3z + 1);

4. Descompune 1n factori:

a) (x —2)% —9;

b) (2x +1)% — (2 +5)%
¢) 49a2 — (a — 5)%;

d) (4a; + 1)2 — (2z — 3)%
e) 81 — 49a’x?

f) 22 +2\fx+3

5. Descompune in factori:
a) 322 — 3z + ax — a;

b) z* + 2%y + ma? + my?;
c) m? —ax? -2z —1;

f) 942 — 36a ...;
g) 2% — 24z ...;
h) 922 + 25 ...;
i) 922 — 30z ..;

j) 25m? — 40m ... .

c) (x—1)2z+3) — (z—1)(bx —1);
d) 32v2(2x + 1) 4+ 5v/2(22 + 1) — 722/2(22 + 1).

3
g) Z—\/gfﬂ-i-l‘z%

2

h) “Z ta+1;
i) 0,01 — 22
j) 20 — 5a?.

d) ax — bz + ma — mb;
e) 6axr — 18ay + bax — 15ay.

6. a) Stiind ci pentru orice numar real a, avem a? > 0, aratd ci 2% — 42 + 10 > 6.
b) Se considers expresia algebrici F(z) = x? — 4z + 10, unde z este numar real. Determina cea mai

mica valoare pe care o poate avea E(z).

¢) Determina numarul real  pentru care se obtine cea mai mica valoare a lui E(z).

7. a) Determina cea mai mare valoare pe care o poate avea expresia —x2 + 2z + 2.
b) Determind numarul real = pentru care se obtine aceasta valoare.

8. Arata cd urmatoarele expresii algebrice nu depind de x:
a) E(z) = (1 —2x)* + 42(1 — 2z) + 422, unde = este numér real;
b) E(z) = (x +2)* = 2(z + 2)(z + 1) + (x + 1)%, unde z este numdr real.

9. Determina numerele reale pozitive x si y pentru care 22 + 4xy + 4y? = 25 si 22 — 6zy + 9y = 0.



10. Problema rezolvati: Determini numerele reale z si y pentru care 22 + y? — 42 — 6y + 13 = 0.
Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Stiu ci patratul oricarui numar real este pozitiv; a®> > 0. Mai stiu ca o suma
de numere pozitive este zero, daca si numai dacé fiecare termen este egal cu zero; a®> +b? =0 a =0
sib=0.

Observatiile de mai sus imi sugereaza ideea transformarii membrului stang intr-o suma de patrate.
x? si —4x se pot restrange in (a — b)2 daca ar mai avea un 4; il pot lua de la 13 (13 =4 +9). La fel,
y2 si —6y se pot restrange in (a — b)? dacd ar mai avea un 9; il pot lua de la 13 (13 = 4 +9).

Cum scriu: 22+ y2 —4dz —6y+13 =22 —do+4+y2 —6y+9 = (x —2)* + (y — 3)°
Pas 2. In urma acestei scrieri, relatia data se transforma in:
(z—2°+@y—-3°=0
Pas 3. Pentru ca ultima relatie sa fie adevarata, fiecare termen trebuie sa fie egal cu zero.
Obtinem (z —2)> =0si (y —3)> =0, deci z = 2 si y = 3.
11. Determina numerele reale x si y pentru care x2 + 4y? — 2z + 4y + 2 = 0.

12. Exercitiu rezolvat: Se considerd expresia algebrica E(z,y) = 22 + y? + 22 + 4y — 4, unde z si
y sunt numere reale.

a) Aratd ci expresia se poate scrie E(z,y) = (z 4+ a)® + (y +b)* — 9.
b) Daca E(z,y) = 0, arata ca x € [—4,2] si y € [-5,1].

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Trebuie identificat patratul unor sume sau al unor diferente. Din 22, 2z si
1 pot obtine (x + 1)?, iar din 42, 4y si 4 pot obtine (y & 2)%. Adun si scad 5, adic& 1 + 4.

Cum scriu: E(z,y) = 22+ 12+ 2044y —4 = 2?42z + 14+ +4y+4 —5—4 = (z + 1)° + (y + 2)* -9
Pas 2. Expresia s-a scris conform cerintei punctului a).
E(@y)=(x+1)°+(y+2)°>-9
Pas 3. Scriu ce inseamna ca E(x,y) = 0.
(E+1)2+(y+22-9=0=(z+1)°+(y+2?=9(1)
Pas 4. Stiu ca, intr-o suma de numere pozitive, oricare termen este mai mic sau egal cu suma.
Din (1) rezulti (x +1)* < 9si (y+2)* <9
Pas 5. Stiu cii daci 22 < a, cu a > 0, atunci Va2 < \/a, adicd |z| < /a, de unde —v/a < z < \/a.

Atunci (z+1)* <9 —3<2+1<3e —4<z<2 deci z € [-4,2].
(y+2)? <9 -3<y+2<3e -5<x<1,deciyel|-51]
13. Se considers expresia algebrica E(z,y) = 2% + y? 4+ 4z — 6y + 9, unde x si y sunt numere reale.

a) Aratd cil expresia se poate scrie E(z,y) = (x + a)? + (y 4+ b)? — 4.
b) Daca E(z,y) = 0, arata ca x € [-4,0] si y € [1,5].
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14. Energia cineticd a unui corp se calculeaza folosind formula E,. = 5 unde m este masa corpului,

kg - m?
iar v viteza acestuia. Unitatea standard de masura a energiei cinetice este Joule (J): 1 J =1 &

5
s

a) Daca un corp cu masa de 10 kg are initial viteza de 10 m/s, iar apoi viteza de 25 m/s, determina
cu cat a crescut energia cinetica a acestui corp.

b) Daca un corp cu masa m kg are initial viteza vg m/s, iar apoi viteza vg + Av m/s, unde vy si Av
sunt numere reale pozitive, scrie o formula care sa descrie cu cat a crescut energia cinetica a acestui corp.

c¢) Care este energia cinetica a unui camion mediu cu masa de 6000 kg care se deplaseaza cu viteza
de 50 km/h?

d) Care este energia cineticd a unui automobil cu masa de 3000 kg care se deplaseaza cu viteza de
50 km/h?

e) Care este energia cinetica a unui automobil cu masa de 3000 kg care se deplaseaza cu viteza de
100 km/h?

15. Stabiliti care dintre elementele multimii {—2, —1,0,1,2,3} este solutie pentru fiecare dintre
urmatoarele ecuatii:

a) ¥2 + 3z + 2 = 0; d) 22 +4=0;
b) 322 +4x — 7 =0; e) 3z — 152 = 0.
c) —x? —x+12 = 0;

16. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuatii:

a) ¥2 42z = 0; e) 2 + 14z + 24 = 0;
b) 222 — 8z = 0; f) —2? — 42 — 3 = 0;
c) —6x? +x = 0; g) —a? -2 +8=0;
d) 42% — 122 4+ 9 = 0; h) 22 + 3z +5=0.

17. Se considers ecuatia 22 + 3z + a = 0, cu necunoscuta x si @ un numar real.
a) Determina valoarea numarului real a, stiind cd —2 este solutie a ecuatiei.

b) Pentru a = 2 rezolva ecuatia in multimea numerelor reale.

18. Suma lungimilor catetelor unui triunghi dreptunghic este
egala cu 14 cm, iar aria triunghiului este egald cu 24 cm?. Determina
perimetrul triunghiului.

19. O barca, ca in imaginea din Figura 7, se deplaseaza pe
un rau, mergand de la localitatea A la localitatea B, apoi de la
localitatea B la localitatea A, in 4 ore, fara a face pauza. Determina
viteza barcii, stiind ca viteza apei este de 3 km/h si distanta dintre
cele doua localitati este de 10 km.

d
Indicatie: Timpul de deplasare se determind cu formula t = —,
v

Figura 7 - Barca pe rau

in care t este timpul, d este distanta, iar v este viteza.

20. Determina numarul natural n pentru care 1 +2+ ...+ (n — 1) +n = 1128.
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1. Fractii algebrice

Aminteste-ti!

g 1. Urmareste, cu atentie, exercitiile scrise pe tabla din Figura 1 si apoi raspunde, oral, la cerintele
ED urmatoare:

= a) Operatia pe care trebuie sa o efectueze cei doi copii la exercitiul 1 se numeste .... .

:Lé b) Dintre cei doi copii, cel care rezolva corect exercitiul 1 este .... . Justificd raspunsul dat.

- c¢) Dintre cei doi copii, cel care va rezolva mai repede exercitiul 2 este .... . Justifica raspunsul dat.

5 3
d) Care dintre scrierile urmatoare nu reprezinta o fractie? a) 3’ b) o Justifica raspunsul dat.

13
20

279 53-43

2) Simplifica fractia: z 2) Simplifica fractia: )
2021 47 - 43 ;f' i

/)

Figura 1 — Fractii

a
2. Completeaza spatiile punctate pentru a obtine afirmatii adevarate. Daca 7 este fractie, atunci a
a

b este raport, atunci a si b sunt numere ...., iar b este

si b sunt numere ...., iar b este diferit de .... . Daca
diferit de .... .

0 Important

e Numim fractie algebrica raportul dintre doua expresii algebrice.

3x 1 3a—1
Exemple: F(x) = ——; F(z,y) = s Fla) = ———.
P (z) 2?2 +1 (z.y) Tty (a) a?+a+1
e O fractie algebrica se poate amplifica cu un numar real nenul sau cu o expresie algebrica. Prin
amplificare, numaratorul si numitorul se inmultesc cu acel numar sau cu acea expresie algebrica.

 3x  5-3xz 15z
22+1  5(22+1) ba2+5’
D41 (242)(z+1) 2?4x+20+2  2?+3x+42
-2 (z+2)(x—2) 22 —4 o224
e O fractie algebrica se poate simplifica cu un numar real nenul sau cu o expresie algebrica. Prin
simplificare, numaratorul si numitorul se impart la acel numar sau la acea expresie algebrica.

Ezemple:

e Pentru simplificarea unei fractii algebrice este obligatorie descompunerea in factori a numaratorului
si a numitorului.

o

244z 44
Exemplu: Simplifica fractia algebrica w

|




Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Pentru a simplifica fractia descompunem in factori numaratorul si numi-
torul. La numarator recunosc patratul sumei, iar la numitor recunosc diferenta de patrate.
2?4z +4 (z+2)

C iu: =
B N ) [

Pas 2. Fractia se simplifica prin z + 2.

La numéritor, paranteza z + 2 apare de doud ori ((z +2)? = (2 4+ 2)(x + 2)). Prin simplificare
dispare un x + 2 si ramane un x + 2, de aceea vom ,taia” numai exponentul. La numitor ,taiem”
paranteza x + 2.

P24dr+4 (@+2f w42

22 —4 (24+2)(x—2) x—2
e Pentru a calcula valoarea numerica a unei fractii algebrice inlocuiesc literele cu numere si
efectuez calculele.

3r+1

Ezemplu: Calculeaza valoarea numerica a fractiei algebrice F(x) =
3-3+1 10

T 3-2 1

e Valoarea numerica a unei fractii algebrice nu se poate calcula pentru orice numar real.

3z +1

pentru x = 3.

Solutie: Avem F'(3) 10.

Ezemplu: Incercand sd calculezi valoarea numericd a fractiei algebrice F(x) =

Co 3-2+1 7 . )
vei obtine F(2) = 59 — 0’ iar o fractie sau un raport nu pot avea numitorul egal cu zero.
e Multimea numerelor reale pentru care se poate calcula valoarea numerica a unei fractii algebrice
se numeste multimea de definitie a fractiei algebrice (D).
e In general, multimea de definitie a unei fractii algebrice este multimea numerelor reale din care se

elimina solutiile ecuatiei ,NUMITORUL = 0".

pentru x = 2,

2271
© 3r+6

Ezemplu: Stabileste multimea de definitie a fractiei algebrice F(x)
Solutie:
Cum gandesc: Pas 1. Rezolv ecuatia ,NUMITORUL = 0".
Cum scriu: 3z +6=0=3z=—6|:3=2=-2
Pas 2. Scriu multimea de definitie a fractiei algebrice.

D =R\ {-2}

Exerseaza!

3. Multimea de definitie a fractiei algebrice 7 este:

T —
A.R; B. Z; C. R\ {1}; D. R\ {—1}. Scrie pe caiet litera corespunzatoare raspunsului corect.

este:

4. Multimea de definitie a fractiei algebrice

r +
A.R\{0}; B.R; C. R\ {0, — 4}; D. R\ {—4}. Scrie pe caiet litera corespunzatoare raspunsului corect.

5. Pentru z = 1 determina valoarea numerica a fiecareia dintre urmatoarele fractii algebrice:
) 3z —2 z+1 r—2
a .

) x2+z+1;c) 22 —2x—2
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6. Pentru x = —2 determina valoarea numerica a fiecareia dintre urmatoarele fractii algebrice:
a)3x52;b) 2:(;+1  ¢) 2x—2 .
¢ +x+1 x4 —2x —2
7. Distanta parcursa de un mobil care se deplaseaza cu viteza constanta v se determina cu formula
d = vt, unde t este timpul de deplasare. Cu ce viteza constanta se deplaseaza un mobil care parcurge
270 km n 3 ore?

X

8. Determina multimea de definitie pentru fiecare dintre urmatoarele fractii algebrice:
) 2¢ —1 ) —8 ) 6x +5 ) 6
a) ——; b) —; ¢ : .
20 + 4 z? z(r +1) 222 + 3

[0}
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9. Prin amplificare cu numarul real nenul z, fractia algebrica o unde x # —1, devine:
x

322 322 3z 322

A. : B. - C. : D.
x24+1’ 2+’ 24z’ x+1

. Scrie pe caiet litera corespunzatoare raspunsului corect.

3 2
10. Prin simplificarea fractiei algebrice Zi’ unde z # 0, se obtine:
x

3 3x 3x 3
A. 5; B. 2—; C. 7; D. 2% Scrie pe caiet litera corespunzatoare raspunsului corect.
T T

11. Amplifica cu numarul real x, x # 0, urmatoarele fractii algebrice:

1 5 r+4 23 +4r 41
a) ;; b) x+2,undex5£—2; c) $2+1;d) PR , unde x # 5.

2 x4+ 1 z(r+1) 22+

Model : = = .

oce 22+2 z@?+2) 23422

12. Scrie fractia algebrica rezultata in urma amplificarii (valorile lui x sunt cele din multimea de
definitie a fiecarei fractii algebrice):
3) 5 20) 6y o) g — 1 V3-z) x —z?) 3
V@ mord orr PN RS U
13. Simplificd urmatoarele fractii algebrice (valorile lui x, y si z sunt cele din multimea de definitie
a fiecarei fractii algebrice):

ax 18z 6xy 27xy3 2> x3 x+1 (x+2)(x—1) (z +3)?
a) —b) 55i¢) w5 5d) 55350 ; f) 55 8) ;h 5.
bx 24x 1522y 4522922 z(x—1) 4a(x +1) 3(z+2) 5z(x + 3)
14. Simplifica fractiile algebrice (valorile lui = sunt cele din multimea de definitie a fiecarei fractii
algebrice):
306 a?—-1  (z—-3)?%  3(*-1 a2 —4 5% + 522 | a? — 6z +9
W) Sy Tl U gy 3 ) N ;
dr — 8 x+1 x2 -9 9z(x + 1) 2?2 +4x+4" 7 10(2? - 1) x? — 4z +3
2 2 _ .
h)a: +5;1:42—6;i) Tt - 6.
(z 4 3) x? 4 2x — 15
2 — 10z + 25
15. Se considera fractia algebrica E(x) = &
’ a3 — 25z

a) Arata ca 2% — 252 = x(z — 5)(x + 5).

b) Determina multimea de definitie a fractiei algebrice E(x).
T —95

z(x +5)

d) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia E(x) =

c¢) Arata ca E(x) =
bt
z(x +5)




{ 2. Operatii cu fractii algebrice (adunarea si scaderea)

Aminteste-ti! &

1. Urmareste, cu atentie, exercitiile de pe tabla
din Figura 2 si completeaza, oral, textul de mai jos.

2 1
2. Calculeaza: a) % + = 30’ ;b)) — — i

=

o

3).. 7] :

Pentru a aduna sau scadea numere rationale scrise 3 3 T2 11 &

ca fractii ordinare trebuie sa le aducem .... . Pen- Z g ;2+ S 2. 3 = E i
' . o s A . | <

tru aceasta toti numitorii se descompun in puteri o
de numere prime. Numitorul comun este produsul ! 4) ) 5
. . . . I 2 3O 3 Sl 9 ©
factorilor .... si.... luati cu cel mai .... exponent la | | ————. = o]
care apar. Dupa determinarea numitorului comun, | 15 20 3 5 22 5.24 2
fiecare fractie se .... cu numarul potrivit. o
>

12 16
Figura 2 — Calcule

0 Important

e Adunarea (scaderea) a doua fractii algebrice care au acelasi numitor se efectueaza adunand (sca-
zénd) numaratorii si pastrand numitorul.

-3 2r—1 (r—-3)+Q2r—-1) x-3+2x-1 3zx—4

E l = — —
vemple: a) +2+x+2 T+ 2 T+ 2 x—|—2
b)2x—3 1?—17(21’—3)—($—1)72.%—3—1’4-171'—2

r+2 42 T+ 2 N T+ 2 42

e Daca fractiile algebrice nu au acelasi numitor, pentru adunare sau scadere, se aduc la acelasi
numitor prin amplificare sau simplificare.

-1 -2 —
Ezemple: Calculeaza a) 3 T3 —i— ° b) —9 2 j—6x3+9‘

-1 n T
390 +3 22-1
Cum gandesc: Pas 1. Pentru a efectua adunarea trebuie sa aduc fractiile la acelasi numitor.

Numitorul comun 1l determin prin descompunerea in factori a numitorilor. Pentru primul numitor scot
factor comun pe 3, iar pentru al doilea folosesc diferenta de patrate.

Solutie: a)

z—1 n x  x—1 n T
3r+3  22—1 3(@+1) (z+1)(z—1)
Pas 2. Numitorul comun este produsul factorilor comuni si necomuni luati cu cel mai mare exponent
la care apar. In cazul nostru numitorul comun este 3(z + 1)(z — 1). Prima fractie se amplifici cu = — 1,
iar a doua cu 3.
o= g1 +3) x B (z—1)*+ 3z
3(x+1) (x+1)(x—1) 3x+1)(z—1)

Cum scriu:

Pas 3. La numarator efectuez calculele. Numitorul 1l las sub forméa de produs.

(x—1)* + 3z _2? =204 143z ?+ar+1

3x+1)(z—1) 3@+1)(z—1) 3@+1)(z-1)
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T —2 r—3

b) 2-9 22462+9

Cum gandesc: Pas 1. Pentru a efectua scaderea trebuie sa aduc fractiile la acelasi numitor.
Numitorul comun il determin prin descompunerea in factori a numitorilor. Pentru primul numitor
folosesc diferenta de patrate, iar pentru al doilea numitor folosesc patratul sumei.

T —2 x—3 _ T —2 x—3
22—9 2246x+9 (z-3)(z+3) (x+3)°

Cum scriu:

Pas 2. Numitorul comun este produsul factorilor comuni si necomuni luati cu cel mai mare exponent
= c 2 ° . . v
la care apar. In cazul nostru numitorul comun este (x —3)(x + 3)°. Prima fractie se amplifica cu = + 3,
iar a doua cu x — 3.

7+3) x—2 v=3) g —3 _(x—2)(m+3)—(m—3)2

(x —3)(x +3) (+3)° (z-3)(x+3)’

Pas 3. La numarator efectuez calculele. Numitorul 1l las sub forméa de produs.

(. —2)(x +3)— (z—3)? _ @’ +3r 20— 6— (2 — 62 +9)

(z —3)(z +3)° (z —3)(z +3)°
43 —20—6-22462-9  Tw—15
(z — 3)(z + 3) (z - 3)(z +3)°
Exerseaza!
3
3. Pentru z apartindnd multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza: a) % + Ex;
r+1 x—4 z+1 x—-4 z+1 2¢x—-3 bz 4 5H+4+=z —bx z+1
b . _ . d . _ . f .
) 7 * 7 i ©) 7 7 ) 2 Ty +8’e)x+ xQ’)x+2+5(:L"+2)
N N o . " . o r+1 x
4. Pentru x apartindnd multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza: a) e T
x x
4z 5 7 1 4x x 5 7 x+1 3 x+3
b _ . = -d . _ _ .
)x2—1+:1:—1 x+17c)x2+x r o+1’ ):r2+4:r+w2—4ac’e)2x—2 x2—-1 2242
) 8 3z %4 2z )
f ;g) 1 — ; h - .
e g e LR e By Rl e

5. Pentru x apartindnd multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza:

) 3z T n 10 b) T ($+2 1 ) ) 1 (a:—2 JU—|—2>
a _ ) _ _ e _ _ )
242 x—2 22—-4""7 x+3 2-9 x-3)" 7 x+1 22—z x )’

4 4 22 x? x? ) x+3 x—3
— — ;e — .
2x 242 2r+4 2 —6x+9 22-9

6. Pentru x apartinand multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza:

a)

d)

r+1 T 202 + r—2 1—4x xr+1 T
+ ) ab) + 2 ’C) 2 ) ;
r—2 x4+3 x*+x—6 r—3 x*—>bxr+6 2 —4 x*—x—6
1—=z T r+1 T+ 2

x2+5w+6_:c2+3:13+2;e) 2 —x—-2 x2-1

d)




3. Operatii cu fractii algebrice
{ (inmultirea, impartirea, ridicarea la putere)

Aminteste-ti! &

1. Urmareste cu atentie exercitiile de pe tabla
din Figura 3 si completeaza, oral, textul de mai jos.

Pentru a inmulti doua numere rationale repre-
zentate prin fractii ordinare, mai intai efectuam even-
tualele .... . Pentru aceasta este de preferat ca toti
numaratorii si numitori sa fie .... in puteri de nu-
mere prime. Orice simplificare se face intre un ....
si un ... . Impértirea numerelor rationale scrise
ca fractii ordinare se transforma in .... intre prima
fractie si .... celei de-a doua.
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2. Calculeaza: a) — =
25 15 Figura 8 — Calcule

0 Important

e La Inmultirea a doua fractii algebrice se inmultesc numaratorii intre ei si numitorii intre ei.

b)

e [nainte de Tnmultire, se recomanda efectuarea tuturor simplificarilor posibile. Orice simplificare
se face intre un factor de la numarator si un factor de la numitor.

e Pentru simplificare, toti numaratorii si toti numitorii se descompun in factori.

—4 2 =9
r+3 22—4dx+47

Exemplu: Calculeazad: unde x # —3 si x #* 2.

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Se recomanda, mai intai, efectuarea tuturor simplificarilor posibile. Pentru
aceasta trebuie sa descompun toti numaratorii si toti numitorii.

Pentru primul numarator scot factor comun pe 2.

Primul numitor nu se mai descompune. Pentru al doilea numarator folosesc diferenta de patrate,
iar pentru al doilea numitor folosesc patratul diferentei.
20 -4 22-9  2(x-2) (z-3)(z+3)
r+3 22—4r+4 z+3 (z —2)

Cum scriu:

Pas 2. Se simplifica * — 2 de la primul numarator cu un = — 2 de la al doilea numitor (fiind la
puterea a doua sunt doi factori egali cu z — 2).

Se simplifica, de asemenea, = + 3 de la primul numitor cu x + 3 de la al doilea numarator.

Acum Inmultesc numaratorii ramasi intre ei si numitorii ramasi intre ei.

2—2] (z—-3)z+3) 2(z—3)

T3 (x — 2)% x —2
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e Impartirea a doua fractii algebrice se transforma in Inmultire intre prima fractie si inversa celei
de-a doua.
20 —4 2 —4dz+4
r+3 x2-9

Exemplu: Calculeaza: , unde x # —3, v # 2 si x # 3.

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Impirtirea se transforms in inmultire intre prima fractie si inversa celei
de-a doua fractii.
2:1:—4_;1;2—41:—1—4_21'—4 2 -9
r+3 22-9  z+3 a2—4dr+4

Cum scriu:
Pas 2. Acum procedez ca la Inmultire. Descompun in factori toti numaratorii si numitorii in
vederea eventualelor simplificari.

20 -4 2°-9  2(xz-2) (z-3)(z+3)
r+3 r2—4dxr+4  x+3 (z —2)?

Pas 3. Efectuez simplificarile si apoi inmultesc numaratorii ramasi intre ei si numitorii ramasi ntre
ei.

2p—2] (¢-3)Tr+3) _ 2z -3)

T3 (z —2)% z—2

e O fractie algebrica se ridica la o putere ridicand la acea putere atat numaratorul cat si numitorul.

2 2
Exemplu: Calculeaza (x) , unde © # —2.
x+2

2 92 2 4 2
Solutie: (x) = (22) 5 = x .
’ T+ 2 (x +2) x2 +4x + 4

e Respectarea semnificatiei parantezelor si ordinea efectuarii operatiilor de la numere reale se aplica
si pentru fractiile sau expresiile algebrice.

1 T 2$—4>.£C3

. : nde x este numar real
a:—|-1+a:—2 z—1 21" uma ’

Ezemplu: Se considera expresia E(x) = (
x#£ -1, x#1, x#2six#3.

222 +3x — 1
Aratd ca E(z) = e
r—3

Solutie:

E(x)—( 1 x 2x—4>.$—3 < 1 T .2M)'x—3

a2 -1

x+1+x—2.$—1 "Z2—1 a:+1+;r/—/? x—1

:17+1+ r—1 -

=1 1 ) 22 \ -3 az—-1+2z(z+1) -3 z-1+222+22 -3
B 22—-1 (z—-D(@+1) "22-1  (r—-D(x+1) "22-1

2% +32—-1 z-3  22%43zx-1 2?-1  22243zx-1 (e2—TJ(z+1) 222+43z-1
C(z-DE@+1) 22-1 (z-D(x+1) -3 (z2—T) (@1 r—3 - x-3



Exerseaza!

3. Pentru z si y apartinand multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza urmatoarele
inmultiri:
2z 9 3 622 14 2 33a? 8 10z%y® 6
a) = —ib) T ) S d) — s ) g
3y 8z 10z 15zy2 22ar 5w

Try 5a’ Sry  4dr 2y?

4. Pentru x, y, a si b apartindnd multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza urmatoa-
rele Tmpartiri:
1 5 r+1 2x+2
—:—:b : ; : ; — ==
Vs @ e Y w  1a V105
5. Pentru z si y apartindnd multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza:
3z — 6y x?—4y? b) 20 -6 Sx(r —2) ) r? — 27 872 — 16x
: ; . e : ;
(z — 2y)* 9z ' 22 —5x+6 dr 7 2?2 44x+47 Sr+10 7
3z+2 bzt 15z ) 4% + 2z 4x? 1z -7
. : ;e e .
22 922 -4 3x-2" 7 422-1 " 7 5x
6. Pentru z si y apartindnd multimii de definitie a fiecirei fractii algebrice, efectueaza urmatoarele
ridicari la putere:

9 () (5)0 ()0 () 0 (23)

7. Pentru x, y si z apartindnd multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza:

2 () (5) ()" () ()’
y y x yz Y2z Y3z

b 221 [ 3a? 3. z! 2. d) (3}—}—1)2::172—1'

(o) () v

8. Pentru x apartinand multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza, respectand ordinea
operatiilor si semnificatia parantezelor:

15xy223 ] 20:1:2y22_ 3 6 9 ) ry? xy
xy+a?  y2 4oy

e-[||A & Bsejd nijuad [enuejn — BoeWIRA

d)

22 22 g2 'xz' d)( 1 L 2z )'<12x—3>‘
A lg -3 +7) 7 3_2¢ 42-9) " 22+3)
b 22 -1 x+3 a? e) 11x—7‘< z 2 _x—1>'
) x2+x+ r | 2_1 z—5 \x—-5 22-25 z+5)
c)( L1 >: 12 ) ) 2 —4 x—2_x2—3+x—|—2
x—3 x+3) a?-06x+9 24dz+4 \z-3 22-9  2z+3)

1
9. Se considera expresia algebrica FE(x) = ( ’ T~ Tt ) (2% — ), unde z # 0 si @ # 1. Arata
x — x

ca E(a) = E(b), pentru orice a si b din multimea de definitie a expresiei algebrice.

O 4a?—49 22Tz
4z +2r 449 2z 47

7 7
10. Se considera expresia algebrica F(z) , unde x # 5 ¥ #0,x # 3

1 7 7
Arata ca E(x) = —, pentru orice numar real x, x # —5 2 #0, v # 7
T




>

1 1 1
11. Se considera expresia algebrica E(x) = ( 1 + 1 > Sl unde x # —1 si © # 1. Arata
x —x) x?-—

ca E (x) este un numar intreg, pentru orice numar real z, x # —1 si z # 1.
x3 — 42? — 52 + 20

3
z° — dx
a) Determina multimea de definitie D, a fractiei algebrice;

12. Se considera expresia algebrica E(x) =

r—4
b) Arata ca expresia E (z) = — pentru oricce x € D;

c¢) Calculeaza FE <\/§),

d) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia E(x) =z — 4.
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PROIECT — Modelare matematica in 3D

e Ce veti face? Sugestii
Realizarea unor obiecte tridimensionale virtu- e Organizati-va in grupuri de 3-4 colegi si stabili-
ale, prin modelarea unor fractii algebrice. ti-va rolurile.

e Folositi imagini si informatii relevante pentru

o a prezenta toate obiectivele turistice.
Cu scopul de a observa cum va ajuta matema- Model: Movila 3D
tica sa reprezentati diverse fenomene pe care le in- odel oviia
talniti in realitate. Movila poate fi reprezentata prin expresia alge-
. brica
e Cum veti face? 22 — 100

M(zy) = 125

e De ce veti face?

d —10,10) si —5,5).
> Intrati pe www.wolframalpha.com. Scrieti yunde € (—10,10) siy € (=5,5)

in caseta principala o expresie algebrica dependenta
de doua litere si apoi apasati Enter.

> Studiati reprezentarea 3D pe care ati obti-
nut-o.

> Cautati cel putin trei reprezentari, scrieti
expresiile lor algebrice si oferiti o interpretare a aces-
tor reprezentari (ce ar putea fi in realitate).
e Cum veti sti ca ati reusit?
Veti prezenta proiectul vostru, iar colegii din ce-
lelalte grupe vor face aprecieri si sugestii.
e Ce se evalueaza?

> utilizarea fractiilor algebrice pentru a obtine
o reprezentare 3D;

> participarea tuturor membrilor grupului la
cautarea informatiilor;

> forma atractiva a desenelor / imaginilor
utilizate;

Sugestii:

e Prezentati proiectul Intr-un mod inedit.

e Stabiliti, impreuna cu profesorul, un proiect
castigator.

> prezentarea clara a proiectului.




4. Recapitulare

T —

1. Prin amplificare cu 2z, fractia devine:
x
'fc—21; B, 2x2—1; o. 2x2—2x; D 23:24—2:1:.
2z 212 212 212
Scrie, pe caiet, litera corespunzatoare raspunsului corect.
52 + 2
2. Dupa simplificare, fractia %, unde x # 0 devine:
x
1+2 2 7 5 2
A. + x; B.x+ ; C. - D. i .
T x2 5 5x2

Scrie, pe caiet, litera corespunzatoare raspunsului corect.
3. Pentru z, t si z apartindnd multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, amplifica cu z — 1
urmatoarele fractii:
1 3 z—1 249 r—4
a) —; b) ——; ) —i Q) E*re. e) :
x z+1 T+ 2 20 — 3 T+95
4. Pentru zx, t si z apartindnd multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, simplifica fractiile
urmatoare:

)235"‘89_ 32% — 2z at + 323 + 227 ) r+2

4t+627 C) .'173 ’ e) $6+5$5+4CE4’ $2+4$+47

b) 2x2+83:. 53 — 22 22 —2r+1 h) 2—-9
423 + 62" )x5+4x3’ 2 21 2 +6r+9’

. ozl
5. Valoarea numerica a fractiei 5 pentru z = 1 este:
x

L2 2 -1 2.
A2 B2 C. —1; D. -2

Scrie, pe caiet, litera corespunzatoare raspunsului corect.

6. Determina valoarea numerica a urmatoarelor fractii algebrice pentru valorile specificate:

z+1 . 2—62-9
a)x_2pentrux:0$1ac:—1; c)%pen‘cmzzlsiz:—z
2
1
b) y_giy_{_pentruy:2$iy:—l;
y° —1

7. Daca un mobil se deplaseaza cu viteza constanta v, timpul cat dureaza deplasarea se determina
cu formula ¢t = —, unde d este distanta parcursa. In cit timp parcurge un mobil distanta de 540 km,
v

daca se deplaseaza cu 90 km/h?

8. Determina multimea de definitie a urmatoarelor fractii algebrice:

1 X 2_1 T
. ¢) . y -1 :
a)x—l’ ):n2+2 e) yZ— 4 &) 22 — 62— 7’
b)y+2. d) -1 ¢ ab +16a® + 64 h) z—3
y_3’ 2+ ) i —da 1 22+ 4z — 21
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9. Pentru x apartinand multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza:

I

r—1 3x+42 z+2 x-1 2 2 _
a) + == f) TR ) r”+5x da”—dx 41
r+1 x+1 r+1 x+2 % 4+ 10x + 25 202 — 1
-1 -2 7 ) 1
b)x ’ ; g) v ors ; T r—2
T r+1 6xr+4 152410 1) + ;
2 +8r+7 22-1
20 —1 3z -2 1 1
233 213 b) ¥1 (-1 P v
xr X X X — m — .
22+ 62 —27 22 -—81
d)az—3_a7—1' N T—=3 T+2
x z+1 l)a:—Q_x—3’
e) 3z +2$+1; j)x2+2x+1+ a?—4
5 + 10  4x + 8 22— 1 22+ 4x + 4’
10. Pentru x apartindnd multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza:
a)x+3 T )x2+3z+2 a? + 5z + 4
. 5 e . .
x x—2 24+ 7r+12 224+52+6’
b)$+1: z ) 2? —8x+16 3z —12
z-1 z-1 1622 — 8z +1 12z — 3’
2
) 2x+4'9962—69«"+1; )2x—10'2x2—20x+50
3z —1 z?2+4x+4 8 3r16 0 2+22

) 42 — 20z +25 2527 — 4
2522 — 200 +4 422 — 25’
11. Pentru x apartindnd multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza:

1 1 1Y 1 1 42? — 25
a) + =) d) + : ;
20+1 2z-—-1 dx r+2 x+3) 224+6x+9
b 1 (1 4. 22 +4x+4 x?—4 2?2 —dx+4
) It oz ) ) + :
3r—2 3r+2 922 — 4 € 22— 4 2 —dr+4) 2rdr+ 4
)< 1 1 > 22 +4x+4
c - . ;
r+1 x+2 x2—4

12 1\ (2245046)° 1
12. Se considera expresia algebrica E(x) = <( n 2) - < - 3> > . (x 4+ +x1—(i]_ ot
x x x xr—

unde x este numar real, © # —3, x # 50 ¥ #+ —2six# 3

5 5 )
a) Arata ca E(z) = S0 8.2 pentru orice z numar real, v # —3, x # 5 ¥ #—2sia# 7
5 5 1
b) Rezolva in multimea R\ {—3, —5 = 2, 2} ecuatia E(x) = 51 on
< . 5 5 . .
¢) Rezolva in multimea R\ { —3, — 20~ 2, 5 inecuatia E(x) > 0.
AUTOEVALUARE - In aceasti unitate de invitare: 1

Am inteles foarte bine ... Revezi lectiile si exercitiile notiunilor notate la culoarea galbend.

Imi este neclar .... Discutd cu un coleg/ o colegd sau cu profesorul despre ceea ce nu ai
inteles si ai completat la culoarea rosie.

Nu stiu sd .... / Nu am inteles ....




5. Evaluare

Timp de lucru: 45 de minute
Din oficiu 10p

-2
1. Amplificata cu z # 0, fractia 272 devine: ap
ot 41
x2 =2 x2 — 2 x2 — 2 x? — 2
A. ; —_—; . ; —_
22 +1 22 +1 w3+ 341
24 ox
2. Dupa simplificare, fractia —; 1 devine: op
$ p—
x x x x
Al —; B. —=; C. —; . .
2’ 2’ 2 —4’ x—2
-3
3. Valoarea numerica a fractiei algebrice F(z) = ;j, pentru x = —1, este egala cu: 5p
x
A 1 B. 1; C. 2; D. -2
2
4. Efectueaza:
) ! + : 5
a :
r—1 z+1’ P
1 1
b - 5
) 23 43 r
T 20 — 2
S22 A 5
c) r—1 z2 7 P
2 4 8
d) vt : 1:43— . 5p
x x
5. Efect “(1+1)x2 de x est irveal, 7 £ —1, 3 4 — - siw £ 0 10
. Efectueaza | — : unde = este numar real, © # —1, z # —— si z # 0.
v z+1) 2wt ! ’ 2 b
~3
6. Stabileste multimea de definitie a fractiei algebrice F'(x) = S — 15p
’ ’ ’ ’ x? —br — 14
7. Se considers ia algebrici E(z) ( - +1> (1 1)2(1)_1
. Se considera expresia algebrica F(z) = (| 54———— 1= :
P & 22 +4x +4 T+ 2 x+1) 7
unde x este numar real, r # —2, x # —1.
a) Arata ca E(z) = x + 4, pentru orice .... . 5p
b) Rezolva, in multimea numerelor reale, ecuatia E(z) = 2; 5p
c¢) Determina numerele naturale n pentru care n - E(n) = 12. 5p

8. Un teren in forma de dreptunghi are aria egali cu 288 m?.
Determina lungimea gardului care Inconjoara terenul, stiind ca lungimea terenului este
cu 12 m mai mare decat latimea sa. 15p
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6. Exersezi si progresezi

$2—

1. Valoarea numerica a fractiei algebrice

A 1; B. 2; C. —1; D. —-2.
Scrie pe caiet litera corespunzatoare raspunsului corect.

pentru x = 2 este egala cu:

1 .
r—2 x+2
A R\ {-2,2}; B.R\{-2,0,2}; C. R\ {-2}; D. R\ {0,2}.
Scrie pe caiet litera corespunzatoare raspunsului corect.

2. Multimea de definitie a expresiei algebrice E(z) = este:

3. Pentru x apartindnd multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza:
2) z? 323 T 22— 1 ) 322 22— 36 2 ) 373

. b - T d : .
r+1 @t oy g T ) oxe o eyl B e

4. Pentru z si y apartinand multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza:

)5x+10 2% — 6z +8 Q) z?—4 22 —25 x+45
a . . . . .
22 -4 22 -8z +16’ 22 —Tx+10 3x+6 9 ’
b):c2—25 5—x ) 2?4+ 2c -3 2?+3z—10
: ; e : .
9—y2 y—3 224+ Te+12 22 -9+ 14
) 2+ +r+1 4
c . ;
2x + 2 2+ 1’
5. Pentru x apartindnd multimii de definitie a fiecarei fractii algebrice, efectueaza:
a)< 4 4 > x? + 8z 416 C)(l—m+m+1_:z—1> x? + 3z
4—x 44z 22 —-16 2+ x x+1) 2z-—4"
1 1 1 z—3 T r+1 10z 46
b - == d - : .
)(Qx—6+x—3 2> x2 — 25’ )<x—3 :L'—i—?)) 22 —4x +3
6. S ders ia algebrics B(x) <a: x+15x> x? d .
. Se considera expresia algebrica E(z) = — : —x |, unde x este
P & x+3 x—-3 22-9 xr—3 ’
numar real, z # —3, x # 0, z # 3.
3
a) Arata ca F(zr) = —— pentru orice numar real z .... .
z+3
b) Determina numerele intregi pentru care E(n) este numar intreg.
2 243 21
7. Se considera expresia algebrica F(z) = (wQ 1T _3;2—:_ p— 1) : ; R unde = este numar

real, z # —1, x # 1.

1
a) Arata ca E(x) = vt

( ek pentru orice numar real, x # —1, x # 1.
x —

1
<0
E(x) —
8. Determina multimea de definitie pentru fiecare fractie algebrica si apoi rezolva in multimea nu-

merelor reale ecuatia:

1 T 3r—1 230—1—1_13 xr—3 a:—2_

— 9 b _ 2 _
a) o stos ¥ ) e 1 31 6 e

b) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia

6.




\

¥ -f:f*"i""’

3 1

A/." e B \ g & f‘?/ 2l '
NTC f> M g

AUEE o

)T N/ o T2 T [ v o4 E~
& !,ij T e “ony S *m;g Lt N 2] - ¥ 2= M/}

__}_ >(')< ZL‘/ p,.,\‘z}"&\} A4 s {~,’ b ‘1 1 Z i . N V‘ =’ Aﬂ,\,ﬁ; 'JL
—~ = | 5 /2) % : A,,"‘ \ N % E
o, e o o | E=m

C

5@5+€’* %w N

‘L%m \
o CaZ
“&




1. Functii definite pe multimi finite, exprimate cu ajutorul unor
diagrame, tabele, formule

VI

Observa si descopera!

1. In Figura 1 este o parte din tabelul pe care un fost diriginte de clasa a VIII-a trebuie sa il
prezinte conducerii scolii. In tabel sunt trecute numele fostilor elevi de clasa a VIII-a si numele liceelor
din Bucuresti la care acestia au fost admisi in urma repartitiei computerizate.

a) Ce contine coloana a doua?
b) Ce contine coloana a treia?

c¢) Poti explica modul in care s-a realizat asocierea dintre un elev si un liceu?
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d) Este posibil ca unui elev sa 1i asociem doua licee diferite?

e) Este posibil ca mai multor elevi sa le asociem acelasi liceu?
Tabelul din Figura 1 reprezinta o functie.

Nr. crt. | Numele si prenumele Liceul
1 Andrei Dan Colegiul Economic ,,Hermes”
2 Barbu Ana Colegiul National ,I. L. Caragiale”
3 Calin Andreea Colegiul National ,Matei Basarab”
4 Constantin Ion Colegiul National ,,Gheorghe Sincai”
5 Enescu Paul Colegiul National ,Iulia Hasdeu”
6 Gheorghe Radu Colegiul National ,,Gheorghe Sincai”
7 Tonescu Anca Colegiul National ,Mihai Viteazul”
8 Tonescu Catalin Liceul teoretic ,,Jon Barbu”

Figura 1 — Tabel nominal cu situatia absolventilor clasei a VIII-a

0 Important

e Functia este un triplet (A, B, f) format din doud multimi nevide A si B si o lege de corespondenta
f prin care fiecarui element din multimea A i se asociaza un element si numai unul din multimea B.

e Multimea A se numeste domeniul de definitie al functiei. Elementele multimii A se noteaza,
de regula, cu x.

Exemplu: In exemplul de mai sus, domeniul de definitie este multimea elevilor din clasa a VIII-a.
e Multimea B se numeste multimea in care functia ia valori. Elementele multimii B se noteaza,

de regula, cu y.

Exemplu: In exemplul de mai sus multimea in care functia ia valori este multimea liceelor din
Bucuresti.

e f se numeste lege de corespondenta. Faptul ca, prin legea de corespondenta f, unui element
x € A i se asociaza elementul y € B se scrie f(z) = y si se citeste f de z este egal cu y.

Ezemplu: In exemplul de mai sus legea de corespondentd este repartitia computerizatd, pe baza mediilor
de admitere. Putem scrie, de exemplu, f (Andrei Dan) = Colegiul Economic ,,Hermes”.




e Notam f: A— B, f(x) = v.

Citim: Functia f definita pe multimea A cu valori in multimea B, prin f de z este egal cu y.

0 e O functie poate fi definita prin:

Diagrama

Tabel

Formula

Domeniul de  definitie  si
multimea 1n care functia ia
valori sunt reprezentate prin di-
agrame, iar cu ajutorul sagetilor
sunt evidentiate elementele co-
respunzatoare fiecarui element
din domeniul de definitie, prin
legea de corespondenta f.

Pe prima linie a unui tabel se
scriu toate elementele din dome-
niul de definitie. Pe linia a doua,
sub fiecare element din dome-
niul de definitie se scrie elemen-
tul corespunzator, prin legea de
corespondenta f, din multimea
in care functia ia valori.

Printr-o formula este descrisa le-
gea de corespondenta prin care
unui element x din domeniul de
definitie i se asociaza un element
din multimea In care functia ia
valori. (In acest exemplu, lui =
i se asociaza patratul sau.)

A B
0
9
| ] 4
<~
< 16
1

e Numim functie numerica o functie in care domeniul de definitie si multimea in care functia ia

0 1 2 3
f@) |0 1 4 9

valori sunt multimi de numere reale.

f:40,1,2,3} - {0,1,4,9,16}
f(z) = 2?

Ezemplu: Functia f:{0,1,2,3} = {0,1,4,9,16}, f(x) = 2% este o functie numericd.

Exerseaza!

2. Scrie, unul dupa altul, primele cinci numere naturale care se obtin dupa regula:
a) locul pe care il ocupa in scriere inmultit cu 5;
b) f(n) = 3n — 2, unde n reprezinta locul pe care numarul il ocupa in scriere;
¢) f(n) =3n+ 2, unde n este un numar natural, n > 10.

3. Descopera legea de corespondenta si scrie, pe caiet, valorile numerelor a si b in fiecare caz:

gL 246 8 10 b )2 1 2 3 4 5 b .. 10
flz)y|4 6 8 10 a 100 “ @) 2 5 10 17 26 37 . a
& 12 3 45 b z [1 2 3 4 5 .. b
f(z 7 10 13 100 d) 1 1 1 1 1
) fle) | = = a ..

4. Daca n reprezinta locul pe care il ocupa un numar, intr-o insiruire, scrie numerele de pe locurile

3, 5 si 10 descrise de fiecare dintre urmatoarele reguli:
a) f(n) =2n+1;b) g(n) =n%—1;¢) h(n) = 3n+5.

5. Intr-un sir de numere, primii doi termeni sunt 1 si 1. Incepand cu al treilea termen, fiecare termen
este suma dintre cei doi termeni aflati Inaintea lui. Scrie urmatorii patru termeni ai acestui sir de numere.

6 12 20 9900

(Sirul lui Fibonacci. Cauta pe Internet informatii despre Fibonacci si sirul sau!)
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VI

6. Care dintre urmatoarele diagrame reprezinta o functie? Explica de ce celelalte diagrame nu

reprezinta o functie.

a) b) c)
| N
[ —

—+
=

P

7. Pentru urmatoarele dependente functionale, stabileste domeniul de definitie, multimea in care ia

valori si legea de corespondenta:

z |0 1 2 3
Y @1 2 3 4

ot |4 9 16
fx) |16 81 256

¢) xz | Ana Radu Ionut Bogdan
f(z)| 3 4 5 6

x Vrancea Timis Dolj Prahova

z |H Na Ca O Al

f(x)
o) T ‘Fran‘ga Germania Italia Spania
f@) |
T Lungime Masa Timp Intensitatea
curentului
d) electric

5 6 7 8

fz) |10 12 14 16
Ry 36 49 64
f(z)y| 6 7 8

8. Completeaza tabelele dupa regula scrisa in dreptul lor (poti folosi Internetul):

Resedinta judetului

Valenta elementului

Capitala statului

Temperatura

Unitatea de masura in SI

f@) |



9. Realizeaza corespondentele pentru urmatoarele diagrame din Figurile 1 - 4, unde f : A — B este
data de formula: a) f(z) = . b) f(xz) =8 —x.

2 Y
& A B A B

2 a) b)

2

4

6

8

10

12

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

10. Diagrama din Figura 5 reprezinta o functie f : A — B 7 A B

Daca DA, scrie legea de corespondenta pentru aceasta functie sub
forma de formula.

11. Consideram functia P : {2,3,5,8,9} — R care asociaza -
fiecarui element = € {2,3,5,8,9} perimetrul triunghiului echilateral
de latura x. a) Prezinta aceasta functie cu ajutorul unei formule.

b) Prezinta aceastd functie sub forma de tabel.
12. Care dintre exemplele urmatoare reprezinta o functie?

Justifica raspunsul dat. 3 Figura 5

a‘) f:{_1a17274}_>{1737476}7 f(x):l’+27 b) fiR%R, f(l’):m

13. In programarea pe calculator, in realizarea algoritmilor pentru diferite aplicatii, unul dintre cele
mai importante aspecte este eficienta algoritmului, adica rapiditatea cu care acesta poate realiza diferite
operatiuni. Eficienta depinde si de numarul operatiilor pe care le are de efectuat calculatorul. Pentru
a ilustra aceasta idee, ne vom rezuma la cazul simplu in care calculatorul trebuie sa afiseze, pentru un
anumit numar z citit de la tastatura, valoarea numerica a functiei f : R — R f(z) = 22 + 4z + 3 pentru
acel numar. R

Exemplu: Calculatorul ar putea proceda astfel: calculeaza x 2 22 si memoreaza 22, apoi calculeaza
A 4 si memoreaza 4z, aduna cele dous rezultate memorate anterior 22 4 4z, dupa care efectueaza
operatia z? 4 4x 32 4 4r 4+ 3. Tn total, calculatorul a efectuat 6 operatii elementare (includem si
memorarea rezultatelor).

Daca privim 22 + 42 + 3 = (x + 1)(z + 3), atunci calculatorul poate proceda si astfel: calculeazs
si memoreaza x NS 1, apoi calculeaza si memoreaza x 3 o+ 3, dupa care efectueaza produsul
rezultatelor memorate si obtine 22 + 4x + 3. Avem, in acest caz, doar 5 operatii elementare.

a) Determina céte operatii elementare va efectua calculatorul daca vom privi 22 +4z+3 = (z+2)2—1.

b) Giseste cea mai eficientd metoda de a calcula 22 + 5x + 6, 22 + 9z + 14 si 222 + 10z + 8.

c¢) Transcrie pe caiet si completeaza spatiile punctate pentru urmatoarele scheme (prin ,,1/”, intelegem
inversul numarului):

. . < 1 "2 1 —1
i) Pentru orice numar real z, x # —1: z 5 ... —5 . A N
. . < 2 3 "2 1 1
ii) Pentru orice numar real x, x # —5i T O N o = N
. 9 2 1 2 2a? —|—8x+9
iii) Pentru orice numar real z, z # —2: ... > ... Ny —/> o —
x4 +4r+4
: . < 1 -3 +1 1/ +2
iv) Pentru orice numar real z, z # —gi B N 1D W - N

A P 4. < . . . s
d) Observand ca scrierea — ilustreaza functia f (a:) = 4z, pentru orice xz € R, scrie func‘pule ilustrate

. -2 . . +3
de scrierea —> S1 scrierea —.
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2. Graficul unei functii, reprezentarea geometrica a graficului unor
functii numerice

VI

Observa si descopera!

5
?‘g 1. Profesorul de matematics tocmai a adus rezultatele ultimului test. In caietul siu de observatii
5 apare tabelul urmétor. Se poate defini o functie de la multimea notelor la multimea numerelor naturale?
£
g Nota‘2345678910

Nr.elevi|0 1 2 4 8 9 7 5 2

2. De la multimea notelor la multimea numerelor naturale, putem definim o functie prin legea de
corespondenta: ,fiecirei note 1i corespunde numarul de elevi care au obtinut nota respectiva”.

a) Scrie perechile de forma: (nota, numar de elevi).

b) Formeaza, cu aceste perechi, o multime.

0 Important

e Graficul unei functii (Gy) este multimea tuturor perechilor de forma (z,f(x)), unde x este
element al domeniului de definitie, iar f(z) este elementul, din multimea in care functia ia valori,
corespunzator lui x prin functia f.

Gy ={(z,f(z))| z € A}, unde A este domeniul de definitie al functiei.

Exemple: 1. Pentru functia de la ,,Observad si descopera”, graficul functiei este multimea
Gr=1{(20),(31),(42),(54),(6,8),(7,9),(8,7),(9,5),(10,2)}.

2. Pentru functia f : {0,1,2,3} — {0,1,4,9,16}, f(x) = 22 graficul functiei este multimea
Gr=1{(0,0),(1,1),(2,4),(3,9)}. &

y

e Graficul unei functii numerice este o multime de perechi de u
numere reale. —

e Orice pereche de numere reale se reprezinta intr-un sistem de .
axe ortogonale. ol 1

Ezemplu: Perechii (2, — 3) i corespunde punctul P(2, — 3) re- 1+
prezentat in figura alatuwrata. L L L {,.P E

Numdarul 2 este abscisa punctului P, iar numarul —3 este ordo- @ 1)
nata punctului P.

o e Reprezentarea geometrica a graficului unei functii numerice inseamna reprezentarea intr-
un sistem de axe ortogonale a tuturor perechilor din multimea G (graficul functiei).

Ezemplu: Reprezintd geometric graficul functiei f : {—1,0,1,2} — R, f(z) = 22.



Cum gandesc: Pas 1. Determin graficul functiei calculand valorile functie pentru numerele —1,
0, 1si2.

Cum scriu: f(—1)=(=1)> =1, f(0)=02=0, f(1) =12 =1, f(2) =22 = 4.

Pas 2. Scriu multimea G (graficul functiei).

Gy = {(=1,1),(0,0),(1,1),(2,4)}

Pas 3. In locul multimii Gy puteam construi un tabel. Fiecare pereche se citeste pe verticala:
,inus unu, unu”; ,zero, zero”; ,unu, unu” si ,doi, patru”.

-1 01 2
f(:v):xz‘l 0 1 4

Pas 4. Reprezint in sistemul de axe ortogonale toate cele 4 perechi de numere din multimea G
sau din tabel si astfel obtin reprezentarea geometrica a graficului functiei.

» )

2,4

(0,0)

Exerseaza!

3. Stiind ca diagrama din Figura 6 reprezinta o functie, scrie multimea G (graficul functiei).

S A

f B
i
M

Figura 6

4. Scrie multimea Gy pentru urmatoarele functii:
a)f:{—1,0,1,2}—>Z,f(x)=33—2; C)f
f

:{-2, —-1,0,1,2} = R, f(z) = 22 — 3;
b) f:{-1,0,1} = R, f(z) =2 - 2; d) f:{-2

,—1,0,1,2,3,4} = Z, f(z) = —a+1.
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5. Daca domeniul de definitie al unei functii are 7 elemente, cate elemente are graficul acestei functii?
Justifica raspunsul dat.

6. Se considera functia f: {-1,0,1,2,3} - R, f(z) =2z — 1.
a) Prezintd functia sub forma de tabel.

b) Reprezinta geometric graficul acestei functii.

7. Se considera multimea A = {—3, —2, —1,0,1,2} si functia f : A > R, f(z) =z — 1.
a) Descrie, printr-un tabel, functia f.
b) Scrie multimea care reprezinta graficul acestei functii.

¢) Reprezinta geometric graficul functiei f.

8. Descrie, prin tabel, functiile urmatoare, apoi reprezinta geometric graficul lor:
a) f:{-2,-1,0,1,2,3} = R, f(z) =2 — 2%

b) f:{-1,0,1,2} - R, f(x) =2z +2;

c) f:{-2,—-1,0,1,2,3} - R, f(z) =—|z|;

d) f:{-2, —1,0,1,2} = R, f(x) = |z| — 2.

9. Reprezinta geometric graficul urmatoarelor functii, definite pe multimea {—3, —2, —1,0,1,2,3}
cu valori in multimea numerelor reale:

a) f(z) =1; d) f(z) =22+ 1;
b) f(z) = =; e) flz) = —2z+1;
) f(z) = —=; f) f(x) = |z + 1.

10. In graficul de mai jos este prezentat numarul total de spectatori aflati intr-un cinematograf, in
functie de anumite ore ale zilei. Cinematograful are o capacitate de 100 de locuri, se deschide la ora 10
si se inchide la ora 23 : 30.

a) Cand a fost cel mai aglomerat? Dar cel mai putin aglomerat?

b) Trece informatiile pe care le gasesti in grafic sub forma unui tabel in care numarul de spectatori
sa depinda de ora aleasa.

c¢) Stabileste domeniul de definitie si multimea in care ia valori functia stabilita la punctul anterior.

Numar spectatori
100 °
90
80 ®
70 !

60 ®

50
40 ®

30 ®
20
10

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ — Ora
10 12 14 16 18 20 22
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3. Functiide forma f: D > R, f(x) = ax + b, unde a si b sunt numere reale
si D este o multime finita de numere reale sau un interval
nedegenerat; interpretare geometrica; lecturi grafice

Observa si descopera! a

1. Urmareste cu atentie imaginea din Figura 7,
apoi rezolva cerintele de mai jos.

Se considera functia f: R — R, f(z) = 2z — 1.

a) Determina valorile functiei pentru z = —1, f(1)=2-(-1)+1==2+1=-1
r=12=2. | fl1)=2-1+1=2+1=3

b) Scrie, intr-un tabel, perechile obtinute. | f(2)=2-2+1=4+1=5

¢) Reprezinta, intr-un sistem de axe ortogonale,
aceste perechi.

d) Ce observatie poti face in legatura cu punc-
tele astfel obtinute? flx)=2x+1

Verifica aceasta observatie reprezentand, in sis-
temul de axe ortogonale, punctul de abscisa 3 si
ordonata f(3).

FIRoR, flx)=2c+1

Figura 7

Important

e Reprezentarea geometrica a graficului functiei f: R — R, f(z) = ax + b, unde a si b sunt numere
reale este o dreapta.

e Deoarece o dreapta este determinata de doua puncte distincte, pentru a reprezenta geometric
graficul functiei f: R — R, f(z) = ax + b, unde a si b sunt numere reale, sunt suficiente doua puncte.

Ezemplu: Reprezinta geometric graficul functiei f : R — R, f(x) = —2x + 3.
Solutie:
Cum gandesc: Pas 1. Stiu ca reprezentarea geometrica a unei astfel de functii este o dreapta,

prin urmare sunt suficiente doua puncte.
lau 2 = 1 si = 2 si calculez f(1), respectiv f(2).

Cum scriu: f(1) = -2-1+3=-2+3=1 @ (12
f(2)=-2.243=—-4+43=-1 fla)y=—20+3[1 -1

Pas 2. Reprezint, intr-un sistem de axe ortogonale, cele doua perechi.
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Pas 3. Construiesc dreapta care trece prin cele doua puncte.

] ;

(1D

J\/

e Reprezentarea geometrica a graficului functiei f : A — R, f(z) = ax + b, unde A este un interval
de numere reale si a, b sunt numere reale, este o parte din reprezentarea geometrica a graficului functiei

f:R—=R, f(z) =ax+b.

Ezemplu: Reprezinta geometric graficul functiei f : [—1,2] - R, f(z) =z + 2.
Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Reprezentarea geometrica a graficului unei astfel de functii face parte
dintr-o dreapta, prin urmare am nevoie de doua puncte.

Iau, pentru x, valorile care reprezinta capetele intervalului, adica —1 si 2 si calculez f(—1), respectiv

f2).
Cum scriu: = —-1= f(-1)=-1+2=1
r=2= f(2)=2+2=4

x | -1 2
fl@)=z+2[ 1 4

Pas 2. Reprezint, intr-un sistem de axe ortogonale, punctele astfel obtinute.

a y

(244)




Pas 3. Construiesc segmentul care uneste cele doua puncte obtinute mai sus si in capetele segmen-
tului desenez semnul pentru interval inchis (paranteza patrata) pentru ca domeniul de definitie a fost
un interval Inchis.

Observatie: Daca domeniul de definitie era un interval deschis, in capetele segmentului desenam
paranteze rotunde.

5 )

5 2.4

Ezemplu: Reprezinta geometric graficul functiei f : [—1, + 00) = R, f(z) = —x + 2.
Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Reprezentarea geometrica a graficului unei astfel de functii face parte
dintr-o dreapta, prin urmare am nevoie de doua puncte.

Tau doua valori pentru z din intervalul [—1, + c0). Una dintre valori este —1, capatul intervalului.

Cum scriu: = —-1= f(-1)=—(-1)+2=3
r=3=f3)=-3+2=-1

T -1 3 4o
fla)=—z+2|3 -1

Pas 2. Reprezint, intr-un sistem de axe ortogonale, cele doua perechi.
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Pas 3. Construiesc semidreapta care trece prin cele doud puncte. In originea semidreptei desenez
o paranteza patrata pentru ca domeniul de definitie al functiei este un interval inchis.

Observatie: Daca domeniul de definitie era (—1, 4+ 00), atunci desenam, in originea semidreptei,
o paranteza rotunda.

(T1,3)

<

Observa si descopera!

2. Observa, cu atentie, imaginea din Figura 8,
apoi raspunde la urmatoarele intrebari:

a) Punctul A apartine axei Oz a sistemului de
axe ortogonale. Cu cat este egala ordonata punctu-
lui A?

b) Punctul A apartine reprezentarii geometrice

M(x,y) — punct in sistemul de
axe ortogonale

M(x,7(x)) — punct ce apartine

) A - R _ reprezentdrii geometrice a
a graficului functiei f. In aceste conditii, cu cat este graficului functiei f

egala ordonata punctului A?

¢) Punctul B apartine axei Oy a sistemului de
axe ortogonale? Cu cat este egala abscisa punctului Deducem c3 f(x) = y
B?

d) Punctul B apartine reprezentari geometrice
a graficului functiei f. In aceste conditii, cu cat este
egala ordonata punctului B? Figura 8
Important

e Un punct M(z,y) apartine reprezentarii geometrice a graficului functiei f daca si numai daca

f(z) =y.

Ezemple: 1. Care dintre punctele A (2,3) si B(1,4) apartin reprezentarii geometrice a graficului
functiei f: R — R, f(z) =3z 4+ 17

Solutie: Pentru punctul A (2,3) trebuie verificat daca f(2) =3. Avem f(2) =3-2+1=6+1=7.
Cum 7 # 3 rezulta A (2,3) ¢ GY.

Pentru punctul B (1,4) trebuie verificat daca f(1) =4. Avem f(1)=3-1+41=3+1=4. Cum4 =14
rezulta B (1,4) € Gy.

2. Se considera functia f : R — R, f(z) = 2z + b. Determina numarul real b, stiind c& punctul
P(1, — 1) apartine reprezentarii geometrice a graficului functiei f.

Solutie: Daca P(1,—1) € Gy, atunci f(1) = —1. Dar f(1) =2-14+b=2+0b. Asadar,2+b=—1,
de unde b = —3.



e Coordonatele punctului A in care reprezentarea geometrica a graficului functiei f intersecteaza
axa Oz a sistemului de axe ortogonale se obtin rezolvand ecuatia f(z) = 0. Daca solutia ecuatiei este
x0, atunci A(zo,0).

e Coordonatele punctului B in care reprezentarea geometrica a graficului functiei f intersecteaza
axa Oy a sistemului de axe ortogonale sunt z = 0 si y = f(0). Avem B(0,f(0)).

Exemplu: Determind coordonatele punctelor in care reprezentarea geometricda a functiei f : R — R,
f(z) = —2x + 4 intersecteazd azele sistemului de axe ortogonale.

Solutie:

Cum géandesc: Pas 1. Notez A punctul de intersectie a axei Oz cu reprezentarea geometrica a
graficului functiei f.

Cum scriu: Fie {A} = Gy N Ox
Pas 2. Rezolv ecuatia f(z) = 0.
204+4=0=20r=—-4=zx=2
Pas 3. Scriu coordonatele punctului A.
A(2,0)

Pas 4. Notez B punctul de intersectie a axei Oy cu reprezentarea geometrica a graficului functiei

Fie {B} = Gy N Oy

Pas 5. lau x = 0 si calculez y = f(0).
r=0=f0)=-2-0+4=4

Pas 6. Scriu coordonatele punctului B.
B(0,4)

Exerseaza!

3. Reprezinta geometric graficul fiecareia dintre urmatoarele functii, alegand convenabil doua puncte
ale graficului functiei.

a) f:R—=R, f(x) = ¢) fR=R fx)=x+1;

b) f: R =R, f(x) = 2z; d) f:R=R, f(z)=—2+1

4. Reprezinta geometric graficul fiecareia dintre urmatoarele functii, alegind convenabil doua puncte
ale graficului functiei.

a) f:R=R, f(x)=2—3; d)f:R—HR,f(a:):gx—l;

b) f:R =R, f(x) =2x+3; e) f:R—=R, f(z) =02z + 2;
c) f:R=R, flx) = —x+4; f) f:R—=R, f(z) = -2z —3.
5. Reprezinta geometric graficul urmatoarelor functii:

a) f:(—o00;3] = R, f(z) =2z — 1, d) f:(-33) =R, f(z)=22-1,
b) f:(=2;4] = R, f(z) = —2x; e) f:(l,00) = R, f(x) = —2x;

c) f:[-53] =R, fx) =x+4 f) f:[-1,00) = R, f(x) =2+ 4.
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6. Determina intersectiile reprezentarii geometrice a graficului urmatoarelor functii cu axele unui
sistem de axe ortogonale si apoi reprezinta geometric graficul acestor functii:

a) f:R—=R, f(z)=x+4; d) f:R—=R, f(x) =3z + 6;
b) f:R—=R, f(z)=—x —2; e) [:R=R, f(z)=—z+2;
c) f:R=R, f(z) =4x — 2; f) f:R—=R, f(z) =3z +2.

7. Se considera punctele A (1,3), B(0,1), C'(—-1,3), D (-2, —9), £ (0, — 1). Care dintre aceste puncte
apartin reprezentarii geometrice a graficului functiei f: R — R, f(z) = 4z — 17

8. Se considera functia f: R — R, f(z) = ax 4+ 2 , unde a este numar real.

a) Determind numarul real a pentru care punctul A(—2, — 2) apartine reprezentarii geometrice a
graficului functiei f.

b) Pentru a = —2, reprezinta geometric graficul functiei f.

9. Se considera functia f : R — R, f(z) = mx + 3, unde m este numar real. Determina numarul real
m pentru care punctul A(2, — 1) apartine reprezentarii geometrice a graficului functiei f.

10. Determina numarul real a pentru care punctul A(2, — 3) apartine reprezentarii geometrice a
graficului functiei f: R — R, f(z) = ax + 1.

11. Problema rezolvata: Stabileste daca punctele A (1,3), B (2,4) si C (3,5) sunt coliniare.
Solutie:

Cum géandesc: Pas 1. Puncte coliniare inseamna puncte care sunt pe aceeasi dreapta.
Stiu ca reprezentarea geometrica a graficului functiei f : R — R, f(x) = ax + b este o dreapta. Pot
determina functia, de aceasta forma, care are ca reprezentare grafica dreapta AB.
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Cum scriu: Consider functia f : R — R, f(z) = ax + b.
A(1,3) € Gy, atunci f(1) = 3, adica a +b = 3.
B (2,4) € Gy, atunci f(2) = 4, adica 2a + b = 4.
Pas 2. Cum reprezentarea geometrica a graficului functiei trebuie sa treaca prin punctele A si B

inseamna ca ambele relatii in care apar a si b trebuie sa fie adevarate, adica a si b reprezinta solutia
sistemului format din cele doua ecuatii.

a+b=3 |[-(-1) - —a—b=-3 - a=1 - a=1
2a+b=4 2a+b=4 1+6=3 b=2

a=1

Pas 3. Scriu functia a carei reprezentare geometrica a graficului trece prin punctele A si B.
Avem f:R =R, f(z) =z +2

Pas 4. Daca punctul C (3,5) apartine reprezentarii geometrice a graficului acestei functii, atunci
punctele A, B si C' sunt coliniare.
Cum f(3) =3+ 2 =25, obtinem C (3,5) € G, adica punctele A, B si C' sunt coliniare.

12. Se considera functia f : R — R, f(z) = ax +b, unde a, b sunt numere reale. Determina numerele
reale a si b pentru care reprezentarea geometrica a graficul functiei f contine punctele: a) A(1,3) si
B(_27 - 3)a b) A(1,3) Sl B(Qal); C) A(276) $1 B(_173); d) A(271) $1 B(—l,O); e) A(2> - 1) 51 B(_Q’ - 5)

13. Stabileste care dintre tripletele urmatoare reprezinta puncte coliniare:
a) A(1,2), B(2,3), C(3,4); c) A(1,0), B(0,1), C(4, —5); e) A(10,3), B(9,4), C(6,7);
b) A(=1,-3), B(=2,—-4),C(3,1); d) A(1,1), B(2,4), C(3,9); f) A(=2,—-3), B(—1,1), C(3,17).




14. a) Reprezinta, in acelasi sistem de axe ortogonale, functiile: f: R - R, f(z) =x+1sig: R — R,
g(x) = 2z — 1; b) Precizeaza porzitia dreptelor obtinute la punctul a).

15. a) Reprezintd, in acelasi sistem de axe ortogonale, functiile: f: R - R, f(z) =xz—1sig: R — R,
g(x) = x + 3; b) Precizeaza pozitia dreptelor obtinute la punctul a).

16. Problema rezolvata: Se considera functiile f : R - R, f(z) =z—1sig: R - R, g(z) = —x—3.

a) Reprezenta geometric, in acelasi sistem de axe ortogonale, graficele celor doua functii.

b) Determina coordonatele punctului de intersectie a celor doua reprezentari.

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Pentru reprezentarea geometrica a graficului functiei f imi trebuie doua

puncte, iar pentru reprezentarea geometrica a graficului functiei g alte doua puncte.
Ma folosesc de cate un tabel pentru fiecare functie.

z |12 z |1 2
flz) [0 1 g(z) [ -4 5

Pas 2. Reprezint geometric, In acelasi sistem de axe ortogonale, graficele celor doua functii.

& y

Cum scriu:

@D

(1,0)

(1,—4)
(29 75)

Pas 3. Punctul M, ca punct intr-un sistem de axe ortogonale, are coordonatele (x,y).

Ca punct ce apartine reprezentarii geometrice a graficului functiei f are coordonatele (x,f(x)).
Ca punct ce apartine reprezentarii geometrice a graficului functiei g are coordonatele (x,g(z)).
Atunci, pentru aceeasi valoare a numarului z trebuie sa avem y = f(x) si y = g(x).

y=f(z)

Deducem ca perechea (z,y) este solutia sistemului { Y = g(x)

Consider {M} = Gy N Gy. Pentru coordonatele punctului M rezolv sistemul:

y=x—1
y=-—-x—3

Avem x — 1 = —x — 3, de unde 2z = —2, adica z = —1.
Acum y = —1 — 1, adica y = —2.
Obtinem M (-1, — 2).

17. Reprezinta in acelasi sistem de axe ortogonale reprezentarile geometrice ale graficelor celor
doua functii si apoi determina, daca este cazul, coordonatele punctului de intersectie a reprezentarilor
geometrice a graficelor celor doua functii:

a) f,g:R—=>R, f(r)=—z+1sig(x)=2—-3; d) f,g : R—=R, f(x) =—2x—1si

b) f,g: R—=R, f(z) =4z +1si g(z) = 4o — 3; g(x) = =3z + 2;

c) f,g:R—=>R, f(z)=2x+1sig(xr) =3r+2; e) f,g: R—=R, f(zr) =22+1sig(x) = —2x—3.
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4. Elemente de statistica: indicatorii tendintei centrale
(frecventa, medie, mediana, mod si amplitudine a unui set de date)

Observa si descopera!

SOCIETATEA DE TRANSPORT
,ANONIMUS”
PRETURI

Numar célatorii: 1 > 2,50 lei

Numar célatorii: 2 - 5 lei

Numar calatorii: 10 - 20 lei

Abonament: o zi > 10 lei

Abonament: o lund - 80 lei

1. In tabel este reprezentats lista tranzactiilor companiei intre orele 08 : 30 si 08 : 40.

08:32:15 | 2,50 | 08:34:18 | 2,50 | 08:36:17 | 2,50 | 08:37:24 | 5 08:38:23 | 2,50
08:32:17 | 5 08:34:56 | 10 08:36:23 | 80 08:37:37 | 2,50 | 08:38:27 | 2,50
08:33:04 | 2,50 | 08:35:23 | 2,50 | 08 :36:27 | 2,50 | 08 :37:51 | 2,50 | 08:38:31 | 80
08:33:24 | 250 | 08:36:12 | 5 08:36:53 | 20 08:37:59 | 20 08:38:38 | 5
08:34:17 | 20 08:36:13 | 2,50 | 08:37:12 | 2,50 | 08 :38:12 | 10 08:38:58 | 2,50

a) Transcrie, pe caiet, tabelul si completeaza-l.

Prima coloana este completata ca model.

Pretul unui produs

2,5 lei

5 lei

10 lei

20 lei

80 lei

Nr. produselor vandute

14

b) Care a fost cel mai vindut produs?
c¢) Céate tranzactii s-au facut in intervalul de timp 08 : 30 — 08 : 407

d) Daca urmatoarea tranzactie a avut loc la ora 08:40:02, care crezi ca e cel mai probabil produs care
a fost achizitionat?

O Important

e Statistica este o stiinta care se ocupa de culegerea unor date si interpretarea lor, folosind calculul
probabilitatilor.

e Culegerea datelor se face prin observare sau prin chestionar.

Ezemplu: Primul tabel de mai sus reprezinta rezultatul unei culegeri de date prin observare.

Cand se fac sondaje de opinie datele se culeg prin chestionar.

e Frecventa este un numar care ne arata de cate ori se repeta o valoare numerica intr-un set de

date.

Ezemplu: In tabelul din caietul tdu, valoarea numericd 2,50 are frecventa 14. Valoarea numericd 10

are frecventa 2 etc.

e Modul unui set de date este valoarea numerica cu frecventa cea mai mare, daca aceasta exista.

Exemplu: In cazul nostru, modul este 2,50; el are cea mai mare frecventa.




1A

e Daca mai multe valori numerice au aceeasi frecventa spunem ca setul de date are mai multe valori
modale.
e Daca toate valorile numerice au aceeasi frecventa spunem ca setul de date nu contine valori modale.

e Modul unui set de date ne arata caracteristica cu cea mai mare probabilitate de realizare.

14 56
Ezemplu: In tabelul din caiet, probabilitatea de a se vinde un bilet de 2,50 lei este % 100 = 56%.
4 1
Probabilitatea de a se vinde un bilet de 5 lei este % = % = 16% ete. Aceasta ne aratd cd tendinta

centrald este ca urmatorul produs vandut sd fie un bilet de 2,50 lei.

e Modul este un indicator al tendintei centrale a fenomenului analizat.

Observa si descopera!

2. In tabel sunt trecute minutele de intarziere a zborurilor pentru doui companii de transport aerian,
pentru 10 zboruri Bucuresti — Londra.
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Data 11.01 | 12.01 | 14.01 | 15.01 | 16.01 | 18.01 | 19.01 | 20.01 | 21.01 | 23.01
Compania A 16 18 28 15 27 23 19 20 25 30
Compania B 17 43 12 5 23 50 37 24 33 40

a) In ce zi a fost cea mai mare intarziere a companiei A?
b) In ce zi a fost cea mai mica intarziere a companiei A7
c¢) Care este diferenta dintre cea mai mare si cea mai mica intarziere a companiei B?

o Important

e Amplitudinea unui set de date este un numar care reprezinta diferenta dintre cea mai mare si
cea mai mica valoare numerica a setului de date.

Ezemplu: In cazul zborurilor efectuate de compania B, amplitudinea este 45 (50 — 5), iar in cazul
zborurilor efectuate de compania A, amplitudinea este 15 (30 — 15).

e Amplitudinea este un alt indicator al tendintei centrale a fenomenului analizat.

O amplitudine mica se asociaza cu un comportament stabil sau cu o colectare de date foarte buna.

O amplitudine mare se asociaza cu un comportament instabil sau cu o colectare de date nu tocmai
buna.

Observa si descopera!

3. In tabel sunt temperaturile inregistrate la o statie meteorologici in intervalul de o siptadmana.
Din pacate, o informatie a fost eronata.
Luni Marti Miercuri Joi Vineri Sambata Duminica
—23°C —23°C —-30°C —24°C Eroare —-20°C —21°C
) Care este media aritmetica a temperaturilor vizibile in tabel?
) Ce valoare ai pune in locul erorii din ziua de vineri? Argumenteaza raspunsul dat.

0 Important

e Media unui set de date este raportul dintre valorile numerice ale setului de date si numarul lor
(media aritmetica).

Ezemplu: In situatia de mai sus media este —23,5. Pentru ziua de vineri e rezonabil sd trecem —23° C.
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e Media se poate exprima si cu ajutorul altor medii; exemplu media geometrica.
e Media este un alt indicator al tendintei centrale a unui set de date.

e Mediana unui set de date este numarul care imparte sirul valorilor numerice in doua parti egale,
atunci cand acestea sunt ordonate crescator. Mediana este un alt indicator al tendintei centrale a unui
set de date.

e Daca un set de date are un numar impar de valori, mediana este termenul din mijloc, atunci cand
valorile sunt ordonate crescator.

Ezemplu: Se considera setul de date 1, 2, 2, 6, 7, 3, 4, 5, 6. Sunt 9 valori numerice. Le ordonam
crescator 1, 2,2, 3,4, 5,6, 6, 7. Mediana este 4.

e Daca un set de date are un numar par de valori, mediana este media aritmetica a celor doi termeni
din mijloc, atunci cand valorile sunt ordonate crescator.

Exemplu: In cazul temperaturilor, ordinea crescitoare este —30, —24, —23, —23, —21, —20. Sunt 6
valori, iar media aritmeticd a celor doi termeni din mijloc este —23. Un argument in plus sd presupunem
ca vineri au fost —23°C.

Exerseaza!

W 4. Determina frecventele fiecarui numar din urmatoarele seturi de date, apoi calculeaza amplitudinea,
modul, media si mediana setului de date:

a)0,1,2,3,6,7, 8,9, 10; ¢) 10, 10, 11, 11, 11, 12, 12, 13, 13, 13;

b) 0,1, 2,2,3,3,3,6,6,6, 6,6, 6 d) =5, =3, —4, =3, +3, =2, =2, =5, =7, +3;

5. Se considera functia f : {1,2,3,4,5} — R, f(z) = 2x+ 1. a) Reprezinta geometric graficul functiei
f. b) Reprezinta tabelul de valori al functiei f. ¢) Calculeaza toti indicatorii ai tendintei centrale pentru
multimea valorilor functiei. d) Ce observi intre mediana si media calculata?

x

6. Se considera functia f : {1,2,3,....,10} — R, f(z) =5 — 5 a) Reprezinta geometric graficul

functiei f. b) Reprezinta tabelul de valori al functiei f. ¢) Calculeaza toti indicatorii ai tendintei centrale
pentru multimea valorilor functiei. d) Ce observi intre mediana si media calculata?

7. Sa presupunem cd termometrul de la tine din casd aratd temperatura de 23,5°C. La care dintre
temperaturile de afara se va adapta organismul tau mai usor: a) —10°C sau +2°C? b) +10°C sau +17°C?
c) +27°C sau +33°C? d) +22°C sau +25°C? e) +12°C sau +35°C? Ce indicator al tendintei centrale
folosesti pentru a oferi raspunsurile tale?

8. Se considera urmatorul grafic:

oC 8 'S

~N

° .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 zile



a) Descrie domeniul de definitie, multimea de valori si tabelul de valori al functiei care are repezentarea
geometrica a graficului in figura de mai sus.

b) Calculeaza frecventa fiecarei valori numerice din tabelul realizat la punctul anterior, cat si ampli-
tudinea, media (m), mediana (M) si modul setului de date.

c¢) Reprezinta in acelasi sistem de axe ortogonale graficul functiilor f(x) = m, unde m reprezinta
media si g(x) = M, unde M reprezintd mediana.

9. O companie vinde huse de telefoane la preturile de 10 lei, 20 de lei, 30 de lei, 50 de lei si, respectiv,
150 de lei.

a) In tabelul urmator sunt inregistrate vanzarile de ieri:

Valoarea produsului (lei): 10 20 30 50 150
Numarul de produse vandute: 15 25 30 20 5

i) Calculeaza incasarile totale obtinute de companie in ziua de ieri, bazdndu-te pe informatiile din
tabel.

ii) Care a fost cel mai vandut produs?

iii) Ce valoare are mediana acestui set de date?

iv) Daca toate produsele ar fi fost vindute la acelasi pret, care ar fi fost totalul incasat?

b) In tabelul urmator sunt inregistrate vinzarile din ultima luna (30 de zile):

Valoarea produsului (lei): 10 20 30 50
Numarul de produse vandute: 750 1200 600 900

i) Raspunde la intrebarile i)-iv) de la punctul a), pentru aceasta situatie.

ii) Calculeaza cate produse de fiecare tip s-au vandut, in medie, in fiecare zi a lunii.

iii) Folosind rezultatele obtinute la subpunctul precedent si tabelul de la punctul a), stabileste care
dintre produse s-a vandut ieri mai bine decat media lunara.

150
150

10. Completeaza urmatoarele seturi de date scrise in ordine crescatoare:

a) 2, 3, 3,4, ..., 6, stiind ca media aritmetica a sirului este egala cu 4;
b) 2,3, ...y weey e, 7, 8, stiind c& mediana si modulul sunt egale cu 5;
c) 10, 12, ..., 15, ..., .oty ..o, 23, stiind ca mediana si media aritmetica sunt egale cu 16, iar modulul

este egal cu 19.

11. Un barometru a inregistrat urmatoarele presiuni atmosferice exprimate in hPa (hecto-Pascali =
100 Pa, o unitate de masura pentru presiune):

Data 15.01 | 16.01
Valoarea presiunii in hPa | 1031 | 1032

17.01
1033

18.01
1030

19.01
1026

20.01
1034

21.01
13214

22.01
Eroare

a) Determina amplitudinea, modulul, media aritmetica si mediana acestui set de date.
b) Ce valoare ai folosi pentru a inlocui eroarea cu un numar? Justifica raspunsul tau!

12. Problema rezolvata: Scrie un set de date format din patru numere in ordine crescatoare, stiind
ca media aritmetica a lor este 25, mediana este 26, iar modul este 27.

Rezolvare: Consideram a < b < ¢ < d cele patru numere cautate. Deoarece media lor aritmetica este
c . .
= 26. Deci obtinem a < b <26 <c¢ <d.

Deoarece exista un modul, inseamna ca exista un numar care apare de mai multe ori decat oricare altul.
Cum modul este 27, din ultima inegalitate obtinem ca ¢ = d = 27. De aici, obtinem b = 25 si a = 21.

b
25, atunci a + b+ ¢+ d = 100. Mediana, In acest caz, este

13. Scrie cinci numere in ordine crescatoare, stiind ca media lor aritmetica este 7, modulul 4, mediana
tot 4, iar amplitudinea egala cu 14.
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5. Recapitulare

g 1. Care dintre urmatoarele diagrame ilustreaza functii?

a) b) c)

5. Recapitulare
Q
D o 0 T w

™ QO O T

o

) e)

—+
=

\\

A\

\—f
=

® o o
\//
/N
® a0 oo
o0 oo

2. Care dintre urmatoarele imagini poate reprezenta graficul unei functii f : {0,1,2,3,4,5} — R?

a) b)
3 Y 3 y
2 2 ¢ ¢
1 1
X X
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
c) d)
31 31
2 2
[ ) [ ]
1 1
X X
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

3. Descopera legea de corespondenta si scrie, pe caiet, valorile numerelor a si b in fiecare caz:

gL 01234 .. b o = 01 2 3 4 ... b
fl@) |2 3 4 5 a ... 100 fl@)|1 4 7 10 a ... 100
f@) |0 2 4 6 a .. 100 f@ 1T 4 9 16 a .. 100




4. Scrie multimea care reprezinta graficul functiei in fiecare dintre urmatoarele cazuri:

a) f:{-4, —2,0,2,4} - R, f(z) =2z — 5; c) f:{-3, —1,1,3} =R, f(z)=—-22+4;

b) f:{-4, —2,0,2,4} = R, f(x) = |z —5|; d) f:{-3, —2,0,2,3} = R, f(z) = 2% 5.

5. Stabileste care dintre urmatoarele puncte apartin reprezentarii geometrice a graficului functiei
[:R—=R, f(z) =42 +5: a) A(0,5); b) B(5,0); ¢) C(1,—1);d) D(—-1,1); ) E(—2, — 3).

6. Pentru fiecare dintre urmatoarele functii, determina coordonatele punctelor aflate la intersectia
reprezentarii geometrice a graficului cu axele sistemului de axe ortogonale si, apoi, reprezinta geometric
graficul functiei f: a) f : R =R, f(z) =2+2;b) f: R =R, f(x) =3x-2;¢) f: R =R, f(z) = —4z+5;
d) f:R—=R, f(x) =2x —6.

7. Intr-un sistem de axe ortogonale, reprezinta geometric graficul fiecireia dintre urmatoarele functii:
a) f:[-1,00) = R, f(x) =—x+1;b) f:[-35] =R, f(x) =2 —4;¢) f:(—0,2] > R, f(z) =2x+ 2;
d) f:(=33) =R, f(x)=x+3;e) f:(-2,2] > R, f(z) =3z —1.

8. Se considera functia f : R — R, f(x) = max+m —4 , unde m este numar real. Determina numarul
real m pentru care punctul A(2, — 1) apartine reprezentarii geometrice a graficului acestei functii.

9. Determind numarul real m pentru care punctul N(—m,2m + 1) apartine reprezentarii geometrice
a graficului functiei f: R — R, f(z) = -5z —m — 1.

10. Se considera functia f: R — R, f(z) = (a — 2)z + 3 — a, unde a este numar real.

a) Determina numarul real a astfel incat A(—2,4) € Gy, unde Gy noteaza graficul functiei f.

b) Pentru a = 1, reprezinta geometric graficul functiei f.

11. Se considera functiile f: R - R, f(z) = —2z+1sig: R = R, g(z) =2z — 2.

a) Reprezinta geometric graficele celor doua functii f si g, in acelasi sistem de axe ortogonale.

b) Determina coordonatele punctului de intersectie a reprezentarilor geometrice ale graficelor celor
doua functii f sig.

c¢) Calculeaza aria triunghiului determinat de reprezentarile geometrice ale graficelor celor doua functii
f si g si axa Oy.

12. Se considera functia f: R — R, f(z) = 2z + 4.

a) Reprezinta geometric graficul functie f, folosind punctele de intersectie ale acestuia cu axele Ox si
Oy ale sistemului de axe ortogonale.

b) Calculeaza distanta de la originea sistemului de axe ortogonale la reprezentarea geometrica a
graficul functiei f.

¢) Determina punctul apartinand reprezentarii geometrice a graficului functiei f pentru care diferenta
dintre ordonata si abscisa acestui punct este egala cu 5.

13. Pentru fiecare dintre seturile de date urmatoare, determind amplitudinea, modul, media si
mediana: a) 0, 1, 4,9; b) 0, 1, 4,9, 16; ¢) —4, —3, =2, +2, +3, +4; d) =5, =4, —1,0, 2, 3,6, 7; ) 2, 2,
3,3,3,4,4,4, 4.

14. Determina un set de date format din trei numere scrise in ordine crescatoare pentru care mediana
setului de date este 10, media 11, iar amplitudinea este egala cu 17.

15. Determina un set de date format din patru numere scrise in ordine crescatoare cu proprietatea
ca media setului de date este 10, mediana 11, iar modul este egal cu 12.

AUTOEVALUARE - In aceasti unitate de invitare:

Am inteles foarte bine ... Revezi lectiile si exercitiile notiunilor notate la culoarea galbend. W

Imi este neclar ... Discutd cu un coleg/ o colegd sau cu profesorul despre ceea ce nu ai
Nu stiu sa .... / Nu am inteles .... inteles si ai completat la culoarea rosie.
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6. Evaluare

)
it
©

=
©
>

w

©

Timp de lucru: 45 de minute

Din oficiu 1
1. Se considera urmatoarele diagrame:

A f B A f B A f B A f B
7 N 7
) G ()

Dintre acestea, nu reprezinta o functie diagrama: A f B
A . 1;B.2;C. 3;D. 4.
Scrie, pe foaie, litera corespunzatoare raspunsului corect. '
2. Se considera functia descrisa de diagrama:
Atunci f(1) este egal cu: A. 1; B. 2; C. 3; D. 4. '
Scrie, pe foaie, litera corespunzatoare raspunsului corect.
3. Se considera functia f : R — R, f(x) = ax + b, descrisa de tabelul: 1
z [3 6 9 12 b
fl)|1 2 3 a 15
Atunci:
A.a=4;b=5; B. a = 36; b = 45; C. a=4; b=45; D.a=36;b=05.
Scrie, pe foaie, litera corespunzatoare raspunsului corect.
Scrie multimea care reprezinta graficul functiei f : {—1,0,1,2} = R, f(z) =2+ 2. 1
Intr-un sistem de axe ortogonale, reprezinta geometric graficul functiei
R—=R, f(z)=z—2.

Intr-un sistem de axe ortogonale, reprezinta geometric graficul functiei

:[-2,3) = R, f(z) =—x+1. 1
Determind numarul real a pentru care punctul P(a,a + 1) apartine reprezentarii

geometrice a graficului functiei f: R — R, f(x) = 3x — 5.

NHO ok

8. Determina coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarile geometrice
ale functilor f : R = R, f(z) =22 +3sig: R =R, g(z) =2+ 4.
9. Se considera punctele A(—1,1), B(1,3) si C(—4, — 2).
Stabileste daca punctele A, B si C sunt coliniare. 1
10. Se considera functia f: R — R, f(z) =2z — 4.
a) Determinda coordonatele punctelor M si N, intersectia reprezentarii geometrice a graficului
functiei cu axele Ox, respectiv Oy, ale sistemului de axe ortogonale. 1
b) Reprezinta geometric graficul functiei f.
c) Daca M (2,0) si N(0, — 4), calculeaza lungimea segmentului M N.
11. Determina un set de date format din patru numere naturale scrise in ordine
crescatoare cu proprietatea ca media lor aritmetica este 50, mediana este 60, iar modul este 70.

Op
op

op

Op

Op

op

Op

op

op

Op

Op
op
op

op
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{ 7. Exersezi si progresezi

1. Scrie primele patru numere care se obtin dupa regula:
a) f(n) =3n—1, unde n € {0, 1,2, 3}.
b) cubul locului pe care il ocupa, in scriere, numarul.

¢) f(n) =3n — 1, unde n reprezinta locul pe care il ocupa, in scriere, numarul.

2. Care dintre diagramele urmatoare nu definesc o functie? Justifica raspunsul dat.

aAfB A f B A f B A f B
N / N7 \ 7
1 2 3 4
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3. Stabileste de cate functii definite pe I'Ill/_\lltlmeE.L 3
1,2,3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11, 12 cu valori in R ai 8 ® P Py °
nevoie pentru a descrie urmatoarea imagine: 71— *—o *—
6 — @
35 ® °
4. Explica care dintre urmatoarele asocieri ar 4 4 ®
putea reprezenta o functie si care nu. 2 * it it ¢
Justifica raspunsurile date. 1 PP

a) Persoand — Prenume sau 12 3 45 6 7 8 9 1011 12 13
Prenume — Persoana? (Un singur prenume) Ox

o

b) Persoana — Varsta sau Varsta — Persoana?

¢) Oras — Tara sau Tara — Oras?

d) Tren — Ruta sau Ruta — Tren?

Ezemplu: Persoand — Prenume sau Prenume — Persoanad?

In prima variantda asociem fiecarei persoane un prenume. FEste posibil; pot avea mai multe persoane
cu acelasi prenume.

In a doua varianta asociem fiecarui prenume o persoand. Nu este posibil; fiecare prenume ar trebui sa
corespundd unei singure persoane, ceea ce este imposibil. Erxista mai multe persoane cu acelasi prenume.
5. Se considera functia f:{-2, — 1,2,3,5} = R, f(z) =2z — 1.

a) Precizeaza care este domeniul de definitie, care este multimea in care functia ia valori si care este
legea de corespondenta pentru functia f.

b) Scrie multimea care reprezinta graficul functiei f.

c) Intr-un sistem de axe ortogonale, reprezints geometric graficul functiei f.
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6. Doua companii ofera servicii de telefonie mobila.
Prima companie ofera la pretul de 100 lei lunar o cantitate nelimitata de informatii ce pot fi folosite
prin serviciul de date mobile.

Pentru a doua companie, fiecare 10 GB de date mobile consumate costa 15 lei. &
Lei , —e-Compania A  —e—Compania B
a) Ce companie ai alege daca stii ca vei consuma 160 -
A v p
in luna urmatoare doar 50 GB? 140 - ./
120 —
b) Ce companie ai alege daca stii ca vei consuma 100 ® 4/
A o ' —
in luna urmatoare peste 70 GB? 80 - —
60 - '/»/'
c¢) Determina cantitatea de date mobile consu- 40 - 1
matd pe luna astfel incat pretul sa fie la fel de avan- 20 - — 8
tajos de la ambele companii. 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

7. Se considera functia f: {—2, —1,0,1,2,3} = R, f(z) = —2% + 2.
a) Prezinta functia sub forma de tabel.
b) Intr-un sistem de axe ortogonale, reprezints geometric graficul functiei f.

8. Intr-un sistem de axe ortogonale, reprezinta geometric graficele functiilor:

a) f:R—=R, f(z)=x+05; e)f :R—=R, f(z) =—z+3;

b) f:[l,+00) =R, f(z) =z +5; f) f:(=00,1) = R, f(z) = —z +3;
) f:[=21] =R, f(z) =2 +5; g) f:(=21) =R, f(z) =—z+3;
d) f:{-2, —1,0,1,2} = R, f(z) =2 + 5; h) f:{-2,1} = R, f(z) =—x+3.

9. Se considera functia f: R — R, f(z) = 2z + 3.

a) Determina punctul apartindnd reprezentarii geometrice a graficul functiei f care are abscisa egala
cu —1.

b) Determina punctul apartindnd reprezentarii geometrice a graficul functiei f care are ordonata egala
cu 1.

10. Determina numerele reale a si b, stiind ca punctul A(1,1) este punctul de intersectie a reprezentarii
geometrice a graficelor functiilor f: R — R, f(z) = —az +3sig: R - R, g(z) = 3z —b.

11. Stabileste daca urmatoarele puncte sunt coliniare:
a) A(1,—1), B(2,2) si C(0, —4);

b) A(-2,5), B(1,—4) si C(—1, — 2);

c) A(2,2), B(0,1) si C(—4, —1).

Matematica si tehnologie

Un exemplu important unde folosim functii numerice definite pe multimi finite este reprezentat de
realizarea diferitelor tipuri de ecrane. In cazul unui calculator sau laptop, puteti modifica din setarile
grafice ale ecranului rezolutia acestuia.

Acestea sunt de la 640 x 480 pana la 1920 x 1080, poate chiar si mai mult. Aceleasi rezolutii sunt
intalnite si in cazul aparatelor de fotografiat.

Aceste numere reprezinta in cate unitati de imagine (numite pixeli) vom mparti imaginea noastra.
Astfel rezolutia 1920 x 1080 inseamna ca pe lungime avem 1920 de unitati, iar pe latime 1080 de unitati.

Fiecare pixel va fi reprezentat de o anumita culoare dominanta, asadar, cu cat avem mai multi pixeli,
cu atat imaginea noastra devine mai clara.
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In anii 2000, majoritatea ecranelor folosite pentru calculatoare aveau rezolutii cuprinse intre 800 x 600
(480000 de pixeli) si 1024 x 768 (786432 de pixeli). Intre timp, tehnologia evolueaza si am ajuns ca in
cazul aparatelor de fotografiat, sa avem denumirea de ,,24,2 MP”, adica numarul de pixeli este 6026 x4017.

Pentru videoclipuri, imagini, televizoare etc. pentru formatul de imagine 16 : 9, cele mai des intalnite
rezolutii sunt de:

360p 480p | HD 720p | FHD 1080p | QHD 1440p | 4K 2160p | 8K 4320p
480 x 360 | 858 x 480 | 1280 x 720 | 1920 x 1080 | 2560 x 1440 | 3840 x 2160 | 7680 x 4320

a) Determina de cate ori sunt mai multi pixeli in rezolutia 8K fata de cea din HD.
b) Ce rezolutie crezi ca va avea tehnologia 16K?
Cum este totusi transmisa imaginea prin intermediul acelui ecran?

Pentru a localiza fiecare pixel, 1i vom asocia doua coordonate, la fel ca in cazul unui sistem de axe
ortogonale.
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Sa presupunem ca avem rezolutia FHD. Astfel abscisele iau valori de la 1 la 1920, iar ordonatele
de la 1 la 1080 (presupunand ca am fixat coltul din stdnga-jos al ecranului in punctul de coordonate
(1,1)). Astfel, procesorul dispozitivului va sti cum sa redea fiecare imagine, asezdnd in fiecare pixel
culoarea corespunzatoare. In acest mod, am realizat o dependenta functionala intre pozitia fiecarui pixel

si culoarea pe care i-o atribuim. &
Pentru a intelege mai bine acest fenomen, sa presupunem ca avem 181
ecranul urmator reprezentat deja intr-un sistem de axe ortogonale, 16 NN
privit de la o distanta foarte mica (pe care o vom numi d): et e bt e e ddd
c¢) Ce numar arata ecranul? EA I O O B S O GO B0 B0 ¢
® O o o o o o o o
d) Cate culori apar in imagine? 12/ o o e o ¢ 00 oo
e) Care este rezolutia ecranului? 1T
R 10+ o o ¢ o o ¢ ¢ ¢ o
f) Cate puncte sunt albastre? J A G G G U D G |
Cum ar putea procesorul grafic sa atribuie mai usor culoarea al- 81 G G B B B B R §
bastra unitatilor de imagine din ecran? T
’ 6 o o o 0 0 0 0 o o
Pentru fiecare rdnd R de pixeli (unde R poate fi de la 2 la 16), o o o 0 0 0 0 00
genereaza o functie de tipul: 4 © o 0 0 0 0 0 00
fr:4{2,3,4,....,10} — {0, 1} astfel incat daca, spre exemplu, R T T
fr(2) =1, atunci inseamna ca pixelul de coordonate (2,R) este HRARAERERE
albastru, iar daca fr(2) = 0, atunci este negru. 0

Pentru randul R = 2, functia este:
fo:{2,3,....,10} — {0,1}, fao(x) = 1, pentru orice z € {2,3,...., 10}, deoarece toate unitatile de imagine
sunt albastre pe acel rand.

g) Scrie functiile generate pentru fiecare dintre randurile R =3, R=4, R=6, R =11, R = 14 si
R =15.

h) Foloseste acelasi ecran pentru a figura, pe rand, cifrele 5 si 8. Cum arata in fiecare dintre aceste
cazuri functiile de atribuire a culorii?
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In tabelul urmétor sunt reprezentate modurile in care imaginea de pe ecran este perceputi de ochiul
uman, de la distantele respective:

& Distanta 2d & Distanta 4d & Distanta 8d
XX XXX XXX 000000000 . e e e .
15/ eeeeeee0e00 15 900000000 § e e
- e0e0000000 000000000 . e .
oy e00000000 000000000 . oot
o 000000000 000000000 . . . .
% ee00000o000 000000000 . o
5 10/ eeeeeeeee 101 9000000000 10 . ..
> eeeococcee 000000000 . o e e
5 XXX XXXXX) 000000000 . S oo oo
g [ A X N N NN NN ...‘..... . S TR
= XXX XYY Y 000000000 : NP
I 5/ eeeeeeeee@ S 000000000 s NS &
00000000 000000000 . -
eeo0o0co0o0o00 000000000 . B
ec00000000 000000000
0 5 10 0 5 10 0 10

Din fericire, imaginile observate de noi pe diferite ecrane au mai
mult de doua culori. Majoritatea tipurilor de ecrane au urmato-
rul procedeu pentru a reda diferite culori: se folosesc de paleta de
culori RGB (Red — Rosu, Green — Verde, Blue — Albastru) si de
proprietatile fizice ale luminii. Astfel, in fiecare pixel este inmagazi-
nata o combinatie dintre aceste trei culori, pentru a obtine orice alta
culoare. In imaginea urmaitoare sunt reprezentate mai multe tipuri
de configuratii geometrice ale acestor componente pentru mai multi
pixeli.

Pentru fiecare dintre cele trei culori, se pastreaza intr-un format
de 8 biti intensitatea pe care dorim sa o folosim a culorii respective.
Formatul de 8 biti genereaza numere naturale cu valori cuprinse intre
0 si 255 (spre exemplu, 10001001 () = 1-27+1-2%4+1.29 = 12848+
1= 137(10)). Se construieste astfel functia RGB : {0, 1,2,....,255} x
{0,1,2,...,255} x {0,1,2,....,255} — Multimea culorilor, unde prima
componenta din domeniu reprezinta intensitatea culorii rosii, a doua
a culorii verzi, a treia a culorii albastre, iar in tabel sunt reprezentate
cateva valori ale functiei:

R, G, B.
Negru (0,0,0) Observam din tabelul alaturat ca, spre exemplu:
Alb (255, 255, 255) RGB(O’(),O) =negru,
ALt (255, 0, 0) RGB(255,0,255)=magenta s.a.m.d.
Verde deschis |(0, 255, 0) A . 0
Albastru (0.0, 255) h) Céte culori pot fi generate cu acest procedeu?
Galben (25 55, 255, 0) i) Cauta pe Internet RGB(60,60,60) si observa ce culoare vei
Cyan (0, 255, 255) obtine. Cauta si noteaza alte trei culori gasite de tine care nu apar
Magenta (255, 0, 255) in tabelul alaturat.
(

192, 192, 192)
(128, 128, 128)

Argintiu
Gri

Pentru a reveni acum la modul in care sunt construite imaginile
pe un ecran cu rezolutia m X n, se asociaza fiecarui pixel o culoare

mg;’imu 832 (1)22) 0 folosind functia RGB.

Verde 0, 1 ,28, 0’) Mai exact, daca pentru pixelul de pe linia ¢ si coloana j, unde
Violet (128, 0, 128) i€{1,2,....,m} sij€{1,2,...,n}, asociem culoarea RGB(a,b,c), cu
Turcoaz (0, 128, 128) a, b si ¢ numere naturale cuprinse intre 0 si 255, avem, asemanator
Bleumarin (0,0, 128) cu situatia mai simpla de la subpunctul c):

fi(j) = RGB(a,bc).



Matematica—Manual pentru clasa a Vill-a

Elemente ale geometriei in spatiu.
Notiuni introductive.

Corpuri geometrice
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1. Puncte, drepte, plane: conventii de notare, reprezentari, determinarea
dreptei, determinarea planului, relatii intre puncte, drepte, plane

Aminteste-ti!

1. Observa imaginea din Figura 1 si alege ras-
punsul corect la fiecare dintre Intrebarile urmatoare:

a) Punctul ni-1 imagindm ca:

A. un fir de ata bine intins; B. urma lasata pe
tabla de un marker; C. tabla care se extinde la

Dreapta

nesfarsit in toate directiile; D. tot ceea ce ne in-
conjoara.

b) Dreapta ne-o imaginam ca:

A. un fir de ata bine intins; B. urma lasata pe
tabla de un marker; C. tabla care se extinde la
nesfarsit in toate directiile; D. tot ceea ce ne in-
conjoara.

¢) Planul ni-1 imaginam ca:

A. un fir de ata bine Intins; B. urma lasata pe
tabla de un marker; C. tabla care se extinde la
nesfarsit in toate directiile; D. tot ceea ce ne n- Figura 1
conjoara.

O Important

e Punctul ni-l imaginam ca fiind urma lasata pe tabla de un
marker. Punctul nu are dimensiune, are numai pozitie.

e Dreapta ne-o imaginam ca fiind un fir de ata bine intins, fara
capete. Dreapta are o singura dimensiune (1D).

e Axioma dreptei: Prin orice doua puncte distincte trece o
dreapta si numai una. Pe orice dreapta exista cel putin doua puncte
distincte.

e Planul ni-l imaginam ca fiind tabla care se extinde la nesfarsit
in toate directiile. Planul are doud dimensiuni (2D).

s

A punctul A

B punctul B
dreapta d

A B dreapta AB

Axioma: Este o afirmatie pe
care o consideram adevarata
fara a o justifica.

a p
planul alfa planul beta
Asa desenez planul imaginat de  Asa desenez planul imaginat de
tabla. catedra.

Y

planul gama
Asa desenez planul imaginat de
peretele lateral.



e Axioma planului: Prin orice trei puncte necoliniare trece un plan si numai unul. In orice plan
exista cel putin trei puncte necoliniare.

L
oA B D §
o ° ° g
o = (ABC) o
(ABCQ) citesc ,,planul ABC” C 'z
° S
e Spatiul este tot ce ne inconjoara. Spatiul are 5
trei dimensiuni (3D). A B 3
e Axioma spatiului: Exista patru puncte ° ° c
care nu sunt situate in acelasi plan (puncte neco- o o
planare). ®

0 e Alte axiome ale geometriei in spatiu:

> Axioma includerii: Daca doua puncte apartin unui plan, atunci dreapta determinata de ele
este inclusa in plan.

Planul este o multime de puncte, deci punctele

B apartin planului.
A Dreapta este o multime de puncte, deci submul-
time a planului; dreapta este inclusa in plan.

o

A, Bea= AB C «

> Axioma paralelelor sau Postulatul
lui Euclid: Prin orice punct exterior unei drepte
se poate construi o paralela si numai una la acea

dreapta.
A a
// d
a /

> Axioma intersectiei: Daca doua plane
distincte au un punct comun, atunci planele au in B
comun o dreapta. (Daca doua plane distincte se
intersecteaza, atunci intersectia lor este o dreapta.) anp=d

Ezemplu: In Figura 1, muchia dintre tavan si peretele cu tabla este dreapta de intersectie a celor doud
plane.

e A determina un plan inseamna a preciza numarul minim de elemente (puncte, drepte) necesar
pentru a sti cu exactitate unde se afla un plan intr-o configuratie.
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>> Trei puncte necoliniare determina un plan (conform C
axiomei planului). A
Scriu: a = (ABC). Citesc: planul « este planul determinat de ° B
punctele A, B, C. o

> O dreapta si un punct exterior determina un plan.

Justificare: Punctele B si C' din planul « de-

A
termind dreapta d (axioma dreptei) care este inclusa ° d
in planul @ (axioma includerii). Deci putem inlocui B ¢
punctele B si C' cu dreapta d. /0/0/

o

Scriu o = (d,A). Citesc: planul « este planul determinat de dreapta d si punctul A.

> Doua drepte concurente determina un plan.

Justificare: Dreapta d; este determinata de
punctele distincte B si C' (axioma dreptei). Punc-
tele B si C' apartin planului «, deci dreapta deter-
minata de ele este inclusa in planul « (axioma in-
cluderii). Dreapta ds este determinata de punctele
distincte A si B (axioma dreptei).

Punctele A si B apartin planului «, deci dreapta determinata de ele este inclusa in planul a (axioma
includerii). Putem, asadar, inlocui punctele A, B si C' cu dreptele concurente d; si da.

Scriu: a = (dj,d2). Citesc: planul « este planul determinat de dreptele d unu si d doi.

> Doua drepte paralele determina un plan.

Justificare: Dreapta d; este determinata de

d
punctele distincte B si C' (axioma dreptei). Punc- /Ao/z d
tele B si C' apartin planului «, deci dreapta de- B ¢ !
terminata de ele este inclusd in planul « (axioma /O/O/
includerii).
Conform axiomei paralelelor, prin punctul A pot construi o paralela si numai una la dreapta dq. Fie

aceasta ds.
Scriu: a = (dj,d2). Citesc: planul « este planul determinat de dreptele d unu si d doi.

Exerseaza! a o

ad
2. Folosind Figura 2 numeste trei drepte si trei plane.

3. Identifica, in jurul tau, cate douad exemple de drepte si doua

exemple de plane. .

4. Identifica, in jurul tau, patru puncte necoplanare. M

o
5. Scrie toate dreptele determinate de patru puncte A, B, C si T /

D, oricare trei necoliniare.
Figura 2



6. Se considera planul « si dreptele d; si dg, ca in Figura 3. Stim
ca dreptele d; si do se intersecteaza in O, dreapta da este inclusa in
planul «, iar punctul A apartine si dreptei d; si planului a.

Justifica de ce dreapta d; este inclusa in planul a.

7. Scrie toate planele determinate de patru puncte necoplanare /a
A, B,CsiD.

Figura 3

8. Folosind Figura 4 stabileste care dintre afirmatiile urmatoare °C
sunt adevarate si care sunt false.

a) Aca;b) D¢ o;c) Cea;d) (BAC) # a; e) (ABD) = o
f) AD C «; g) BC C «.

9. In Figura 5 avem d, e C «; f, g C B; dNe = {A}; D
dng={B}enf={C}sifng={D}. A

a) Determina o N 3. °B a

b) Completeaza cu semnele €, ¢, C sau & urmatoarele enunturi: Figura 4

i) D ... a;yii) A ... (d,g);iii) AD .... o iv) AD .... (e, f).
c¢) Determina (d,e) N (f,g).

5

Figura 5

10. Se considera un dreptunghi ABC'D si E un punct exterior planului dreptunghiului.
a) Realizeaza un desen corespunzator enuntului.
b) Scrie toate planele determinate de aceste puncte.

11. Intr-un plan o se considera punctele Ay, Aa, A3, Ay, A5 si in exteriorul lui se considera punctul
M.

a) Care este cel mai mare numar de drepte determinate de aceste puncte si in ce conditii se obtine
acest numar de drepte?

b) Care este cel mai mic numar de drepte determinate de aceste puncte si in ce conditii se obtine
acest numar de drepte?

12. Intr-un plan o se considera punctele A1, Ao, A, Ay, As si in exteriorul lui se considera punctul
M.

a) Care este cel mai mare numar de plane determinate de aceste puncte si in ce conditii se obtine
acest numar de plane?

b) Care este cel mai mic numar de plane care contin si punctul M si in ce conditii se obtine acest
numar de plane?
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13. Dreptunghiurile ABC'D si ABEF, din Figura 6, sunt situate in plane diferite.
a) Determina dreapta de intersectie a planelor (ABC) si (BDE).
b) Determina dreapta de intersectie a planelor (BDF) si (ACE).

C B

e

Do—————
A
F
Figura 6

14. Problema rezolvata: Se considera dreptele diferite dj, ds si d3 astfel incat dy Ndy = {A},
dy Nds = {B} si do Nds = {C}. Demonstreaza ca daca punctele A, B si C' sunt diferite, atunci dreptele
sunt coplanare.

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Punctele A, B, C' nu pot fi coliniare.

Cum scriu: Din d; Ndy ={A} = A€ d; si A€ ds.
Dindlﬂdg,:{B}:>B€d1 si B € ds.
Dindzﬁd3={0}=>c€d2 si C € ds.
De aici d; = AB, dy = AC si d3 = BC.
Daca punctele A, B, C sunt coliniare, atunci dreptele dy, da si ds coincid.
Dar dy, do si ds sunt drepte diferite.

Pas 2. Oricare trei puncte necoliniare determina un plan.

Se considera o = (ABC).

Pas 3. Axioma includerii spune ca ,daca doua puncte apartin unui plan, atunci dreapta determinata
de ele este inclusa in plan”.

A€

}z>ABCa.DarABzd1:>d1Ca.
B e

Aca
Cea

Bea
Cea

}:>ACCa.DarAC:d2:>dgCa.

}éBCCa.DarBC:dgédgCa.

Pas 4. Toate dreptele sunt in planul «, deci sunt coplanare.

De aici rezulta ca dj, ds si d3 sunt coplanare.

15. Se considera dreptele diferite dy, dg si d3 astfel incat dyNde = {A}, diNds = {B} si daNds = {C}.
Demonstreaza ca daca dreptele dj, da si d3 sunt necoplanare, atunci punctele A, B si C' coincid.
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16. Problema rezolvata: Se considera drep-
tele necoplanare dj, da si ds, concurente intr-un
punct O.

Pe dreapta d; se iau punctele A; si Ag, pe dreapta
ds se iau punctele By si Ba, pe dreapta ds se iau
punctele C si Cy astfel incat Ay B1NAsBy = {M},
A1C1 N ACH = {N} si B1Ch N ByCy = {P}

Demonstreaza ca punctele M, N si P sunt coli-
niare. (Teorema lui Desargues)

Gerard Desargues (1591 — 1661) matematician si
inginer francez. A fost unul dintre fondatorii ge-
ometriei proiective.
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Solutie:

Figura 7

Cum gandesc: Pas 1. Trei puncte necoliniare determina un plan. (Determinarea planului)

Cum scriu: Punctele Ay, B; si C sunt necoliniare, deci exista un plan a = (A4;B1Ch).
Punctele Ay, By si Cy sunt necoliniare, deci exista un plan 5 = (A3 B2Co).
Pas 2. Daca doua puncte sunt situate Intr-un plan, atunci dreapta determinata de ele este inclusa
in acest plan. (Axioma includerii)

Cum Ay, By e a= A1By Casi Ay, Bs € 8= AsBy C .

Pas 3. Punctul M, fiind intersectia dreptelor A1 B; si A3 B, apartine ambelor plane, adica apartine
dreptei lor de intersectie.

{M} =A1BiNAysBy = M € A1 By si M € A9 Bs.
Deci M e A1BiCa=MecasiM e AsB, C = M € §.
. Mea
Din Me B }iMGaﬂﬁ(l).
Pas 4. Punctul N, fiind intersectia dreptelor A1C si A2Cy, apartine ambelor plane, adica apartine
dreptei lor de intersectie.
Punctul P, fiind intersectia dreptelor B1C} si BaCy, apartine ambelor plane, adica apartine dreptei
lor de intersectie.

Analog, Neanpg (2)si Peanp(3).

Pas 5. Daca doua plane distincte au un punct comun, atunci au comun o dreapta. (Axioma
intersectiei)

Consideram d = a N S.

Pas 6. Cum punctele M, N si P apartin intersectiei celor doua plane, ele vor fi situate pe dreapta
d, deci sunt coliniare.

Din (1), (2) si (3) rezultda M, N, P € d, adica punctele M, N si P sunt coliniare.
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2. Corpuri geometrice: piramida, piramida regulata, tetraedrul regulat;
reprezentare, elemente caracteristice, desfasurari
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a Aminteste-ti!
- ‘

1. In care dintre imaginile de mai sus recunosti o piramida?

0 Important

e Obiectele din spatiu se numesc corpuri geometrice.

e Piramida este un corp geometric.

e Elementele unei piramide:

> Baza piramidei. Este un poligon. In figurile de mai sus, bazele piramidelor sunt: tri-
unghi, patrulater sau hexagon. Forma bazei da numele piramidei: piramida triunghiulara, piramida
patrulatera, piramida hexagonala.

> Fetele laterale. Sunt totdeauna triunghiuri. Numarul fetelor laterale depinde de forma bazei.
La piramida triunghiulara sunt trei fete laterale (AVAB, AVBC si AV AC).
La piramida patrulatera sunt patru fete laterale (AVAB, AVBC, AVCD si AVDA).

La piramida hexagonald sunt sase fete laterale (AVAB, AVBC, AVCD, AVDE, AVEF si
AVFA).

> Varful piramidei. Este punctul comun tuturor fetelor laterale (V).
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>> Varfurile bazei. Sunt varfurile poligonului care reprezinta baza piramidei (A, B si C la
piramida triunghiulara, A, B, C' si D la piramida patrulatera si A, B, C, D, F si F la piramida
hexagonala).

> Muchiile bazei. Sunt laturile poligonului ce reprezinta baza piramidei (de exemplu: AB,
BC, CD, DE, EF si FA la piramida hexagonala).

> Muchiile laterale. Sunt segmentele care unesc varful piramidei cu varfurile bazei. Numarul
muchiilor laterale este egal cu numarul varfurilor bazei (de exemplu: AV, BV, C'V si DV la piramida
patrulatera).

e Piramida triunghiulara se mai numeste si tetraedru. La un tetraedru oricare fata poate fi
considerata baza.

e Piramida regulata este piramida cu baza poligon regulat (triunghi echilateral, patrat, hexagon
regulat) si muchiile laterale congruente.
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e Tetraedru regulat este un tetraedru cu toate muchiile congruente.

O e A desfasura o piramida inseamna a reprezenta in acelasi plan baza si fetele laterale astfel incat
dupa decupare, prin pliere, sa obtinem piramida initiala.

e Posibile desfasurari ale unei piramide:

> Piramida regulata cu baza triunghi echilateral.

\% B V, C,
Ay
A C
C B Vv
'
\/3 A

A
> Tetraedru regulat.




VII

=
o
>
a0
9]
b
S
—
©
o}
©
—
b=
©
3
>
i
o
>
a0
(0]
—
©
B
IS
©
=
=%
)
he]
£
©
=
o
3
o
=
=]
©
IS
o
O
Q0
=
>
o
—
s}
o
~

> Piramida regulata cu baza patrat.

> Piramida regulata cu baza hexagon regulat.




TIA

> Piramida patrulatera.
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Exerseaza!

§ 2. Completeaza spatiile punctate astfel incat sa obtinem afirmatii adevarate:
a) Piramida cu baza triunghi se mai numeste si .... .

b) O muchie a unui tetraedru regulat are lungimea egald cu 5 cm. Suma lungimilor tuturor muchiilor
acestui tetraedru este egala cu .... cm.

¢) O piramida cu baza hexagon are .... fete laterale.

d) O piramida cu baza patrulater are cinci .... .

3. Se considera patru piramide, una cu baza triunghi, una cu baza patrulater, una cu baza pentagon
si una cu baza hexagon.

a) Realizeaza cite un desen pentru fiecare tip de piramida.

b) Determina numarul de varfuri v, pentru fiecare piramida.

¢) Determina numarul total de fete f, pentru fiecare piramida.

d) Determind numarul de muchii m, pentru fiecare piramida.

e) Verifica, pentru fiecare piramida in parte, relatia v — m + f = 2.

4. O piramida are 8 muchii. Determina numarul fetelor laterale
ale acestei piramide.

5. O piramida are 6 fete laterale. Determina numarul muchiilor
acestei piramide.

6. In Figura 8 este reprezentats piramida VABCDEF cu baza &
hexagon regulat, unde O este centrul hexagonului ABCDFEF.

Determina urmatoarele intersectii de plane:

a) (VAB)N (CDE); b) (VAB)N(VBC); ¢) (VOA)N (VOE);
d) (VOF)N(ABC);e) (VCF)N(VBC); f) (VCF)n (VBE); Ad
g) (VAD)N (VBE); h) (VCD) N (VEF) (Indicatie: construieste
CDNEF =Q@G);i) (VAB)N(VEF);j) (VAC)N(VBF) (Indicatie:
construieste AC N BF = {H}); k) (VCE)N (VDF). Figura 8
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7. In Figura 9 este desenati o piramidi triunghiulara ABCD
si punctele M € ABsi N € CD.

a) Cate plane distincte, din Figura 9, contin punctul N7

b) Precizeaza dreapta de intersectie in fiecare dintre cazurile ur-
matoare: i) (ABN) si (ABC); ii) (AMN) si (BCD); iii) (ABN) si
(CDM).

8. Un tetraedru regulat are muchia de lungime 8 cm. Calculeaza
suma lungimilor tuturor muchiilor.

9. Suma lungimilor tuturor muchiilor unui tetraedru regulat
este egala cu 72 cm.

a) Determina aria unei fete a acestui tetraedru. Figura 9

b) Determina perimetrul unei fete a acestui tetraedru.

10. O piramida regulata cu baza patrat are muchia bazei egala cu 8 cm si muchia laterala egala cu
10 cm. a) Calculeaza perimetrul bazei. b) Calculeaza perimetrul unei fete laterale. c¢) Calculeaza suma
lungimilor tuturor muchiilor.

11. O piramida regulata cu baza patrat are fetele laterale triunghiuri echilaterale. Suma lungimilor
tuturor muchiilor piramidei este 48 cm.

a) Cat este suma lungimilor muchiilor laterale ale acestei piramide?

b) Calculeaza aria bazei piramidei.

12. Se considera tetraedrul regulat ABC'D, cu AB = 6 cm. O furnica pleaca din varful B si ajunge
in varful D mergand pe fetele ABC si ACD. Determina lungimea celui mai scurt drum pe care furnica
ajunge din B in D.

13. Care dintre urmatoarele imagini pot reprezenta desfasurari ale unei piramide regulate cu baza

patrat?
a) b) c)

@ i § @
d) 9) f)



3. Corpuri geometrice: prisma dreapta, paralelipiped dreptunghic, cub;
reprezentare, elemente caracteristice, desfasurari
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Aminteste-ti!
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1 2 3
Cub Paralelipiped dreptunghic Prisma dreapta

1. Asociaza, daca este posibil, obiectele din primul rdnd cu denumirea corespunzatoare din tabel,
dupa model.
Model: (A,3).

0 Important

e Prisma dreapta este un corp geometric.

A C D; C F’ E’
A :

e Elementele unei prisme drepte:

> Bazele prismei. Sunt doui poligoane congruente. In figurile de mai sus bazele prisme-
lor sunt: triunghiurile ABC si A’B'C’, patratele ABCD si A'B'C'D’ sau hexagoanele ABCDEF si
A'B'C'D'E'F'. Forma bazei dd numele prismei: prisma dreaptd cu baza triunghi, prisma dreapta cu
baza patrulater, prisma dreapta cu baza hexagon.
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> Fete laterale. Sunt totdeauna dreptunghiuri. Numarul fetelor laterale depinde de forma
bazei. La prisma dreaptd cu baza triunghi sunt trei fete laterale: ABB'A’, BCC'B’ si ACC'A’. La
prisma dreapta cu baza patrulater sunt patru fete laterale: ABB'A’, BCC'B', CDD'C’ si ADD'A’.
La prisma dreaptda cu baza hexagon sunt sase fete laterale: ABB'A’, BCC'B’', CDD'C’, DEE'D’,
EFF'E'si FAA'F'.

> Muchiile bazelor. Sunt laturile poligoanelor ce reprezinta bazele prismei (AB, BC, CD si
DA, respectiv A’B’, B'C’, C'D’ si D' A’ 1a o prisma dreapta cu baza patrulater).

> Varfurile prismei. Sunt varfurile poligoanelor care reprezinta bazele prismei (A, B, C, A’,
B’ si C' la o prisma dreaptd cu baza triunghi).

> Muchiile laterale. Sunt laturile unei fete laterale care nu sunt muchii ale bazei. Numarul
muchiilor laterale depinde de forma bazei. La prisma dreapta cu baza triunghi sunt trei muchii laterale:
AA', BB’ si CC'. La prisma dreapta cu baza patrulater sunt patru muchii laterale: AA’, BB', CC’ si
DD'. La prisma dreapta cu baza hexagon sunt sase muchii laterale: AA’, BB', CC', DD', EE’ si FF'.

> Diagonalele prismei sunt segmente care unesc doua varfuri din baze diferite, nesituate pe
aceeasi fatd laterald. Prisma dreapt# cu baza triunghi nu are diagonale. In prisma dreaptd cu baza
patrulater sunt patru diagonale: AC’, BD', CA’ si DB’. In prisma dreapt# cu baza hexagon sunt 18
diagonale: AD', BE', CF', DA, EB', FC', AC', AE', BD', BF', CA', CE', DB’, DF', EC', EA’,
FD'si FB'.

e A desfasura o prisma dreapta inseamna a reprezenta in acelasi plan bazele si fetele laterale
astfel incat dupa decupare, prin pliere, sa obtinem prisma initiala.

e Posibile desfasurari ale unei prisme:

> Prisma dreapta cu baza triunghi echilateral.

C’

As a | o |




> Prisma dreapta cu baza patrat.

D’

L

D’

A’

C’

> Prisma dreapta cu baza hexagon regulat.

B, C’l D’ Aal
Cl Dl Al
D’ E’, F A
D E F A
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VII

6 e Paralelipipedul dreptunghic este o prisma dreapta in care bazele sunt dreptunghiuri. La un
paralelipiped dreptunghic oricare doua fete opuse pot fi considerate baze.

D- C
D C
a
A o
B C D, A

e La paralelipipedul dreptunghic muchiile sunt patru cate patru congruente:
AB=CD=C'D' = A'B’;
BC = AD = A'D' = B'C’;
AA' = BB' =CC'=DD'.
Din acest motiv spunem paralelipipedul dreptunghic cu dimensiunile a, b, c.

e Cubul este un paralelipiped dreptunghic in care toate fetele sunt patrate.

Do————0C

e Cubul are toate muchiile congruente. Din acest motiv spunem cubul de muchie a.
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Exerseaza!
2. Precizeaza ce corpuri geometrice observi in fiecare dintre imaginile urmatoare:

Creioane Magneti Containere Zaruri

3. In Figura 10, este reprezentats desfisurarea
unui paralelipiped dreptunghic, unde pe mai multe
laturi este construit cate un trapez.

a) Realizeaza pe o bucata de carton imaginea din
Figura 10, decupeaz-o si construieste paralelipipedul
dreptunghic. Vei observa astfel ca trapezul reprezinta
0 zona pe care o poti acoperi cu lipici, astfel incat cor-
pul geometric construit sa nu se ,dezintegreze” ime-
diat dupa formare.

b) Realizeaza, pe o bucata de carton imagini ase-
manatoare cu cele de la punctul anterior pentru prisma
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dreapta cu baza triunghi si pentru cub. Figura 10 P
¢) Decupeaza imaginile obtinute la punctul ante- M =
rior si construieste prisma dreapta cu baza triunghi si &
cubul.
N

4. In Figura 11 este reprezentati o prismi dreapti
cu baza triunghi.
a) Enumera varfurile, muchiile si fetele prismei.
b) Determina urmatoarele intersectii:
i) (BCN)N(ACM); ii) (ABN)N (CNP);
iii) (CMP)N(ANB); iv) (ANB)N (MNP).

5. In Figura 12, este reprezentat un cub Rubik.
Un cub Rubik are proprietatea ca oricum am alege B
doua fete distincte, acestea au culori diferite (alb, Figura 11
rosu, galben, verde, albastru, portocaliu). Mai mult,
acest cub poate fi interpretat ca alipirea a 27 de cuburi
mai mici (3x3x3), pe care le vom denumi cubulete.
Determina cate dintre cubuletele cubului Rubik au:
a) 0 fete colorate, in culori din enuntul problemei;
b) 1 fata colorata, in culori din enuntul problemei;
c) 2 fete colorate, in culori din enuntul problemei;
d) 3 fete colorate, in culori din enuntul problemei;
e) 4 fete colorate, in culori din enuntul problemei.

Figura 12
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6. Exista cuburi Rubik de forma 2 x 2 x 2, care au numai patru culori: alb, albastru, rosu si galben.
Determina céate dintre cubuletele unui astfel de cub Rubik au:
a) 0 fete colorate, in culori din enuntul problemei;
b) 1 fata colorata, in culori din enuntul problemei;
) 2 fete colorate, in culori din enuntul problemeti;
d) 3 fete colorate, in culori din enuntul problemei;
e) 4 fete colorate, in culori din enuntul problemei.

7. Se considera o prisma dreapta cu baza triunghi.

a) Realizeaza un desen corespunzator.

b) Enumera fetele, muchiile si varfurile corpului desenat.

¢) Noteaza cu f numarul total de fete al corpului, cu m numarul total de muchii si cu v numaérul total
de varfuri si verifica daca este adevarata relatia v —m + f = 2.

&) 8. Se considera o prisma dreapta cu baza patrulater.
a) Realizeaza un desen corespunzator.
b) Enumera fetele, muchiile si varfurile corpului desenat.
¢) Noteaza cu f numarul total de fete al corpului, cu m numarul total de muchii si cu v numarul total
de varfuri si verifica daca este adevarata relatia v —m + f = 2.

s 9. Se considera o prisma dreaptd cu baza hexagon.
a) Realizeaza un desen corespunzator.
b) Enumera fetele, muchiile si varfurile corpului desenat.
c¢) Noteaza cu f numarul total de fete al corpului, cu m numarul total de muchii si cu v numarul total
de varfuri si verifica daca este adevarata relatia v —m + f = 2.

o
>
(S}

g

=
[N
c
=}

2
o
9]
—

©

el
9]

R

2

°
©
o
©
a

>

i
o
T
o
e

©
T
£
w

=
a
@
S}
=
=]
9]
IS
o
9]
)
=
=)
a
2
o

(@]

™

10. Se considera un paralelipiped dreptunghic.

a) Realizeaza un desen corespunzator.

b) Enumera fetele, muchiile si varfurile corpului desenat.

¢) Noteaza cu f numarul total de fete al corpului, cu m numarul total de muchii si cu v numarul total
de varfuri si verifica daca este adevarata relatia v —m + f = 2.

& 11. Se considera un cub.
a) Realizeaza un desen corespunzator.
b) Enumera fetele, muchiile si varfurile corpului desenat.
¢) Noteaza cu f numarul total de fete al corpului, cu m numarul total de muchii si cu v numarul total
de varfuri si verifica daca este adevarata relatia v —m + f = 2.

b

12. Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’.
Daca AB = 10 cm, BC = 15 cm si CC" = 20 cm, calculeaza suma
lungimilor tuturor muchiilor.

13. Daca suma lungimilor tuturor muchiilor unui cub este egala
cu 64 m, calculeaza lungimea unei muchii a cubului.

14. In Figura 13 este schita unui bloc avand forma unui para-
lelipiped dreptunghic. Trebuie construita o scara exterioara care sa
porneasca din punctul A si sd ajunga in punctul A’, urmand tra-
seul din schita. Se stie cd dimensiunile blocului sunt AA” = 30 m,
AB =12 m si BC =24 m.

a) Determind lungimea minima a scarii.

b) Determina lungimile segmentelor DE, C'F' si BG pentru care
lungimea scarii este minima.

Figura 13




4. Corpuri geometrice: cilindru circular drept; con circular drept;
{ reprezentare, elemente caracteristice, desfasurari

Aminteste-ti!

5
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Cilindru circular

Con circular

1. Asociaza, daca este posibil, obiectele din primul rdnd cu denumirea corespunzatoare din tabel,

dupa model.
Model: (A,2).

O Important

e Cilindrul circular drept este un corp geometric.

e Elementele unui cilindru circular drept:

> Bazele cilindrului. Sunt doua cercuri de raze egale.

> Raza bazei. Este lungimea razei unei baze a cilindrului.

De exemplu, OA sau O'G’.

> Suprafata cilindrica. Un cilindru nu are fete laterale.

Are o singura fata numita suprafata cilindrica.

> Generatoarea cilindrului. Este un segment care apartine
suprafetei cilindrice si uneste doua puncte situate pe cele doua baze
astfel incat distanta dintre ele sd fie minima. De exemplu, GG’ sau

AD.

e Toate generatoarele unui cilindru circular drept sunt congruente.

e A desfasura un cilindru circular drept inseamna a reprezenta in acelasi plan bazele si

suprafata cilindrica astfel incat daca decupam, prin pliere, sa obtinem cilindrul initial.
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> Posibila desfasurare a unui cilindru circular drept:

C
DgT 9 D, S
D,
N A . Ly
\;}(}/“ B, i

0 e Conul circular drept este un corp geometric.
e Elementele unui con circular drept:

> Baza conului. Este un cerc.

> Varful conului. Este un punct nesituat in planul in care
se afla baza conului si formeaza cu orice coarda a bazei un triunghi
isoscel (V).

> Raza bazei. Este lungimea razei bazei conului. De exem-
plu, OA sau OG.

> Suprafata conica. Un con nu are fete laterale. Are o
singura fata numita suprafata conica.

> Generatoarea conului. Este un segment care uneste var-
ful conului cu un punct situat pe baza conului. De exemplu, V' A sau
VG.

e Toate generatoarele unui con circular drept sunt congruente.

e A desfasura un con circular drept inseamna a reprezenta in acelasi plan baza si suprafata
conica astfel incat dupa decupare, prin pliere, sa obtinem conul initial.
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> Posibila desfasurare a unui con circular drept:
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Exerseaza!

6 2. Precizeaza ce corpuri geometrice observi in fiecare dintre imaginile urmatoare:

Palarie orientala Trunchiuri de copaci Far

3. In Figura 14, este reprezentats desfisurarea unui cilindru circular drept unde pe o laturd este
construit un trapez, iar pe cercuri sunt construite alte forme geometrice asemanatoare unui trapez.

Realizeaza pe o bucata de carton imaginea din Figura 14, decupeaz-o si construieste cilindrul circular
drept.

Figura 14

4. Realizeaza o imagine asemanatoare pentru un con circular drept si construieste apoi conul.
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5. a) Deseneaza un cilindru circular drept.

b) Construieste punctele distincte A, B, C' si D pe una dintre bazele cilindrului astfel incat punctele
A si C, respectiv B si D sa fie puncte diametral opuse.
¢) Construieste apoi punctele distincte A’, B’, C’ si D’ pe cealalta baza a cilindrului astfel incat AA’,

BB', CC' si DD’ sa fie generatoare ale cilindrului.

d) Stabileste daca urmatoarele relatii sunt adevarate sau false:

i) AA" = BB'; ii) A'C' = AC} iii) AC = BD.
e) Determina (ABB') N (A'C'D’).

f) Noteaza cu O centrul bazei pe care se afla punctele A, B, C' si D si cu O’ centrul bazei pe care se
afld punctele A’, B’, ¢’ si D'. Determina (AA’0O’) N (BOB’).

6. In Figura 15 este reprezentats desfisurarea unui cilindru circular drept.

a) Daca lungimea cercului de la baza cilindrului este 147 c¢m, ce lungime are segmentul AA;7
b) Stiind ca aria dreptunghiului AA;D;D este egald cu 707 cm?, determind lungimea generatoarei

cilindrului.

5

o)

C

Figura 15

7. a) Deseneaza un con circular drept si noteaza varful conului cu V' si centrul bazei cu O.
b) Construieste punctele distincte A, B, C' si D pe baza conului astfel incat punctele A si C, respectiv

B si D sa fie puncte diametral opuse.
c¢) Stabileste daca urmatoarele relatii sunt ade-
varate sau false:

i) AO = CO;y ii) VA =V Byiii) AC = BD.
d) Determina (VAC) N (ABC).
e) Determina (VOA) N (VOB).
8. In Figura 16 aliturati este reprezentati

desfasurarea unui con circular drept, in care lun-
gimea arcului de cerc B1 By este egala cu 127 cm.

a) Ce lungime are cercul de la baza conului?
b) Determina raza conului.

¢) Daca generatoarea conului are lungimea egala
cu 36 cm, determina masura unghiului B,V Bs.

Figura 16




9. In Figura 17 este reprezentat schematic, un turn dintr-un castel medieval in care ABCD este un
cilindru circular drept si VC'D este un con circular drept. Pentru a fi inclus in lista obiectivelor turistice,
trebuie instalata o scara exterioara, scara ce va fi utilizata in caz de incendiu. Ioana este arhitect si se
ocupa de constructia acestei scari. Dimensiunile turnului sunt urmatoarele: raza cilindrului este de 30
de metri, iar generatoarea cilindrului de 80 de metri. Se va considera valoarea lui 7 egala cu 3.

a) In prima faza, Ioana realizeaza scara de incendiu precum linia albastra din Figura 17 si reprezinta
cel mai scurt drum din punctul A in punctul D, parcurgand suprafata cilindrului. Determina lungimea
scarii Tn acest caz.

\Y%

Figura 17

b) Proiectul Ioanei de la punctul a) nu a fost aprobat, deoarece acea scara nu trece prin punctul M,
mijlocul segmentului AD, unde se afla o fereastra ce ar putea fi transformata in usa de incendiu. loana se
adapteaza si realizeaza proiectul precum in Figura 18, unde scara este reprezentata de linia verde. Aici,
scara a fost construita ca fiind cel mai scurt drum din punctul A in punctul M si apoi din punctul M in
punctul D, scara fiind construita pe suprafata cilindrului. Determina lungimea scarii in acest caz.

c¢) In ambele cazuri se evita constructia unei scari pe generatoarea AD. Justifica de ce o astfel de
scara nu ar fi potrivita, din punct de vedere practic.

\Y

Figura 18
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5. Recapitulare

@ 1. Asociaza fiecare notiune de geometrie din coloana A cu obiectul pe care il poate reprezenta din

coloana B:
A B
i) punct 1) Liniile de tren
ii) dreapta 2) Ecranul unui telefon
iii) plan 3) Atomul
4) Un dulap

@ 2. Completeaza spatiile punctate astfel incat urmatoarele afirmatii sa fie adevarate.

a) Un plan este determinat de .... puncte necoliniare.
b) Doua puncte distincte determina o .... .

¢) O dreapta si un punct exterior ei determina un .... .

d) Daca doua plane distincte au in comun un punct, atunci ele au in comun o .... .

e) .... nu are dimensiune, are doar pozitie.

f) .... are trei dimensiuni.

3. Deseneaza un paralelipiped dreptunghic ABCDEFGH si construieste diagonalele sale.

4. Deseneaza conul circular drept VM N si construieste genera-

toarea V A. /
5. Deseneaza o prisma dreapta cu baza triunghi echilateral. d, /

6. Se considera planul « si dreptele d; si da, ca in Figura 19,

unde stim ca dy C «; dy || do; A€ dysi A€ a.
Justifica de ce dy C a.

7. Se considera patru puncte M, N, P si @, oricare trei necoliniare, astfel incat M N || PQ.

a) Justifica de ce punctele M, N, P si () sunt coplanare.
b) Arata ca MQ C (MNP).
¢) Demonstreaza ca MP C (MNQ).

Figura 19

d) Daca R este intersectia dreptelor M@ si NP, demonstreaza ca R € (M N P).

8. Se considera M, N, P si Q patru puncte distincte astfel incét
MPNNQ@={A}.

a) Justifica de ce punctele M, N, P si () sunt coplanare.

b) Arata ca MQ C (MNP).

c¢) Demonstreaza ca MP C (MNQ).

d) Daca R este intersectia dreptelor M@ si NP, demonstreaza
ca Re (MNP).

9. Se considera « si 8 doua plane, ca in Figura 20, astfel incat
anp=d. SestiecaieCa,dNe={A}si fCp,dnf={B}.

a) Stabileste daca A € f.
b) Stabileste daca B € a.

Figura 20



10. In Figura 21 este reprezentatd piramida regulatd cu baza
patrat VABCD, unde O este centrul bazei.

Determina urmatoarele intersectii de plane:

i) (VAB) N (ABC); ii) (VBC)N (ABD);

iii) (VOA) N (ABC); iv) (VOB)N(VOCQC);

v) (VOA)N(VOC);  vi) (VOA)N (VBC);

vii) (VOC)N (VBC); viii) (VOB)N(VCD).

11. Se considera tetraedrul VABC.
a) Deseneaza tetraedrul VABC.
b) Stabileste care dintre urmatoarele enunturi sunt adevarate si [’ .
care sunt false: A B
i) Ve (ABC);ii) VC C (VAB); iii) VB C (ABC). Figura 21
¢) Determina (VAB) N (ABC) si (VAB) N (VBC).

12. O prisma dreapta ABCDEFA'B'C'D'E'F’ cu baza hexagon regulat are fetele laterale patrate.
Daca suma lungimilor muchiilor laterale este egala cu 36 cm, determina aria bazei ABCDEF.

13. Suma lungimilor tuturor muchiilor unei piramide regulate cu baza hexagon regulat este egala cu
48 cm. Daca muchia laterala are lungimea de 5 cm, determina:

a) lungimea muchiei bazei;

b) perimetrul bazei;

c) aria unei fete laterale.

14. In conul circular drept din Figura 22, AB este diametru,
iar triunghiul VAB este dreptunghic. Generatoarea conului este de

44/2 cm. N A B
a) Determina lungimea cercului de la baza conului. )
b) Determina aria bazei conului.
¢) Daca C este un punct pe baza conului astfel incat Figura 22

<ABC = 30°, determina distanta de la punctul V' la dreapta AC.

15. In Figura 23 este schita unei cutii in forma de prisma dreapts cu baza patrat. Pe cutie s-a
desenat cu markerul o linie rosie, ca in figura. Punctele M si N sunt fixate si reprezinta mijloacele
muchiilor CC’ si DD’'. Latura bazei AB = 6 cm, iar muchia lateralda AA” = 10 cm. Care este lungimea
minima a liniei rosii?

c
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16. In Figura 24 este reprezentat schematic un rezervor in forma de cilindru circular drept cu raza
bazei de 3 m si generatoarea de 4 m. Punctele A si B, respectiv C si D sunt diametral opuse, iar AD si
BC sunt generatoare. Se va considera valoarea lui 7 egala cu 3.

Pentru a ajunge pe acoperis se merge din punctul A pana in punctul E pe o scara lipita de suprafata
cilindrica, iar din punctul £ pana in punctul C pe o scard ce urmeaza generatoarea cilindrului.

Ce lungime are drumul din punctul A pana in punctul C?

D C

Figura 24

17. Un elicopter al echipei de salvamont trebuie sa ajunga din punctul B in punctul F' pe drumul
cel mai scurt. Elicopterul poate ocoli muntele din imagine doar in plan orizontal (trecind prin oricare
dintre punctele A— B —C — D — E — F) sau in plan vertical (trecAnd prin V). Elicopterul nu poate trece
prin interiorul piramidei. In zona versantilor aflati pe fetele VAB si V AF sunt inregistrate valori foarte
mari ale vitezelor curentilor de aer si elicopterul trebuie sa evite acele zone.

Daca elicopterul isi schimba altitudinea, atunci zboara cu 10 m/s. Daca isi pastreaza altitudinea,
zboara cu 25 m/s.

Daca VABCDEF reprezinta o piramida regulatd cu baza hexagon regulat, cu AB = 200 m si
VA = 250 m, determina care este cea mai rapida ruta de a ajunge din B in F), stiind ca elicopterul va

zbura numai pe muchiile piramidei.

5

Figura 25

AUTOEVALUARE - In aceasti unitate de invitare: W

Am inteles foarte bine .... Revezi lectiile si exercitiile notiunilor notate la culoarea galbend.

Imi este neclar .... Discutd cu un coleg/ o colegd sau cu profesorul despre ceea ce nu ai
inteles si ai completat la culoarea rosie.

Nu stiu sa .... / Nu am inteles ....
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6. Evaluare

Timp de lucru: 45 de minute
Din oficiu 10p

1. Precizeaza ce corpuri geometrice identifici in fiecare dintre imaginile urmatoare: 20p
a) b) c) d) e)
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2. Completeaza spatiile punctate astfel incat sa obtii afirmatii adevarate:
a) O muchie a unui tetraedru regulat are lungimea egala cu 7 cm. Suma lungimilor tuturor

muchiilor tetraedrului este egala cu .... . op
b) Un cub este paralelipipedul dreptunghic in care toate fetele sunt .... . op
3. a) Deseneaza o prisma dreapta ABCDA'B'C'D’ cu baza patrat. op
b) Construieste, pe desenul tau, diagonalele acestei prisme. ap

4. O prisméa dreaptda ABCA'B’'C’ cu baza triunghi echilateral are fetele laterale patrate.
Daca muchia laterala are lungimea de 6 cm, determina aria uneia dintre baze. 10p

5. Intr-un con circular drept in care AB este diametrul bazei, triunghiul VAB este

echilateral. Generatoarea conului are lunungimea de 6 cm.
a) Determina lungimea cercului de la baza conului. 10p
b) Determina aria bazei conului. 10p

6. Un cilindru circular drept are generatoarea egala cu 10 cm si raza bazei egala cu 45 cm.
Determina perimetrul desfasurarii pe un plan a suprafetei cilindrice. 10p

7. In Figura 26 este reprezentat schematic un acoperis in forma de prismé dreapts cu baza
triunghi echilateral, in care AB = 12 m si BD = 10 m. O pisica merge pe acoperis, din punctul B
pana in punctul E.

Ce lungime are traseul parcurs de pisica, stiind ca este cel mai scurt traseu posibil? 10p

F

Figura 26
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7. Exersezi si progresezi
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1. In Figura 27, avem dreapta e inclusi in planul «, dreapta
d intersecteaza planul « 1n punctul O, punctele diferite, O si B,
apartin dreptei e, punctul C apartine planului «, dar nu apartine
dreptei e si punctul A apartine dreptei d, dar nu apartine dreptei e.
a) Stabileste care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate si
care sunt false:
i) C ¢ d;ii) BC C o iii) (d,e) = a3 iv) (AC,B) = (d,B);
v) (0OC,A) = (d,C); vi) (e,A) = (d,B). o
b) Determina:
i) (AOB) Nay ii) (AOC) Nay iii) (BOC) Na;
iv) ACNa; v) BCNe;vi) (AOB) N (AOQC); vii) (d,B) N a. Figura 27

2. a) Deseneaza un plan a.

b) Deseneaza doud puncte distincte A si B cu proprietatea ca A, B € a.

¢) Construieste un plan 3, diferit de «, astfel incat a N g = AB.

d) Deseneaza doua puncte distincte M si N care se afla in planul «, dar nu se afla in planul 3.

e) Deseneaza doua puncte distincte P si @) care se afla in planul 8, dar nu si in planul « astfel incit
MP || NQ.

f) Determina (MNP)Na si (MNP)N .

g) Daca M N N PQ = {R}, stabileste daca punctele A, B si R sunt coliniare.

3. Piramida regulata VABC are baza triunghi echilateral cu aria egala cu 4y/3 cm?. Determini

muchia laterala a piramidei, stiind ca <AV B = 90°.

4. Un producator de antene pentru emisie de unde radio sau de televiziune foloseste modelul din
Figura 28 pentru a construi antenele, model denumit unitate de structurd. Fiecare segment, care apare
pe model, in realitate este o bara metalica numita grinda. Pentru a realiza o antena, producatorul
construieste o unitate de structura, dupa care considera baza superioara a prismei drepte ca fiind baza
inferioara a urmatoarei unitati de structura si continua procedeul pana cand atinge inaltimea dorita. Una
dintre cerintele clientilor producatorului este sa vopseasca in mod diferit fiecare tip de grinda utilizat in
constructia antenei. O alta cerinta este ca toate antenele produse sa aiba inaltimea de 100 de metri. Se
stie ca lungimea unei grinzi albastre este de 2 metri, iar a unei grinzi verzi este de 1,5 m.

a) Calculeaza lungimea unei grinzi rosii.

b) Cate grinzi de fiecare culoare s-au folosit pentru a construi antena?

c¢) Ce lungime au in total toate grinzile folosite pentru a construi antena?

5

Figura 28






1. Paralelism: drepte paralele; unghiul a doud drepte

1. Paralelism: drepte paralele; unghiul a doua drepte

Aminteste-ti!

1. Analizeaza, cu atentie, imaginile din stanga si apoi figurile din dreapta si raspunde la intrebarile

In figura din partea dreapts a
este reprezentata schita celor doua
strazi din imaginea din partea stanga.
b

& In figura din partea dreaptd
~ este reprezentata schita celor doua

sine de cale ferata din imaginea

C
d
din partea stanga. \
m
\

de mai jos.

i ..?*“ a In figura din partea dreapti
| il este reprezentata schita soselei si
‘ Ml | '[ ‘ a pasarelei din imaginea din par-
tea stanga.

e

a) Dreptele a si b au puncte comune?

b) Sunt dreptele a si b in acelasi plan? Justifica raspunsul.
c¢) Dreptele ¢ si d au puncte comune?

d) Sunt dreptele ¢ si d in acelasi plan? Justifica raspunsul.
e) Dreptele m si n au puncte comune?

f) Sunt dreptele m si n in acelasi plan? Justifica raspunsul.

0 Important

e In spatiu, dou drepte pot fi:
> concurente: sunt doua drepte, coplanare care au exact un punct comun;
> paralele: sunt doua drepte, coplanare care nu au niciun punct comun;
> necoplanare: sunt drepte care nu au niciun punct comun si nu sunt situate in acelasi plan.



e In spatiu, dous drepte paralele cu a treia dreapta sunt paralele
intre ele.

alld : b
bHc}:HI’HC

Observa si descopera!
D’

Q

2. In Figura 1 si Figura 2 C B’
este vorba de acelasi corp repre- ‘
zentat din perspective diferite.

Privind Figura 1, Ana va spune:
,Dreptele AD’ si B'C sunt drepte
necoplanare”.

Privind Figura 2, Radu va spune:
,Dreptele AD’ si B'C sunt drepte
concurente”.

a) Care dintre cei doi copii are
dreptate?

A B b) De ce crezi ca s-a inselat
unul dintre copii?

Figura 1

0 Important

e Dreptele concurente sunt coplanare (situate in acelasi plan) si formeaza patru unghiuri, doua cate
doua congruente.

Figura 2

e Masura unghiului dintre doua drepte concurente este cea mai mica masura a unghiurilor
formate de cele doua drepte.

e Masura unghiului dintre doua drepte paralele este egala cu 0°.

e Masura unghiului dintre doua drepte necoplanare este masura unghiului format de para-
lelele duse printr-un punct oarecare (convenabil ales) la cele doua drepte.

alla
b || b = <(ab) = <(a' V')
any ={M}

Uneori, punctul M se ia pe una .
\ dintre drepte si, prin el, se duce pa- M
****************** e ralela la cealaltd dreaptd (vezi fi- -
\ gura din dreapta).
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1. Paralelism: drepte paralele; unghiul a doud drepte

Exerseaza!

3. Se considera cubul ABCDA'B'C'D’ din Figura 3. Scrie in
caiet:

a) un exemplu de doua drepte paralele;

b) un exemplu de doua drepte coplanare;

¢) un exemplu de doua drepte concurente;

d) un exemplu de doud drepte necoplanare.

@ 4. Folosind cubul din Figura 3, stabileste masurile urmatoarelor
unghiuri:
a) unghiul dintre dreptele AA’ si AD;
b) unghiul dintre dreptele AA’ si BC,
¢) unghiul dintre dreptele BB’ si CC’;
d) unghiul dintre dreptele AB si DD’; Figura 3
e) unghiul dintre dreptele AD si DA’;
f) unghiul dintre dreptele CC’ si A'D;
g) unghiul dintre dreptele B'C” si AC.

5. Problema rezolvata: Se considera cubul ABCDA'B'C’'D’. Determind masura unghiului dintre
dreptele A’D si AC.

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Realizez un desen corespunzator enuntului.

Cum scriu:

D’ C

AT B

Pas 2. Trebuie ca, printr-un punct al uneia dintre drepte sa
construiesc o paraleld la cealalta dreapta. Voi arata ca dreptele A’D
si B'C' sunt paralele.

Construim segmentul B'C'.

Avem A'B’' || D'C" || DC.

Avem A'B' = D'C’' = DC.

Cum A'B’ || DC'si A'B’ = DC, obtinem ca A'B'C D
este paralelogram si deci A’D || B'C.




Pas 3. Pun in evidenta unghiul care da masura unghiului cautat.
Deoarece A'D || B'C rezulta <(A’'D,AC) = <(B'C,AC).

Pas 4. Pentru determinarea masurii unghiului dintre dreptele B'C' si AC' folosesc triunghiul B'C' A.
Observ ca toate laturile acestui triunghi sunt diagonale ale fetelor cubului, deci triunghiul B'C' A
este echilateral.

In AB'CA avem AB' = B'C = AC (diagonale ale fetelor cubului) = AB'CA este
echilateral, deci <B'C A = 60°.

Avem <t(A'D,AC) = <(B'C,AC) = <B'CA.

In concluzie <(A'D,AC) = 60°.

6. Se considera ABCA’B'C’ o prisma dreaptd cu baza triunghi echilateral, M mijlocul muchiei AB
si M’ mijlocul muchiei A’B’ (Figura 4).

a) Demonstreaza cd AA" || MM'.

b) Demonstreaza ca CM || C'M'.

¢) Determina masura unghiului dintre dreptele AB si CC".

d) Determind masura unghiului dintre dreptele AB si B'C".

CJ

AM

B’

A M B
Figura 4

7. Se considera prisma dreapta ABCDEFA'B'C'D'E'F’ cu baza hexagon regulat.
a) Realizeaza un desen corespunzator.

b) Precizeaza doua perechi de drepte paralele.

c¢) Precizeaza doua perechi de drepte concurente.

d) Precizeaza doua perechi de drepte coplanare.

e) Precizeaza doua perechi de drepte necoplanare.

8. Se considera prisma dreaptda ABCDEFA'B'C'D'E'F’ cu baza hexagon regulat.
Demonstreaza ca:

a) AA" || CC; c) AB || E'D'; e)AC || A'C; g) AC || D'F’;
b) BB | EE; d) BC | E'F; f) BE || B'E'; W) AE || B'D'.

9. Se considera prisma dreaptda ABCDEFA'B'C'D'E'F’ cu baza hexagon regulat. Determina mé-
surile unghiurilor dintre dreptele:

a) AB si BB'; c) AB si E'F; e) AD si B'F/;

b) BC si EE'; d) AC si C'E'; f) AF si D'F.
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2. Dreapta paraleld cu planul

2. Dreapta paralela cu planul

Observa si descopera!

1. In figura din dreapta sunt d
reprezentate schitat soseaua sub
forma planului, pasarela sub forma
dreptei si umbra pasarelei pe sosea
sub forma dreptei a. a

a) Cum sunt dreptele d si a?

b) Dacd 3 este planul deter- o
minat de dreptele d si a, care este
dreapta de intersectie a planelor
o si f7?

c) Dreapta d si planul a au
puncte comune?

e O dreapta este paralela cu un un plan daca nu are niciun punct comun cu planul.

Scriu: d || a.. Citesc: dreapta d este paraleld cu planul a. d

e O dreapta este concurenta cu un plan (inteapa planul) daca
are exact un punct comun cu planul.

Scriv: d N = {A}. Citesc: dreapta d intersecteaza planul
(inteapa planul) « in punctul A.

e Daca o dreapta are doua puncte comune cu un plan, atunci ea \ A
este continuta in plan. (Axioma includerii) \

e Cum dovedesc ca o dreapta este paralela cu un plan? Daca o dreapta este paralela
cu o dreapta dintr-un plan, atunci ea este paralela cu planul.

dla d
| =d| «a
aC o
Justificare: Presupunem ca d }f a. Atunci d
si o au puncte comune. Consideram M un punct a
comun.
o M

Pe de alta parte, d || a implica faptul ca exista
un plan 3 = (d,a).

Deoarece M € dNa obtinem M € d C 8 si M € o, adica M € anNf. Cum NP = a rezulta M € a.



Dar M € d, deci dreptele a si d sunt concurente. Contradictie cu d || a, prin urmare presupunerea facuta
(d } «) este falsa. Obtinem ca d || a.

Observatie: Daca o dreapta este paraleld cu un plan, atunci
este paralela cu o infinitate de drepte din plan, dar nu cu oricare
dreapta din plan.

Ezemplu: muchia notata cu a este paralela cu fiecare dreapta
determinata de codul de bare, dar nu este paralela cu dreapta de sub
textul scris pe cutie.

oy
& }

Exerseaza!
2. Prezinta doua exemple din sala de clasa in care o dreapta este paraleld cu un plan.

3. a) Pe un cub, alege o muchie si o fata laterala astfel incat dreapta pe care se afli muchia sa fie
paralela cu planul fetei. Justifica paralelismul.

b) Mai exista vreo fata paralela cu muchia aleasa?

4. Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B’'C’'D’. Demonstreaza ca:

a) AB | (CDD'); b) BB' | (ADD'); ) CD' || (ABB'); d) AD' || (BCC'); ¢) AC || (A'C'B);
f) AD" | (A’BC"); g) BC" || (AD'C).

5. Dreptunghiurile ABC'D si ABEF sunt situate in plane diferite. Demonstreaza ca FD || (BEC).

6. Dreptunghiurile ABC'D si ABEF sunt situate in plane diferite. Daca M este punctul de intersectie
a diagonalelor dreptunghiului ABCD si N este punctul de intersectie a diagonalelor dreptunghiului
ABEF, demonstreaza ca M N || (FAD).

7. Problema rezolvata: Triunghiurile ABC' si ABD sunt situate in plane diferite. Daca G si Go
sunt centrele de greutate ale triunghiurilor ABC, respectiv ABD, demonstreaza ca: GGz || (BCD).

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Realizez un desen corespunzator enuntului. Punctele E' si F' sunt mijloacele
laturilor BC', respectiv BD.

Cum scriu:
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2. Dreapta paraleld cu planul

Pas 2. Trebuie identificata o dreapta in planul (BCD) despre care si demonstrez ca este paraleld

cu G1Gs.

Imi amintesc ci, in plan, paralelismul a doui drepte se poate demonstra prin:

1. drepte taiate de o secanta

2. reciproca teoremei lui Thales

3. linia mijlocie in triunghi

4. laturi opuse in paralelogram

5. tranzitivitatea relatiei de paralelism.

- 2
In problema data, daca vorbim de centrul de greutate, stiu ca el se afla, pe o mediana, la 3 de varf

1
si 3 de baza. Acest lucru ma determina sa folosesc reciproca teoremei lui Thales in triunghiul AEF.

Din AFE este mediana si GGy este centrul de greutate, rezulta

2 .
= —. In triunghiul AEF avem —— =

AF 3 AFE AF
Thales, rezulta G1G3 || EF. Acum G1G3 | EF si EF C (BCD) implica G1Gs || (BCD).

A

8. Triunghiurile ABC si ABD sunt situate in plane diferite.
Daca G; si G2 sunt centrele de greutate ale triunghiurilor ABC),
respectiv ABD, demonstreaza ca CD || (BG1G2).

9. Se considera piramida regulata VABC, punctul £ pe muchia
V' B si punctul F' pe muchia C'V astfel incat AE este bisectoarea un-
ghiului VAB si AF este bisectoarea unghiului V AC. Demonstreaza
ca EF || (ABC).

Indicatie:

Daca AM este bisectoarea unghiului A, din triunghiul ABC, atunci
MB AB (vezi Fi 5)
Vo — Ac \ved Figura 5).

10. Se considera un plan «, o dreapta a paralela cu planul « si
un plan § care contine dreapta a, ca in Figura 6. Dacd a N = d,
arata ca a || d.

AG, 2 :
7 =3 Analog obtin

) si, din reciproca teoremei lui

Figura 5




3. Plane paralele

& Observa si descopera! ‘4
1
d

tavanul TnIZ nuante 1. In figura din dreapta sunt B ) ><
reprezentate schitat pardoseala sa- a b
lii de sport sub forma planului o, Y

portiunea din tavan de culoare ver-

nil sub forma planului 3, o parte
laterala a tavanului sub forma pla-

nului vy si sub forma dreptelor dy,

ds, a si b o parte din grinzile din
imaginea din stanga. a

sala de sport

pardoseala

Priveste cu atentie imaginea si figura si stabileste care dintre afirmatiile urmatoare sunt adevarate si
care sunt false:

a) Planele « si f nu au puncte comune. d) Dreptele d; si da sunt concurente.
b) Planele § si v nu au puncte comune. e) Dreptele d; si dg sunt paralele cu planul .
¢) Planele « si v nu au puncte comune. f) Dreapta b este paralela cu planul .
0 Important
e Doua plane sunt paralele daca nu au niciun punct comun. B

Scriu: « || . Citesc: planul alfa este paralel cu planul beta.

e Daca doua plane distincte au un punct comun, atunci au comun
o dreapta. Planele sunt concurente.

e Cum dovedesc ca doua plane sunt paralele?

Daca doua drepte concurente dintr-un plan sunt paralele cu alt plan, atunci planul determinat de
cele doua drepte este paralel cu planul initial.

diNdy = {A}

di,ds C «

di || g

d2 H 3

Justificare: Presupunem ca planele nu sunt

paralele. Atunci exista o dreapta d = anj3. Dreapta
d si dreptele dj si dy sunt din planul a. Deoarece
dy si dg sunt drepte concurente, rezulta ca dreapta o
d se intersecteaza cu dreapta dy sau cu dreapta ds. et
(Daca d nu se intersecteaza nici cu dp, nici cu da, I,/’OM
atunci d || dy si d || dg, de unde rezulta dy || do. T d
Dar d; Ndy = {A}.) Considerand {M} = d N dy,
atunci M € d C 8 si M € dy, adica dy N B # 0.
Contradictie cu afirmatia din ipoteza care spune ca
dy || B. Presupunerea facuta este falsa, prin urmare

allB.

=allp
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3. Plane paralele

e Printr-un punct exterior unui plan a se poate construi un singur plan paralel cu

planul a.

Justificare: Consideram M punctul exterior planului « si dreptele concurente a si b incluse in planul
«. Prin punctul M trece o unica dreapta paraleld cu dreapta a; o’ || a (Axioma paralelelor). Prin punctul
M trece o unica dreapta paraleld cu dreapta b; b’ || b (Axioma paralelelor). Dreptele a’ si &’ sunt drepte
concurente, deci existd un plan 8 = (a/,b') . Dina ||/, d C Bsib | b,V C B deducem ca § | « si
unicitatea constructiilor a’ si &’ implica unicitatea planului .

b

o

e Doua plane « si 3, care sunt paralele cu al treilea plan 7, sunt paralele intre ele.

Justificare: Presupunem ca o })f 5. Atunci a N B = d. Daca vom considera un punct A pe dreapta
d, atunci prin punctul A trec doua plane paralele cu planul v. Contradictie. Rezulta « || 3.

& Observa si descopera!

2. In figura din dreapta sunt a
reprezentate schitat pardoseala sa-
lii de clasa sub forma planului (3,
tavanul sub forma planului « si
un perete lateral sub forma pla-
nului v din imaginea din stanga.

Priveste cu atentie imaginea b
si figura si stabileste care dintre |7 B
afirmatiile urmatoare sunt adeva-
rate si care sunt false.

a) Planele « si f sunt paralele. d) anvy =a.

b) Planele § si v sunt paralele. e) BN~y =b.

c¢) Planele v si a nu sunt paralele. f) Dreptele a si b nu sunt paralele.
Important

e Daca un plan intersecteaza unul din doua plane paralele, atunci il intersecteaza si pe celalalt si
dreptele de intersectie sunt paralele.

YNa=a

=yNpB=bsialb
o B } TNB=bsial



Justificare: Presupunem ca planele v si 5 nu se intersecteaza. Atunci vy || 8. Dar « || 5 si atunci
a || 7. Dar a Ny = a. Contradictie. Prin urmare planele 7 si 8 se intersecteaza. Consider b = v N f.
Presupunem ca dreptele a si b nu sunt paralele. Atunci, ele fiind coplanare (sunt in planul 7y), sunt
concurente. Consideram M punctul de intersectie a dreptelor a si b. Avem M € a C awsi M € b C j3,
implica M € aN 3, adica a}r B. Dar « || B, contradictie. Presupunerea facuta este falsa, prin urmare
dreptele a si b sunt paralele.

Exerseaza!

3. Identifica, in sala de clasa, perechi de plane paralele.

4. Identifica, pe fetele unui paralelipiped dreptunghic, perechi de plane paralele.
5. Demonstreaza ca in orice prisma dreapta bazele sunt incluse in plane paralele.

6. Se considerd prisma dreaptda ABC A’B’C’ cu baza triunghi echilateral si punctele M, N si P astfel
incdt AB'NA'B={M}, BC'NB'C ={N}si AC'NA'C ={P}. Demonstreaza ca planul (M N P) este
paralel cu planul (ABC).

7. Se considera cubul ABCDA'B'C'D'.
a) Demonstreaza cd AD' | BC'.
b) Demonstreaza ca planele AB'D’ si BC'D sunt paralele.

8. Se considera planele « || 5 si dreptele d; || do astfel incat dy N = Ay, di NP = By; da N = Ag,
do NG = Bos.

a) Deseneaza o figura corespunzatoare enuntului.

b) Demonstreaza ca A1 By = AyBy si A1 Ay = B Bs.

9. Se considera tetraedrul ABCD si punctele G1, G2 si G centrele de greutate ale fetelor BC'D,
ACD, respectiv ABD.

a) Realizeaza o figura corespunzatoare enuntului.

b) Demonstreaza ca (G1G2G3) || (ABC).
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4. Aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice studiate

4. Aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice
studiate; trunchiul de piramida si trunchiul de con circular drept
(descriere si reprezentare)

Observa si descopera!
1. Ajuta-1 pe Radu sa rezolve urmatoarea problema.

Se considera o piramida triunghiularda VABC (Figura 7). Un plan paralel cu planul bazei intersecteaza
muchiile laterale AV, VB si CV in punctele A’, B’, respectiv C’. Demonstreaza ca triunghiul A’B’'C’
este asemenea cu triunghiul ABC.

® A\

A
b
.

©

A B
Figura 7

Radu te intreaba:
a) Care este dreapta de intersectie a planelor « si (VAB)?
b) Care este dreapta de intersectie a planelor (VAB) si (ABC)?
c¢) Sunt paralele planele « si (ABC)?
d) Sunt paralele dreptele AB si A’B’?
e) Justificd de ce BC' || B'C" si A'C" || AC.

De aici Radu se descurca singur. Urmareste rationamentul lui Radu.

In triunghiul VAB, A’B’ || AB implic4, din teorema fundamentals a asemanarii, AVA'B' ~ AV AB,
VA vB A'B (1)

VA VB AB’

de unde

VB vC'  BC
VB VC BC

Analog, din AVB'C’ ~ AV BC rezulta (2) si din AVA'C" ~ AV AC rezulta

va_ve Ac g
VA Ve ACT
A/B/ B/Cl A/Cl

Din (1), (2) si (3) deducem ca 1B BC 1c

, adica AA'B'C" ~ ANABC.




0 Important

e Daca sectionam o piramida cu un plan paralel cu planul bazei, atunci in plan obtinem un poligon
cu laturile respectiv paralele cu laturile poligonului bazei piramidei, iar in piramida doua corpuri: o
piramida mica avand acelasi varf cu piramida initiala si elementele proportionale cu cele ale piramidei
initiale si un corp nou numit trunchi de piramida.

e Trunchiul de piramida este corpul ramas in urma intersectiei unei piramide cu un plan paralel
cu planul bazei si indepartarea piramidei mici, din varf.

e Pentru a desena un trunchi de piramida se
deseneaza mai Intai piramida)

e Elementele unui trunchi de piramida
sunt:

> Bazele trunchiului de piramida.
si baza mica. Sunt doua poligoane cu laturile
respectiv paralele. In figura aldturati baza mare
este AABC, iar baza mica este AA'B'C’.

[}

N

RN
s
. \
/ \

> Fetele laterale. Sunt totdeauna trapeze.
Daca trunchiul de piramida provine dintr-o pira-
mida regulata, atunci fetele laterale sunt trapeze
isoscele. In figura aldturats fetele laterale sunt tra-
pezele ABB'A', BCC'B’ si ACC'A'.

> Muchiile laterale. Sunt segmentele care
raman din muchiile laterale ale piramidei dupa ce
se Inlatura piramida mica. Daca trunchiul de pira-
mida provine dintr-o piramida regulata, atunci mu- "
chiile laterale sunt congruente. In figura aliturats A B
muchiile laterale sunt AA’, BB’ si CC".

> Muchiile bazelor. Sunt laturile celor
doua poligoane care reprezinta bazele trunchiului
de piramida. In figura aldturatd muchiile bazelor
sunt AB, BC, CA, A'B’', B'C" si C'A".

Exemple de trunchiuri de piramida:

0 e Trunchiul de con circular drept este corpul ramas in urma intersectiei unui con circular drept
cu un plan paralel cu planul bazei si indepartarea conului mic, din varf.
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4. Aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice studiate

e Elementele unui trunchi de con circular drept sunt:
> Bazele trunchiului de con: baza mare si baza mica. Sunt doua cercuri de raze diferite.
> Suprafata laterala. Trunchiul de con nu are fete laterale; are o suprafata laterala.
> Razele bazelor: raza bazei mari, respectiv raza bazei mici.
> Generatoarea: este segmentul care ramane din generatoarea conului dupa indepartarea
conului mic.

Exerseaza!

2. Se considera un trunchi de piramida regulatd ABC A’B'C’ (Figura 8), cu baza triunghi echilateral.
Daca muchia bazei mari este egala cu 8 cm, muchia bazei mici este egalda cu 4 c¢m si muchia laterala a
piramidei din care provine trunchiul are lungimea egala cu 10 cm, determina lungimea muchiei laterale
a trunchiului de piramida.

° <

Figura 8

3. Se considera un trunchi de con circular drept in care raza bazei mari este de 10 cm, raza bazei mici
este de 5 cm si generatoarea trunchiului de con este de 6 cm. Determina lungimea generatoarei conului
circular drept din care provine trunchiul de con.

4. Se considera un con circular drept cu raza bazei egala cu 12 cm. Se sectioneaza conul cu un plan
. . o L2 < A
paralel cu planul bazei care intersecteaza o generatoare a conului la 3 din generatoare, fata de varful
conului. Determina lungimea razei cercului de sectiune.

5. Aria unei fete laterale a unei piramide drepte cu baza patrat este egald cu 48 cm?. Se sectioneazi
piramida cu un plan care trece prin mijlocul unei muchii laterale. Determina aria unei fete laterale a
trunchiului de piramida obtinut.



5. Recapitulare

%/ 1. Transcrie, pe caiet, tabelul de mai jos si apoi, folosindu-te de Figura 9, completeaza fiecare spatiu
punctat din coloana A cu litera din coloana B pentru care se obtine un enunt adevarat.

A B

... € d

. C e

e Na#0 f
~Na=10 P

(0]

€

/\/L/

Figura 9

2. Se considera prisma dreapta M N PM'N’'P’ cu baza triunghi echilateral.
a) Realizeaza un desen corespunzator enuntului.

b) Precizeaza care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate si care sunt false:
i) MN | M'N"; ii) NP || (M'N'P’); iii) MM' || (MPP'); iv) (MNP) || (M'N'P’).
Justifica raspunsurile date.

3. In Figura 10 ABCDA'B'C'D' este un cub, iar punctele M, N si P sunt mijloacele muchiilor AD,
B'C’, respectiv BC.

a) Demonstreaza ca NP || CC’.
b) Determind mésura unghiului dintre dreptele M N si CC".

¢) Determingd masura unghiului dintre dreptele M N si C'D’.

ol

C, I‘}I B’

D M A
Figura 10
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5. Recapitulare

4. Se considera dreptunghiul ABCD si paralelogramul ABEF situate in plane diferite. Punctele M
si N sunt mijloacele segmentelor AD, respectiv AF.

a) Realizeaza un desen corespunzator enuntului.

b) Demonstreaza ca CE || DF.

c¢) Demonstreaza ca MN || (BEC).

5. Se considera punctele necoplanare A, B, C si D si punctele M, N, P si (Q mijloacele segmentelor
AB, AC, DC, respectiv DB.

a) Realizeaza un desen corespunzator enuntului.

b) Demonstreaza ca M N P(Q este paralelogram.

¢) Stiind ca masura unghiului dintre dreptele AD si BC' este egala cu 90°, demonstreaza ca M N PQ

este dreptunghi.

6. Se considera un patrat ABC'D si M un punct exterior planului patratului. Se construiesc punctele
N, P si Q astfel incat MN || AB, NP || BC si PQ || CD. Demonstreaza ca punctele M, N, P si @) sunt

coplanare.

7. Se considera ABCDA'B'C'D’ un paralelipiped dreptunghic astfel incat AB = 10v/3 cm si
BC = BB’ =10 cm.

a) Determind lungimile segmentelor AB’ si AC.

b) Determind mésura unghiului dintre dreptele AB si CC".

¢) Determina masura unghiului dintre dreptele AB’ si DD'.

d) Determind masura unghiului dintre dreptele BC” si AD.

e) Determina masura unghiului dintre dreptele CD’ si AB.

8. Problema rezolvata: Se considera piramida regulata VABCD, cu varful V si punctele M si N,
mijloacele muchiilor C'V, respectiv DV

a) Demonstreaza ca punctele A, B, M si N sunt coplanare.

b) Daca P este punctul de intersectie a dreptelor AN si BM, demonstreaza ca VP || BC.

c) Justifici afirmatia: ,Intr-o piramidd regulati cu baza pétrat, dreapta de intersectie a doud fete
laterale opuse este paralela cu muchiile bazei corespunzatoare acelor fete si trece prin varful piramidei”.

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Realizez un desen corespunzator enuntului.

Cum scriu:

A,

Pas 2. a) Pentru a demonstra ca patru puncte sunt coplanare trebuie sa aratam ca cele patru
puncte determina doua drepte concurente sau doua drepte paralele. Deoarece in problema se vorbeste
despre ,,mijloacele muchiilor” ma pot gandi la linia mijlocie, deci la paralelism.

In AVDC, MN este linie mijlocie si atunci M N || DC. Dar ABCD este patrat, deci
DC' || AB. Rezulta M N || AB, prin urmare punctele A, B, M si N sunt coplanare.



Pas 3. b) Voi demonstra ca patrulaterul BC' PV este paralelo-
gram. Punctul M este mijlocul diagonalei C'V'. Voi arata ca punctul
M este si mijlocul diagonalei BP.

Stiind ca M N este linie mijlocie in triunghiul V DC,

DC
avem MN = - si, cum DC = AB (ABCD este
AB
patrat), obtinem MN = -
De aici si din M N || AB rezulta ca M N este linie
mijlocie in triunghiul PAB, deci punctul M este si

mijlocul segmentului BP.

Pas 4. Stiu ca patrulaterul in care diagonalele au acelasi mijloc este paralelogram si de aici obtinem
paralelismul celor doua drepte care ne intereseaza.

Din afirmatiile M este si mijlocul segmentului BP si M este si mijlocul segmentului C'V,
rezultd ca patrulaterul BCPV este paralelogram. Atunci VP || BC.

Pas 5. c) Pentru a determina dreapta de intersectie a doua plane sunt necesare doua puncte comune
celor doua plane. Planele VBC' si VAD au comun punctul V. Trebuie identificata aceasta dreapta de
intersectie care trece prin V.

Avem P € BM C (VBC(C), deci P € (VBC) si P € AN C (VAD), deci P € (VAD).
Prin urmare, punctul P apartine celor doua plane. Rezulta (VBC) N (VAD)=VP.

Pas 6. La punctul b) am demonstrat ca V P este paralela cu BC.

Din punctul b) avem V P || BC, iar din ipoteza (ABCD patrat) avem AD || BC. Atunci
VP || BC || AD si afirmatia este justificata.

9. Se considera trapezul ABCD, cu AB || CD, si dreptunghiul ABEF situate in plane diferite.
a) Realizeaza un desen corespunzator enuntului.
b) Demonstreaza ca dreptele CE si DF sunt coplanare.
pPC  DC
PB ~ AB’
< . . . . . PC QC
d) Daca @ este punctul de intersectie a dreptelor F'D si EC, aratda ca —— = ——

PB  QE’
e) Demonstreaza ca PQ || BE || AF.

c¢) Daca P este punctul de intersectie a dreptelor AD si BC|, arata ca

10. Se considera trunchiul de piramida regulata ABCA’B’C’. Daca latura bazei mici este o treime
din latura bazei mari si muchia laterala a trunchiului de piramida este egala cu 6 cm, determina lungimea
muchiei laterale a piramidei din care provine trunchiul.

11. Se considera un con circular drept VAB cu raza bazei egala cu 18 cm si M un punct de pe

V 2
generatoarea V' A astfel incat —— = 2 Conul se sectioneaza cu un plan paralel cu planul bazei, care

trece prin punctul M. Determina raza bazei mici a trunchiului de con obtinut prin sectionare.

AUTOEVALUARE - In aceasti unitate de invitare:

Am inteles foarte bine ... Revezi lectiile si exercitiile notiunilor notate la culoarea galbend. W

Imi este neclar ... Discutd cu un coleg/ o colegd sau cu profesorul despre ceea ce nu ai
Nu stiu sa .... / Nu am inteles .... inteles si ai completat la culoarea rosie.
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6. Evaluare

Figura 12

Figura 14

6. Evaluare

Timp de lucru: 45 de minute

Din oficiu 10p
1. Asociaza fiecarei perechi de drepte din coloana A descrierea

corespunzatoare din coloana B, folosindu-te de Figura 11. 10p
A B
l.esif a) concurente
2. fsid b) necoplanare
c) paralele

La exeritiile 2 — 5, alege raspunsul pe care-1 consideri corect.
2. In prisma dreapti ABCA'B'C’ cu baza triunghi echilateral

(Figura 12), dreapta BC' este paraleld cu: 10p
A. AB; B. BB'; C. AB’; D. B'C".
3. a) Deseneaza un cub ABCDA'B'C'D'. 5p
b) In cubul ABCDA'B'C'D’, masura unghiului dintre dreptele
BB’ si CD’ este: 5p

A. 30°; B. 45°; C. 60°; D. 90°.
4. a) Deseneaza paralelipipedul dreptunghic

MNPQM'N'P'(Q'. 5p
b) In paralelipipedulul dreptunghic M NPQM'N'P'Q’, dreapta
M N’ este paralela cu planul: 5p

A. (MNP); B. (NPP'); C. (M'N'P'); D. (PQQ").
5. In prisma dreaptda ABCDEFA'B'C'D'E'F’ cu baza hexagon

regulat (Figura 13), planul (AB’A’) este paralel cu planul: 10p
A. (ABC); B. (C'D'E'); C. (DEE'"); D. (DFF").

6. a) Deseneaza o piramida regulata VABCD, cu varful V. 5p
b) In piramida regulati VABCD , cu varful V, demonstreaz ca
AD || (VBQC). op
c) Daca AV = AB, determina masura unghiului dintre dreptele
VD si AB. ap
d) Daca M este mijlocul segmentului BC, determina masura un-
ghiului dintre dreptele AD si VM. ap

7. In Figura 14 ABCDA'B'C'D’ este un trunchi de piramida
regulata. Daca muchia laterala a piramidei din care provine trunchiul
are aceeasi lungime cu muchia bazei mari a trunchiului de piramida,
determind masura unghiului dintre dreptele AA" si CC". 10p

8. Se considera conul circular drept VAB. Conul se sectioneaza
cu un plan paralel cu planul bazei astfel incat aria sectiunii este egala
cu 97 cm?. Stiind ca raportul dintre generatoarea trunchiului de con
si generatoarea conului este R determina raza cercului de la baza

conului. 10p



7. Exersezi si progresezi

Y

> 1. Folosindu-te de Figura 15, precizeaza care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate si care sunt
false:

a) dreptele d si e sunt coplanare; B
b) dreptele d si e sunt paralele;

c) dreptele e si f sunt coplanare;
) dreptele g si e sunt coplanare; B
e) dreptele f si g sunt necoplanare;
f) dreptele d si f sunt paralele; g

)
g) dreptele d si g sunt coplanare; L e ¢
h) ABNd = 0; d A

i) AB C o .
i) AB | d. Figura 15

o,

2. In Figura 16 este ilustrats schita unui acoperis reprezentat printr-o prisma dreapts ABCA'B'C’
cu baza triunghi isoscel (AB = BC'). Acoperisul trebuie construit astfel incat masura unghiului AC'B sa
fie de 10°. Se considera punctele M si M’ mijloacele segmentelor AC' si A'C".

a) Daca AC' = 10 m, iar tg 10° = 0,17 determina
lungimea segmentelor BM si B'M' care reprezinta
inaltimea acoperisului.

b) Demonstreaza ca AMM'A’ este dreptunghi.

c¢) Demonstreaza ca MM' || BB'.

d) Determina masura unghiului dintre dreptele
BC'si A'B'.

Figura 16

3. Stiind ca in Figura 17 ABCDEF reprezinta o prisma dreapta cu baza triunghi echilateral,
identifica cate doud perechi de: i) drepte paralele; ii) drepte concurente; iii) drepte necoplanare; iv) o
dreapta si un plan astfel incat dreapta este continutd in planul respectiv; v) o dreapta si un plan astfel
incat dreapta ,inteapa” planul respectiv; vi) o dreapta si un plan astfel incit dreapta este paralela cu
planul respectiv.

Dq oF

B
Figura 17
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7.Exersezi si progresezi

4. Se considera piramida regulatd VABCD de varf V cu baza patratul ABCD (Figura 18), M
si IV mijloacele muchiilor VB si VC, O centrul bazei ABC'D, P mijlocul segmentului VO, @ mijlocul
segmentului M N si R mijlocul muchiei BC'. Demonstreaza ca:

a) AB || (VCD); b) BC || (VAD); ¢) MN || (ABC); d) MN || (V AD);
e) punctele V, @ si R sunt coliniare; f) (PMQ) || (ABC).

5. Se considera cubul ABCDA'B'C'D’. Demonstreaza urmétoa-
rele relatii de paralelism: a) (ABC) || (A'B’C’); b) (BCC") || (ADD");
c) (ABB') || (D'C'C).

6. Se considera tetraedrul regulat VABC si punctele M € V A,
N € VB si P € VC astfel incat AM = BN = CP. a) Demon-
streaza ca (MNP) || (ABC). b) Demonstreaza ca triunghiul M NP
este echilateral.

Figura 18
7. Ofera un contraexemplu pentru enuntul urmator: ,daca d || a, e || a si d || e, atunci (d,e) || a.”

8. Se considera paralelipipedul dreptunghic M N PQM'N’'P'Q’ si punctele A pe muchia MM’ B pe
muchia NN’, C pe muchia PP’ si D pe muchia QQ’ astfel incit AM = BN’ = CP' = DQ. Demonstreaza
ca (AND) || (BCQ').

9. Se considera trunchiul de piramida regulatda ABCA’B’C’ cu baza triunghi si M, N si P puncte
pe muchiile laterale AA’, BB’, respectiv CC’ astfel incat AM = BN = CP.

Demonstreaza ca (M NP) || (ABC).

10. Se considera trunchiul de piramida regulata M N PM’'N'P’ cu baza triunghi, iar punctele Oy, O si
O3 sunt pe fetele laterale ale trunchiului de piramida astfel incit MN'NM'N = {O1}, NP'NN'P = {02}
si MP' N M'P = {O3}. a) Demonstreaza ca (0O10203) || (M NP). b) Arata ca triunghiul O;0203 este
echilateral.

11. Se considera prisma dreaptd ABCDA'B'C'D’ cu baza pa- Y
trat, iar punctele O1, O2, O3 si Oy sunt centrele fetelor laterale ale
prismei. Demonstreaza ca:

a) punctele O1, Oy, O3 si O4 sunt coplanare;

b) planul determinat de punctele O1, Oz, O3 si Oy este paralel
cu planul bazei prismei;

c¢) poligonul determinat de punctele Oy, Oz, O3 si Oy este un
patrat.

12. Se considera piramida regulata VABC cu varful V si cu
baza triunghi (Figura 19), (A’B'C") || (ABC') o sectiune paraleld cu
planul bazei astfel incat AB = 2A’B’, M mijlocul muchiei AB, N
mijlocul segmentului CC’, P mijlocul segmentului CM, @) mijlocul
segmentului A’B’ si R mijlocul lui A’C".

a) Dacd VA =12 cm, determina lungimea segmentului AA’.

b) Demonstreaza ca NP || (ABC").

c¢) Demonstreaza ca PQ || (VBC).

d) Demonstreaza ca (RQP) || (VBC).

13. Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’'C'D’ si punctele M, N, P si (Q pe muchiile
AA', BB', CC', respectiv DD’ astfel incat A’M = BN = CP = D'Q. Demonstreaza ca dreptele M P si
N(@ sunt concurente.

Figura 19

14. Se considera o piramida regulata VABCD, punctul O mijlocul segmentului AC, punctul M
mijlocul muchiei VA si punctul N mijlocul muchiei V' B. Demonstreaza ca (OMN) || (VDC).



Matematica—Manual pentru clasa a VIll-a

Elemente ale geometriei in spatiu.
Perpendicularitate
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IX

1. Drepte perpendiculare, dreapta perpendiculara pe un plan

)

Observa si descopera!

1. In cubul ABCDA'B'C'D' din Figura 1 au fost marcate o
parte dintre elemente.

a) Care este unghiul dintre dreptele AA" si AB?

b) Ce masura are unghiul dintre muchia AA’ si muchia AB?
Justifica raspunsul dat.

¢) Care este unghiul dintre dreptele AA’ si AD?

d) Ce masurd are unghiul dintre muchia AA’ si muchia AD?
Justifica raspunsul dat.

e) Cum se numesc dreptele care formeaza un unghi cu masura
de 90°7

f) Stiind cd& DBB’'D’ este dreptunghi, ce masura are unghiul
dintre muchia AA’ si diagonala BD? Justifica raspunsul dat.

0 Important

e Doua drepte necoplanare se numesc perpendiculare daca
paralelele duse prin acelasi punct la ele sunt perpendiculare. De
exemplu, dreptele d; si d2 se numesc perpendiculare pentru ca
dreapta aj, care este paralela cu d; si dreapta as, care este paralela
cu dg sunt perpendiculare.

Scriu: dy L dy. Citesc: ,Dreapta d; este perpendiculara pe
dreapta ds”.

e O dreapta este perpendiculara pe un plan daca este per-
pendiculara pe orice dreapta din plan.

Scriu: d L «. Citesc: ,Dreapta d este perpendiculara pe planul
Q.

e Cum dovedesc ca o dreapta este perpendiculara pe un plan?

Daca o dreapta este perpendiculara pe doua drepte con-
curente dintr-un plan, atunci ea este perpendiculara pe
plan.

dla
dLlb
anb={M}

=d .l « &
aC «

bCa

Justificare: Deoarece unghiul a doua drepte
necoplanare se defineste cu ajutorul unghiului for-
mat de paralelele prin acelasi punct la ele, putem

considera ca dreptele a si b din planul « trec prin
punctul M de intersectie a dreptei d cu planul a.
Conform definitiei, dreapta d trebuie sa fie perpen-
diculara pe toate dreptele din plan.



Folosind ceea ce am spus mai sus, este suficient sa luam in plan, o dreapta c, diferita de a si b, care
sa treaca prin M. Vom arata ca d L c¢. Avem nevoie de o constructie ajutatoare.

Consideram punctele E si F' pe dreapta d, de o parte si de alta a planului «, astfel incat EM = F M,
si punctele A si B situate pe dreapta a, respectiv pe dreapta b.

Triunghiul AEF este isoscel, deoarece AM este inaltime (d L a) si mediana (EM = FM). Rezulta
EA=FA.

Triunghiul BEF este isoscel, deoarece BM este inaltime (d L b) si mediana (EM = FM). Rezulta
EB =FB.

Din FA = FA, EB = FB si AB este laturd comuna, rezulta ca AEAB = AFAB, de unde rezulta
ca <EAB = <FAB.

Daca punctul C este intersectia dreptelor AB si ¢, atunci AFAC = AFAC, deoarece AC este latura
comuna, EA = FA (am demonstrat) si <FAC = <FAC (am demonstrat).

Din congruenta acestor triunghiuri rezulta ca EC = FC, adica triunghiul EC'F' este isoscel. Cum
CM este mediana in acest triunghi rezulta C'M este si inaltime, adica CM L EF.

Deci d L ¢ si atunci dreapta d este perpendiculara pe toate dreptele din plan (dreapta c a fost luata
arbitrar), adica pe plan.

e Perpendiculara dintr-un punct pe un plan este unica.

e Daca o dreapta este perpendiculara pe un plan, atunci orice paralela la acea dreapta
este perpendiculara pe plan.

a l o
=bl1la«
bl a } L) .|

Justificare: Dreptele a si b fiind paralele determina un plan si
an(a,b)=d. Dina L asidC a deducem ca a L d.

Dreptele a, b si d se gasesc in planul (a,b). In acest plan, din B
aldsiall brezulta b L d. A g

Acum, in planul « consider dreapta g L d. De aici si din g L a | |
(pentru ca a L «) rezulta g L (a,b), de unde g L b.

Avem, asadar, b L dsib L g, deci b L a.

e Doua drepte perpendiculare pe acelasi plan sunt paralele.

al «
Ma}:’“”b & ) b/b

Justificare: Presupunem ca cele doua drepte nu sunt paralele.
Daca B este punctul in care dreapta b intersecteaza planul, atunci
construim, prin B o dreaptd b’ || a. Cum a L « rezulta ca b L «. °

w

Dar b L «, adica prin punctul B trec doua drepte perpendiculare 4 A9
pe planul « ceea ce este imposibil.

Presupunerea facuta este falsa, deci a || b.
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Exerseaza!

2. Portofoliu. In Figura 2, ABCDA'B'C'D’ este un cub. Scrie:

a) trei drepte perpendiculare pe BC', dar necoplanare cu BC; !

b) trei drepte perpendiculare pe BB’, dar necoplanare cu BB'; B’

¢) trei drepte perpendiculare pe A’B’, dar necoplanare cu A’B’. ‘

Asaza in portofoliul Perpendicularitate in spatiu raspunsurile
tale.

3. Folosind Figura 2, demonstreaza urmatoarele afirmatii:
a) AB 1L A'D;b) AB 1L B'C;c) BC' L A’D;d) AC L B'D'.

4. Folosind Figura 2, justificA urmatoarele afirmatii: - d
a) BB' 1 (ACD): b) AB L (C'B'C); ¢) DD’ L (A'B'C"); A B
d) AC L (BB'D');e) AD' L (A'CD). Figura 2 - Cub

5. Demonstreaza ca intr-un paralelipiped dreptunghic oricare muchie este perpendiculara pe doua
dintre fete.

6. Portofoliu. In plan, ,dous drepte perpendiculare pe aceeasi dreapta sunt paralele”. Afirmatia
ramane adevarata daca dreptele sunt in spatiu? Foloseste un desen cu un cub pentru a justifica raspunsul
dat.

Asaza in portofoliul Perpendicularitate in spatiu justificarea ta.

7. Paralelogramul ABCD si dreptunghiul ABEF sunt situate in plane diferite.

a) Verifica daca AF si DC sunt perpendiculare.

b) Demonstreaza ca M N L DC, unde M este mijlocul segmentului F'B, iar N este mijlocul segmen-
tului E'F.

8. Triunghiul dreptunghic isoscel DCE (<D = 90°) si dreptun- C

ghiul ABC'D sunt situate in plane diferite.
a) Demonstreazia ca AB 1 DE. D E

b) Demonstreaza ca AE L AB.
c¢) Daca BC L EC demonstreaza ca ED | BC.

9. Pe planul triunghiului echilateral ABC, cu latura egald cu
12 cm se ridica perpendiculara DM, unde D este mijlocul laturii
BC. Daca DM = 6 cm, determina lungimea segmentelor AM, BM
si CM.

10. Se considera paralelogramele ABCD si BCEF situate in

plane diferite, ca in Figura 3, astfel incit AE = DF. Demonstreaza A F
ca BC 1L AF. Figura 8 - Paralelograme in plane diferite

11. Pe planul dreptunghiului ABCD se ridica perpendiculara D P.
a) Demonstreaza ca AB 1 (PDA).

b) Justifica afirmatia PA L AB.

¢) Arata ca PC L BC.

12. Pe planul dreptunghiului ABC'D se ridica perpendiculara DP. Daca PD = 16 cm, AB = 12 cm
si BC = 30 cm, determina lungimile segmentelor PA, PB si PC.

13. a) Demonstreaza ca diagonalele unui paralelipiped dreptunghic sunt congruente.
b) Notam cu d lungimea diagonalei unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b si c.

Demonstreaza ca d = v a2 + b2 + c2.



w

{ 2. Aplicatii: inaltimea unei piramide, inaltimea unui con circular drept

X1

Observa si descopera!

1. Se considera o piramida regulata VABC, cu baza triunghiul
echilateral ABC. Din varful V' se construieste VO perpendiculara
pe planul bazei ABC, unde O apartine planului ABC. Folosind
Figura 4, raspunde la urmatoarele intrebari.

a) Ce masura are unghiul VOB? Justifica raspunsul dat.

b) Care sunt masurile unghiurilor VOA si VOC? Justifica ras-
punsurile date.

¢) Cum justifici faptul ca AVOA = AVOB = AVOC?

d) Justifica afirmatia: ,,Punctul O este centrul cercului circum-
scris bazei piramidei.”
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Figura 4 — Piramida regqulata

0 Important

e Numim inaltimea unei piramide perpendiculara din varful piramidei pe planul bazei.

Ezemplu: In figura aldturatd, dacd VO L (ABC), atunci VO
este inaltimea piramidei VABC.

e Intr-o piramida regulata inaltimea ,,cade” in centrul
cercului circumscris bazei.

e O piramida cu baza poligon regulat in care inaltimea
,cade” in centrul cercului circumscris bazei este o piramida
regulata.

Justificare: Prin definitie, o piramida este regulata daca baza
este poligon regulat si muchiile laterale sunt congruente. In cazul
nostru baza este poligon regulat. Trebuie dovedit ca muchiile late-
rale sunt congruente.

Deoarece VO L (ABC) si OA, OB, OC C (ABC) rezulta ca VO L OA, VO L OB si VO 1L OC,
adica triunghiurile VOA, VOB si VOC sunt dreptunghice. Din OA = OB = OC (O este centrul
cercului circumscris triunghiului ABC') si VO latura comuna, rezulta AVOA = AVOB = AVOC. De
aici obtinem AV = BV = (C'V, adica muchiile laterale sunt congruente. Prin urmare piramida VABC
este o piramida regulata.

Observatie: Justificarile de mai sus raméan valabile si in cazul unei piramide regulate cu baza patrat
sau hexagon regulat.
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e Numim inaltimea unui con circular drept perpendiculara din varful conului pe planul bazei.

Exemplu: In figura aldturatd, dacd VO este perpendiculard pe
planul cercului, atunci VO este inaltimea conului circular drept.

e Intr-un con circular drept, inaltimea conului ,,cade” in centrul
cercului de la baza conului.

Justificare: Pe cercul de la baza conului se iau trei puncte, M,
N, P si se demonstreaza, ca mai sus, cda OM = ON = OP. Cum
trei puncte necoliniare determina un cerc deducem ca punctul O este
centrul cercului de la baza conului.

Exerseaza!

2. In Figura 5 este reprezentat un con circular drept in care AB este diametrul bazei.
Daca VO este inaltimea conului, OA = 12 cm si VA = 20 cm, determina lungimea inaltimii conului.

v

Figura 5 — Con circular drept

3. Determina raza unui con circular drept cu generatoarea de 13 cm si inaltimea de 12 cm.

4. Piramida regulata cu baza patrat, din Figura 6, are muchia
laterald de 5v/2 cm si latura bazei de 6 cm. Determina lungimea
inaltimii acestei piramide.

5. Tetraedrul regulat ABC D are muchia de 12 cm. Determina
lungimea Tnaltimii tetraedrului.

6. In tetraedrul ABCD fetele ABD si ACD sunt triunghiuri
dreptunghice, cu <D = 90°. Demonstreaza ca segmentul AD este
inaltimea din A a acestui tetraedru.

7. O piramida regulata VABCDEF, cu baza hexagon regu-
lat are naltimea de 8 cm si muchia laterala de 10 cm. Determina
lungimea muchiei bazei piramidei.

Figura 6 — Piramida regulatd cu baza patrat




3. Distanta dintre doua plane paralele, inaltimea prismei drepte,
a paralelipipedului dreptunghic, a cilindrului circular drept,
{ a trunchiului de piramida, a conului circular drept

X1

Observa si descopera!

1. In Figura 7 planele a si 3 sunt paralele, dreptele d si dg sunt 1
paralele. Dreapta d; intersecteaza planele « si 5 In punctele Ay,
respectiv Ay, iar dreapta dp intersecteaza planele a si 5 in punctele
By, respectiv Bs. Folosind figura raspunde la intrebarile urmatoare: A, a

a) Care este dreapta de intersectie a planului (d;,d2) cu planul /”/E/

a?
b) Care este dreapta de intersectie a planului (d;,d2) cu planul
p? A b
c¢) Cum justifici ca patrulaterul A; As By By este paralelogram? w
d) Daca d; L «a, ce masura are unghiul A; AsBy? ‘ ‘
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l ) Important Figura 7 — Plane paralele

e Daca doua plane sunt paralele, atunci o dreapta care este per-
pendiculara pe unul dintre plane este perpendiculara si pe celalalt
plan.

al B
dL(x}ﬁdLﬁ o

e Doua plane paralele determina pe doua drepte paralele, care intersecteaza cele doua plane, seg-
mente congruente.

ol B
d1 H dg d dz
diNa= {Al} -
dy N B _ {AQ} = A1A2 = B1 By
doNa = {Bl}
dNB={By} Al °s
Justificare: : ‘
Deoarece dj || do rezulta ca exista un plan v = (dj,d2). Acum
anNy =A1By, N~y = AyBy si a || f implica A1 By || A3By. De A
aici si din Ay As || By By rezulta ca A; By BoAs este paralelogram si ? B,
atunci A1A2 = BlBQ. B ‘ ‘




IX

e Distanta dintre doua plane paralele este egala cu lungimea
i . o o . d
segmentului determinat de cele doua plane pe o dreapta perpendi-
culara pe cele doua plane.
Sl [n
~§ d 1l « '
% d1lp = A1 Aj este distanta dintre planele « si 5. g |
_Ejo d Na = {Al}
s an g = {As} A,
] '
5 B
e
=}
3 ;
£ Observa si descopera! oC
= 2. Ajuta-1 pe Radu sa rezolve urmatoarea problema:
Se considera prisma dreaptd ABCA'B’C’, cu baza triunghiul A B’

ABC (Figura 8). Arata ca AA" L (ABC).
a) Cum justifici afirmatia AA" 1 AB?
b) Cum justifici afirmatia AA" 1 AC?
¢) Cum justifici afirmatia AA" 1 (ABC)?

N

3. Distanta dintre doua plane paralele,

B

Figura 8 — Prisma dreapta
Important

e Numim inaltimea prismei drepte distanta dintre planele celor doua baze ale prismei.
e La o prisma dreapta muchia laterala este si Tnaltime.

e La un paralelipiped dreptunghic oricare doua fete situate in plane paralele se pot numi baze si
atunci oricare dintre cele trei dimensiuni ale paralelipipedului se poate considera inaltimea paralelipi-
pedului dreptunghic.

D D’ A A
/_\‘A :
D’ o ’
N
naltime
9"’ ””””””””””” C
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e Numim inaltimea cilindrului circular drept distanta dintre planele celor doua baze ale cilin-
drului. De regula, inaltimea cilindrului circular drept este considerata distanta dintre centrele cercurilor
celor doua baze.

e La un cilindru circular drept generatoarea este si inaltime.

e Numim inaltimea trunchiului de piramida distanta dintre planele celor doua baze ale trun-
chiului de piramida. De regula, naltimea trunchiului de piramida regulata este considerata distanta
dintre centrele cercurilor circumscrise celor doua baze.

e Numim inaltimea trunchiului de con distanta dintre planele celor doua baze ale trunchiului
de con. De regula, inaltimea trunchiului de con este considerata distanta dintre centrele cercurilor celor
doua baze.
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Exerseaza!

3. In Figura 9 ABCDA'B'C'D' este o prismé dreapta cu baza patrat. Daca iniltimea prismei este
de 10 cm, scrie in caiet toate segmentele din figura care au sigur lungimea egala cu 10 cm.

D’ g’

A’

Figura 9 — Prisma dreapta




IX

4. O prisma dreapta are fetele laterale patrate cu latura de 5 cm. Cati centimetri are inaltimea
acestel prisme?

5. Intr-o prismé dreaptd cu baza patrat, diagonala bazei este de 8 cm si diagonala prismei este de
10 cm. Cati centimetri are Inaltimea acestei prisme?

6. Un cilindru circular drept are diametrul bazei si generatoarea de aceeasi lungime. Daca raza bazei
este de 4 cm, cati centimetri are Tnaltimea acestui cilindru?

7. Desfasurarea pe un plan a suprafetei laterale a unui cilindru circular drept este un patrat cu aria
de 9 m?.

Cati centimetri are inaltimea acestui cilindru?
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8. Un trunchi de con circular drept are raza bazei mari de 8 cm, raza bazei mici de 4 cm si generatoarea
de 5 cm.

na

Determina inaltimea acestui trunchi de con.

9. In trunchiul de piramida regulata ABCDEFA'B'C'D'E'F’ cu baza hexagon din Figura 10, avem
AB =8 cm, A'B' =4 cm si AA' = 4y/2 cm.

Determina Inaltimea acestui trunchi de piramida.
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Figura 10 - Trunchi de piramida regulata

10. In trunchiul de piramida regulati ABCDA'B'C'D’, cu baza patrat avem, AB = 5v/2 cm,
A'B' = 2y/2cm si AA’ =5 cm.

Determina Inaltimea acestui trunchi de piramida.

11. O piramida regulata VABCD, cu baza patrat se sectioneaza cu un plan paralel cu planul bazei.
Latura bazei piramidei este de 18 cm, iar perimetrul patratului de sectiune este egal cu 36 cm.

VoA v

Daca inaltimea piramidei este de 12 cm, determina inaltimea trunchiului de piramida obtinut.

12. Se considera cubul ABCDA'B'C'D’. Stiind ca AC' = 61/2 cm, determina distanta dintre planele
(ADD') si (BCC").




{ 4. Proiectii de puncte, de segmente si de drepte pe un plan

Aminteste-ti! A,
1. Proiectia ortogonala a unui

punct A pe o dreapta d este punctul

in care perpendiculara din punctul

A pe dreapta intersecteaza dreapta. d

Dacd AA’ L d, cu A’ € d, atunci A’

este proiectia punctului A pe dreapta

d. Scriu: A’ = prgA. D’ C

Folosind aceasta definitie si cubul din Figura 11, raspunde la ur- P 7
matoarele intebari: A 5

a) Care este proiectia punctului B’ pe dreapta AB?

b) Care este proiectia punctului A’ pe dreapta AD?
c¢) Care este proiectia punctului B pe dreapta AB'?
d) Care este proiectia punctului A’ pe dreapta B'D’?

e) Numeste o dreapta perpendiculara pe planul (ABC).

0 Important Figura 11 - Cub
e Proiectia ortogonala a unui punct pe un plan este punc-
tul in care perpendiculara din acel punct pe plan intersecteaza pla- A
nul.

Punctul A este exterior planului . Dacia AA" L o (4 € ),
atunci A" este proiectia punctului A pe planul a.

Scriu: A’ = praA. Citesc: Punctul A’ este proiectia pe planul « lA’
a punctului A. o

Punctul B apartine planului «. Proiectia punctului B pe planul
« este chiar punctul B (B = pr,B).

e Proiectia unei drepte pe un plan este formata din proiectia tuturor punctelor dreptei pe plan.

e Proiectia unei drepte pe un plan este o dreapta, daca
dreapta nu este perpendiculara pe plan si un punct, daca d
dreapta este perpendiculara pe plan. B

Justificare: Pe dreapta d, care nu este perpendiculara pe pla-
nul «, se considerd punctele A, B si C si fie punctele A, B’ si '
proiectiile lor pe planul . Vom arita ca punctele A, B’ si C’ sunt
coliniare. d’

Avem AA" | o, BB' 1 asi CC’ L a, de unde AA' || BB' || CC’
(perpendicularele pe acelasi plan sunt paralele).

Acum (AA",BB') = (d,A), iar (AA",CC") = (d,A).

Punctele A’, B’ si €' sunt in planul «, dar si in planul (d,A’), deci A’, B', C' € an (d,A) =
A, B, C" € d, prin urmare sunt coliniare.

X B o

X1
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e Pentru a obtine proiectia unei drepte pe un plan este
suficient sa proiectam doua puncte ale dreptei pe acel plan.

Daci AA” 1 « si B este punctul in care dreapta intersecteaza
planul, atunci dreapta A’B = d’ este proiectia dreptei AB = d pe
planul a.

Scriu: d = prod sau A'B = pr, AB.

Citesc: ,dreapta d' este proiectia dreptei d pe planul a” sau
,dreapta A’B este proiectia dreptei AB pe planul o”.

¢ A \B

e Proiectia unui segment pe un plan se obtine proiectand capetele segmentului pe acel
plan. Proiectia este tot un segment sau un punct. Proiectia este un punct cand dreapta

din care face parte segmentul este perpendiculara pe plan.

Daca AA” 1 asi BB’ L «, atunci segmentul A’B’ este proiectia
segmentului AB pe planul a.

Scriu: A’B’ = pr,AB.

Citesc: ,segmentul A’ B’ este proiectia segmentului AB pe planul

o’

Exerseaza!

@ 2. In piramida VABCD din Figura 12, VO este inaltime. Com-

pleteaza enunturile de mai jos, pe caiet, astfel incat sa obtii enunturi
adevarate:

a) proiectia dreptei VA pe planul (ABC) este ....;

b) proiectia dreptei V B pe planul (ABD) este ....;

c¢) proiectia dreptei V P pe planul (ABC) este ....;

d) proiectia dreptei VO pe planul (ABC) este .... .

3. Intr-o piramidd VABCD, cu varful in punctul V, VO este
inaltime. Completeaza enunturile de mai jos, pe caiet, astfel incat
sa obtii enunturi adevarate:

a) proiectia muchiei V' D pe planul bazei este segmentul ....;

b) proiectia segmentului V.M pe planul bazei, unde M este mij-
locul muchiei BC' este segmentul .... .

4. Portofoliu. In Figura 13 ABCDA'B'C'D’ este un parale-
lipiped dreptunghic. Completeaza enunturile de mai jos, astfel incat
sa obtii enunturi adevarate. Asaza in portofoliul Perpendiculari-
tate in spatiu raspunsurile tale.

a) proiectia dreptei A’B’ pe planul (ABC) este ....;

b) proiectia dreptei B'C’ pe planul (ABC) este ....;

¢) proiectia dreptei AD pe planul (BCC') este ....;

d) proiectia dreptei AD’ pe planul (ABC) este ....;

e) proiectia dreptei CC’ pe planul (ABC) este ....;

f) proiectia dreptei AC" pe planul (ABC) este ....;

g) proiectia dreptei DB’ pe planul (ADD') este ....;

h) proiectia dreptei A'D pe planul (BCC’) este .... .

A

Figura 12 — Piramida
D’ C

/7

Figura 13 — Paralelipiped dreptunghic



5. Unghiul dintre o dreapta si un plan, aplicatie:
{ lungimea proiectiei unui segment

X1

Observa si descopera!

1. Decupeaza din hartie doua triunghiuri ABC si MNP astfel incat AB = MN si BC' = NP.
Suprapune cele doua triunghiuri astfel incat varful A sa se suprapuna cu varful M si varful B cu varful
N.

Daca AC' > M B, cum sunt unghiurile ABC' si M N P?

2. In Figura 14 dreapta AB este perpendiculars pe planul o, iar dreapta BC' este inclusi in planul

a) Stabileste daca triunghiul ABC' este dreptunghic.
b) Care dintre laturile AB si AC' ale triunghiului ABC' este mai mare?
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Figura 14 — Drepte in plan

o

O Important

e Unghiul dintre o dreapta si un plan este unghiul format
de dreapta si proiectia ei pe plan.

Daca d’ este proiectia dreptei d pe planul «, atunci unghiul dintre
dreapta d si planul « este unghiul dintre dreapta d si dreapta d'.

Scriu: < (d,a) = < (d,d’).

Ezemplu: In figura aldturatd dreapta A'B este proiectia pe planul
a a dreptei AB. <(AB,a) = <(AB,A'B) = <ABA'.

e Daca dreapta este paralela cu planul, atunci unghiul dintre dreapta si plan este unghiul nul.

e Unghiul format de dreapta d cu proiectia ei pe planul « este cel mai mic unghi pe care dreapta d
il face cu o dreapta din planul a.

Justificare: In figura alituratd d’ este proiectia dreptei d pe d
planul « si a este o dreapta oarecare din planul . Vom arata ca
<(d,d’) este mai mic decat <t(d,a). Se considera M un punct pe
dreapta d, M’ proiectia lui M pe planul « si punctul N pe dreapta
a astfel incdt AN = AM’', unde {A} = d N «a. Atunci triunghiurile
AMM' si AMN au doud perechi de laturi congruente (AM este & A
laturd comund si AN = AM’). Pe de alta parte, dacda MM’ L «, M’

atunci MM’ < MN. Asadar, MAM' < MAN. o a




e Unghiul format de un segment AB cu un plan « este unghiul format de dreapta AB cu planul «.

e Daca u este masura unghiului dintre segmentul AB si planul o (0° < uw < 90°), atunci intre
lungimea segmentului AB si lungimea proiectiei sale A’B’ pe planul « exista relatia: A'B’ = AB - cos u.

Justificare: Consideram AA" | « si BB L «.
Atunci A'B" = pr,AB.

Deoarece 0° < u < 90° dreapta AB intersecteaza
planul a in punctul M, iar dreapta A’ B’ este proiectia
dreptei AB pe planul o. Atunci <AM A’ = u.

In planul determinat de dreptele AB si A’B’, prin

punctul B construim BC' || A’'B’, C' € AA’. d A B’ u[OM 77777
Atunci <ABC = <AM A’ = u (sunt unghiuri co- 4
respondente).

Din BC || A’B’' si AA' | BB’ (ambele sunt perpendiculare pe planul «) rezulta cd BCA'B’ este
dreptunghi si deci A’B’ = BC.
B
Din triunghiul dreptunghic ABC' (<C = 90°), avem cos u = A—g, de unde obtinem BC' = AB - cosu.
Cum A’B’ = BC, rezultda A’B’ = AB - cosu.
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e Daca AB | «, atunci A’B" = 0.

e Daci AB || a, atunci A'B’ = AB.

Exerseaza!

3. In Figura 15, VABCD este o piramida cu baza patrat, VO este iniltime, iar punctul M este
mijlocul muchiei BC. Scrie In caiet si completeaza enunturile de mai jos, astfel Incat sa obtii enunturi
adevarate:

a) unghiul dintre dreapta VM si planul (ABC) este unghiul ....;

b) unghiul dintre muchia V' A si planul bazei este unghiul ....;

c) dacd VO = 6v/3 cm si AV = 12 cm, determini masura unghiului dintre dreapta AV si planul
bazei;

d) daca VO =4 cm si VM = 8 cm, determind masura unghiului dintre dreapta V' M si planul bazei.

Figura 15 — Piramida cu baza pdtrat




4. Portofoliu. In Figura 16, ABCDA'B'C'D’ este o prisma
dreapta cu baza patrat. Completeaza enunturile de mai jos, astfel
incat sa obtii enunturi adevarate. Asaza in portofoliul Perpendi-
cularitate in spatiu raspunsurile tale.

a) unghiul dintre dreapta AD’ si planul (ACD) este unghiul ....;

b) unghiul dintre dreapta BD’ si planul (ABC') este unghiul ....;

c¢) unghiul dintre dreapta BD' si planul (BCC”) este unghiul ....; b

d) unghiul dintre dreapta BD’ si planul (ABB') este unghiul ....; A

e) dacd BD' =12 cm si BC = 6 cm, determind masura unghiului / | :
dintre dreapta BD' si planul ADD’.

5. Segmentul AB are lungimea de 12 cm si formeaza cu un plan
o un unghi cu masura u. Determina lungimea proiectiei segmentului
AB in fiecare dintre cazurile urmatoare:

a) u=30%b) u=45%c) u=60° d) u=0°.

6. Intr-o piramidi regulatd cu baza triunghi echilateral, o mu-
chie lateralda formeaza cu planul bazei un unghi cu masura de 30°.
Daca muchia laterala este de 18 cm, determina:

a) inaltimea piramidei;

b) muchia bazei piramidei.

Figura 16— Prisma dreapta
cu baza patrat

7. Intr-o piramidi regulatd cu baza patrat, o muchie laterald formeaza cu planul bazei un unghi cu
masura de 45°. Daca muchia laterala este de 8 cm, determina:

a) inaltimea piramidei;

b) muchia bazei piramidei.

8. Generatoarea unui con circular drept formeaza cu planul bazei un unghi cu masura de 60°. Daca
generatoarea conului este de 12 cm, determina:

a) Inaltimea conului;

b) lungimea cercului de la baza conului.

9. Intr-o prismé dreaptd cu baza patrat diagonala prismei for-
meaza cu planul bazei un unghi cu masura de 60°. Stiind ca diago-
nala este de 10 cm, determina:

a) Inaltimea prismei;

b) latura bazei prismei.

10. Un stalp pentru o turbina eoliana este ancorat cu trei cabluri
metalice, ca In Figura 17. Unul dintre cabluri trebuie schimbat. Se
stie ca de la piciorul stalpului pana la punctul unde cablul este legat
de paméant (BC, BD sau BE) sunt 4 m, iar unghiul format de un
cablu cu planul terenului are masura de 45°. La magazin se pot
comanda cabluri a caror lungime se exprima prin numere naturale.
Ce lungime trebuie sa aiba cablu comandat la magazin, care poate
inlocui cablul care trebuie schimbat ?

11. Planul « intersecteaza segmentul AB in punctul O astfel

AO
incat 50— 3 Daca AB = 60 cm si unghiul format de dreapta

AB cu planul a are masura de 30°, determina lungimea proiectiei
segmentului AB pe planul a. Figura 17 — Stalp pentru turbina eoliana
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6. Unghi diedru, unghi plan corespunzator diedrului; unghiul a doua plane;
plane perpendiculare; sectiuni diagonale, sectiuni axiale in corpurile studiate J

Observa si descopera! a dreapta care

. . . . Lo margineste cele
1. In Figura 18 sunt doua semiplane marginite RRWERSS 1 eElals

de aceeasi dreapta.

a) Foloseste o carte sau un caiet pentru a ilustra
situatia din figura.

b) Identifica, in sala de clasa, situatii asemana- _
toare cu cea din figura. semiplane

Figura 18 — Doud semiplane

o Important

e Unghiul diedru este figura geometrica formata de doua se-
miplane marginite de aceeasi dreapta.

e Elementele unghiului diedru:
> Fetele diedrului sunt cele doua semiplane.
> Muchia diedrului este dreapta care margineste cele doua
semiplane.

e Masura unghiului diedru este data de masura unghiului plan corespunzator diedrului.

e Unghiul plan corespunzator diedrului se obtine astfel:
> Se considera un punct pe muchia diedrului.
> Prin punctul ales se construiesc perpendiculare pe muchia
diedrului in cele doua semiplane care reprezinta fetele diedrului.
> Unghiul dintre aceste semidrepte este unghiul plan cores-
punzator diedrului.

Med
MA 1 d } = AMB este unghiul plan corespunzator diedrului
MB 1d

e Doua plane concurente formeaza patru unghiuri diedre.

e Unghiul a doua plane este este unghiul plan ascutit corespunzator diedrului.

Justificare. Daca aNp =d, AB L dsi CD L dsi O este
punctul de intersectia a dreptelor AB si C'D, atunci cele patru un-
ghiuri plane corespunzatoare celor patru diedre sunt <AOC, <COB,
<BOD si <DOA. Fiind unghiuri opuse la varf, doua cate doua sunt
congruente; <AOC = <BOD si <AOD = <BOC. Daca masura
<CAOC este cea mai mica dintre masurile celor patru unghiuri, atunci
masura unghiului dintre planele « si 5 este masura unghiului AOC.

Scriu: < (a,8) = <AOC. Citesc: ,masura unghiul dintre planele
a si (B este masura unghiul AOC”
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6 e Numim plane perpendiculare doua plane care au masura unghiului dintre ele egala cu 90°.

Scriu: o L . Citesc: ,planul « este perpendicular pe planul 57

e Cum dovedesc ca doua plane sunt perpendiculare?
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Daca o dreapta dintr-un plan este perpendiculara pe un alt plan, atunci planele sunt
perpendiculare.

a C o

aJ_B}jaJ'B

Justificare: Consideram d = o« N . Daca a L si d C 8 rezulta a L d. Daca A este punctul de
intersectie a dreptelor a si d, atunci construim in planul 8 perpendiculara pe d in punctul A si o notam
b. Avem a | dsib L d, adica unghiul dintre planele « si § este unghiul dintre dreptele a si b. Cum a L 3
si b C 8 rezulta a L b, adica unghiul dintre dreptele a si b este de 90°. Prin urmare planele « si 8 sunt
perpendiculare.

0 e Sectiunea diagonala intr-o piramida, prisma sau trunchi de piramida este sectiunea obtinuta
cu un plan perpendicular pe planul bazei care contine dreapta determinata de o diagonala a bazei.
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IX

e Sectiunea axiald intr-un cilindru circular drept, con circular drept sau trunchi de con circular
drept este sectiunea obtinuta cu un plan perpendicular pe planul bazei care contine dreapta determinata
de varf si centrul bazei sau de centrele bazelor.

D

@

oo}

Exerseaza!

2. In Figura 19, triunghiul EDC, dreptunghic in C, si dreptun- D
ghiul ABC D sunt situate in plane diferite.

a) Identifica un unghi plan al diedrului determinat de semiplanele
DCA si DCE.

b) Demonstreaza ca DC L (BEC).

¢) Identificd un unghi plan al diedrului determinat de semiplanele

ABC si ABE. E

3. Se considera prisma dreaptd ABCA'B’C’ cu baza triunghi
echilateral.

a) Determind masura unghiul dintre planul unei fete laterale si ~ Figura 19 — Triunghi si dreptunghi
planul unei baze. in plane diferite

b) Determina masura unghiului dintre planele a doua fete late-
rale.

B

4. Sectiunea axiald a unui con circular drept este un triunghi echilateral cu aria egala cu 9v/3 cm?.

Determina inaltimea acestui con.

5. Portofoliu.

a) Deseneaza in caiet un cub ABCDA'B'C'D'.

b) Construieste un unghi plan al diedrului determinat de semiplanele ACD si ACD'.
¢) Determina sinusul unghiului dintre planele (ACD) si (ACD').

Asaza in portofoliul Perpendicularitate in spatiu desenele tale.

6. Dreptunghiurile ABCD si ABEF sunt situate in plane diferite.
a) Demonstreaza ca EF' L (BEC).
b) Daca planele (ADC) si (ABF') sunt perpendiculare, determina masura unghiului FFAD.

7. Sectiunea diagonala a piramidei regulate VABCD cu baza patrat si varful V este un triunghi
echilateral cu latura de 64/2 cm. Determina iniltimea piramidei si muchia bazei.
8. Triunghiurile dreptunghice isoscele ABC (<C = 90°) si ABD (<D = 90°) sunt situate in plane

diferite. Latura AB este de 6 cm, iar distanta dintre punctele C' si D este de 3v/2 cm. Demonstrati ca
(ABC) L (ABD).



7. Teorema celor trei perpendiculare. Calculul distantei de la
un punct la o dreapta. Calculul distantei de la un punct la un plan.
{ Calculul distantei dintre doua plane paralele

Observa si descopera!

1. Figura 21 este o schita a imaginii din Figura 20. Daca privim
echerul ca pe un triunghi dreptunghic, atunci dreapta d este cateta
pe care sunt scrisi centimetri, dreapta a este creionul, AB este cateta
situatd pe masa, iar M B este ipotenuza. Creionul este astfel asezat
incat formeaza cu cateta de pe masa un unghi drept. Observa, cu
atentie, cele doua imagini si raspunde la urmatoarele Intrebari.

a) Daca dreapta d este perpendiculara pe planul «, pot afirma ca
dreapta d este perpendiculara pe dreapta a? Justifica raspunsul dat.

b) Daca dreapta AB este perpendiculara pe dreapta a pot afirma
cda L (ABM)? Justifica raspunsul dat.

c) Este dreapta M B perpendiculara pe dreapta a? Justifica ras-
punsul dat.

Figura 20 d

Figura 21

0 Important

e Daca o dreapta (d) este perpendiculard pe un plan («) si din piciorul ei construim o dreapta
(AB) perpendiculara pe o dreapta (a) din plan, atunci dreapta determinata de orice punct (M) al
perpendicularei pe plan si piciorul perpendicularei pe dreapta din plan (B) este perpendiculard pe
dreapta din plan.

(Teorema celor trei perpendiculare)

dl « d

M
ABLa \ g1y
a C «

Med

Justificare: a
Din d L a si a C v rezulta d L a. Din ipoteza avem a L AB si Av%{
atunci a L (ABM) (dreapta a este perpendiculara pe doua drepte o 1
concurente din plan). Din a L (ABM) si MB C (ABM) rezulta
al MB.
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e Dacé o dreaptéa d este perpendiculara pe un plan o in punctul A si dintr-un punct al ei (M) con-
struiesc o dreapta perpendiculara pe o dreapta a din plan (M B), atunci dreapta care uneste picioarele
celor doua perpendiculare (AB) este perpendiculara pe dreapta a din plan.

(Reciproca I a teoremei celor trei perpendiculare)

dl « d
Med M
VB La = AB 1 a

aC o
Justificare: Dind | asia C arezulta d L a. Din ipoteza avem a
a L BM si atunci a L (ABM) (dreapta a este perpendiculara pe AY%{
doua drepte concurente din plan). Dina L (ABM)si AB C (ABM) o :
rezulta a L AB.

Comentariu: Reciproca I a teoremei celor trei perpendiculare imi da posibilitatea, in anumite
situatii, sa determin distanta de la un punct la o dreapta.

Exemplu: Din varful A al triunghiului ABC' se ridica perpendiculara AD pe planul acestuia astfel incit
AD =3 cm. Dacd indltimea din A a triunghivlui ABC are lungimea de 3v/3 cm, determind distanta de
la punctul D la latura BC.

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Realizez o figura corespunzatoare enuntului.

Cum scriu:

C

Pas 2. Distanta de la un punct la o dreapta este distanta dintre punct si proiectia lui pe dreapta (se
masoara pe perpendiculara din acel punct pe dreapta). Construiesc perpendiculara din D pe dreapta

BC.

Construiesc DE L BC, unde E € BC' = DFE este distanta ceruta.
Dq
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Pas 3. Nu stiu unde se afla punctul E pe dreapta BC'. Aici intervine teorema celor trei perpendi-
culare, mai precis reciproca I.
Observ ca AE este inaltimea din A a triunghiului ABC.

DA 1 (ABC) (din ipoteza)
DE 1 BC (din constructie) L AR | BC
BC C (ABC)

Pas 4. Pentru a determina lungimea segmentului DE voi folosi teorema lui Pitagora. Trebuie sa
identific un triunghi dreptunghic.

Din DA 1 (ABC) si AE C (ABC) rezulta DA | AE, adica ADAEF este dreptunghic
in A.

Pas 5. In triunghiul DAF cunosc DA =3 cm si AE = 3v/3 cm.
Aplic teorema lui Pitagora in triunghiul DAFE.
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in ADAE 5 DE? = DA% + AE2.
DE? =32+ (3v/3)° = 9+ 27 = 36
DE = /36 = 6 cm.

e Daca o dreapta M A este perpendiculara pe o dreapta AB dintr-un plan, dreapta AB este per-
pendiculara pe o dreapta a din plan si M B este perpendiculara pe dreapta a din plan, atunci dreapta
M A este perpendiculara pe plan.

(Reciproca a II-a a teoremei celor trei perpendiculare)

MA 1 AB d

AB C « M

AB 1 a = MA 1 «

a C

MB 1 a

Justificare: Din a L AB si a L MB rezulta ca a L (ABM) A%/a

(dreapta a este perpendiculard pe doua drepte concurente din plan). o B
De aici si din AM C (ABM) rezulta AM 1 a. Din AM 1 a si

AM 1 AB rezulta AM 1 « (dreptele a si AB sunt concurente,
incluse in planul «).

Comentariu: Reciproca a II-a a teoremei celor trei perpendiculare imi da posibilitatea, in anumite
situatii, sa determin distanta de la un punct la un plan.

Ezemplu: Se considera piramida requlata VABCD, cu baza patrat de latura AB = 6 cm si inaltime
VO =4 e¢m. Determind distanta de la punctul O la planul (V BC).

Cum gandesc: Pas 1. Realizez un desen corespunzator enuntului.

Cum scriu: V




IX

.
o
]
p=3
c
T
3
.2
°
E
3
©
T
(@]
4]
bt
©
=]
L
°
o
o
Q
b
o
Q
‘©
bt
=}
—
o
©
(]
©
S
o
—
8
&
~

Pas 2. Trebuie construita perpendiculara din punctul O pe planul VBC. Ma astept ca aceasta
perpendiculara sa cada pe inaltimea din V' a triunghiului V BC.

Construiesc VM 1 BC si OP L VM.

VO L (ABC) | Rirsp
VM L BC } — OM 1 BC

\%

Pas 3. Aici intervine reciproca a Il-a a teoremei celor trei perpendiculare.

OP L VM (din constructie)
PM 1 BC (din constructie) 22158 op 1 (VBC), adica OP este distanta ceruta.
OM 1 BC (din demonstratie)

Pas 4. OP poate fi privit ca naltime in triunghiul MOV, OP L VM, iar triunghiul MOV este
dreptunghic, VO L (ABC).

In AMOV, OP este iniltime, OP | VM. Din VO L (ABC) si OM C (ABC) rezulti
VO 1L OM, deci AMOYV este un triunghi dreptunghic in O.
C1 - C

ip
In AABC, OM este linie mijlocie, rezulti OM = 3 cm (AB = 6 cm).
Din ipoteza VO = 4 cm.
In AMOV 25 VM2 =VO? + OM?, VM? =42 + 32 = 16 + 9 = 25
VM =+25=5cm

VO -MO 3-4 12

In AMOV avem OP = Vi rezulta OP = — = = = 2,4 cm.

Pas 5. Pot afla lungimea segmentului OP cu relatia ha dreptunghic =

Exerseaza!

2. In Figura 22 se stie ci triunghiul ABC este dreptunghic in A, ABDE este dreptunghi si
(ABC) L (ABD). a) Demonstreaza ca AC L (ABD); b) Arata ca CE L ED.

Figura 22
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3. In varful A al rombului ABCD se ridici perpendiculara AP pe planul acestuia. Daci O este
punctul de intersectie a diagonalelor rombului, arata ca PO L BD.

4. In varful B al triunghiului ABC se ridici perpendiculara BD pe planul acestuia. Daci DE 1 AC,
demonstreaza ca BE este inaltimea din B a triunghiului ABC.

5. Triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC are latura BC' intr-un plan « si varful A exterior planului.
Notam cu A’ proiectia punctului A pe planul a.

a) Demonstreaza ca triunghiul A’BC este isoscel.

b) Daca punctul M este mijlocul segmentului BC' si A’P 1. AM, demonstraza ca A'P 1 (ABC).

6. Pe planul triunghiului isoscel ABC' se ridica perpendiculara PA, cu PA = 6 cm. Se stie ca
AB = AC =13 cm si BC' = 10 cm.

a) Determina distanta de la punctul P la latura BC.

b) Calculeaza aria triunghiului PBC.

7. Pe planul triunghiului dreptunghic ABC , <A = 90°, cu AB = 4 cm si AC = 4/3 cm, se ridica
perpendiculara MO, unde O este mijlocul ipotenuzei. Se stie ci MA = 4y/2 cm.

a) Arata ca MO =4 cm.

b) Determina distanta de la punctul M la latura AC.

8. Se considera patratul ABCD, cu latura de 8 cm si PD L (ABC), astfel incdt PD = 12 cm.
Determina:

a) distanta de la punctul P la latura AB;

b) distanta de la punctul P la latura BC,

c¢) distanta de la punctul P la latura AC.
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9. Problema rezolvata:

Triunghiurile ABC si ABD sunt triunghiuri isoscele congruente, AC = AB = AD = 10 cm si
BC = BD =12 cm.

Se considera AO 1 (BCD), unde O este mijlocul segmentului CD si AO = 21/7 cm.

a) Determina distanta de la punctul O la dreapta AB.

b) Demonstreaza ca DO L (AOB).

c) Daca OP 1 AB, unde P € AB, demonstreaza ca DP 1 AB.
d) Determina distanta de la punctul D la dreapta AB.

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Realizez un desen corespunzator enuntului.

Cum scriu:

A




IX

o
o
[3]
e
c
©
S
R}
©
E;
=}
©
©
O
U
b
o
=1
Q
©
c
9
o
=
o
o
‘o
ht
=]
—
o
[}
o
©
IS
9]
—
&
=
~

Pas 2. a) Distanta de la un punct la o dreapta se masoara pe perpendiculara din punct pe dreapta.
Consider OP 1 AB, unde P € AB. Atunci OP este distanta ceruta.

Pas 3. Incadrez segmentul OP in triunghiul AOB in care OP este iniltime. Mai mult, triunghiul
AOB este dreptunghic.

Din AO L (BCD) si OB C (BCD) rezulta AO L OB, adica AAOB este dreptunghic
in O.
Pas 4. Pot determina lungimea lui OP cu relatia ha dreptunghic = ! . =
p
Cunosc AB si AO. Imi trebuie OB, pe care o determin cu teorema lui Pitagora.

In AAOB(<O = 90°), din teorema lui Pitagora avem,
2
OB = AB® — AO* = BO? = 10> - (2V7) = BO® =72 = BO = V72 = 6J/2 em.

AO - BO 2WT-6vV2 614
= = 0P= =

Obtinem OP = 1B 0 3

cm.

Pas 5. b) Trebuie demonstrat ca OD este perpendiculara pe doua drepte concurente din planul
(AOB). Voi arata ca este perpendiculara pe AO si BO.

Din AO L (BCD) si DO C (BCD) rezulta AO L DO.

Triunghiul BCD este isoscel, BC' = BD, iar O este mijlocul laturii DC.
Rezulta BO este si inaltime, deci DO L BO.

Din AO L DO si DO L BO rezulta DO L (AOB).

Pas 6. c) Voi folosi teorema celor trei perpendiculare. Am nevoie de o dreapta care trece prin D,
care este perpendiculara pe un plan care contine dreapta AB, dar si de o dreapta din acest plan care
este perpendiculara pe AB.

Din punctul b) avem DO L (AOB).
Din punctul a) avem OP L AB. Cum AB C (AOB) LE pp 1 AB.

Pas 7. d) Din punctul anterior stiu ca DP | AB, deci DP este distanta ceruta.
Incadrez segmentul DP in triunghiul DOP care este dreptunghic in O si trebuie si determin lun-
gimea lui OD.

Din punctul ¢) DP L AB = DP este distanta ceruta.

Din DO L (AOB) si OP C (AOB) = DO L OP, deci ADOP este dreptunghic.

Triunghiul BCD este isoscel, BC' = BD, iar O este mijlocul laturii DC. Rezulta BO
este si inaltime, deci DO L BO = ABOD este dreptunghic si din teorema lui Pitagora
avem:

2
OD? = BD? — BO? 0D? = 122 - (6v/2) = OD? =72 = OD = V72 = 6v/2 cm.
Acum, din teorema lui Pitagora in triunghiul DOP avem DP? = DO? + OP? =

2
6v/14 2304 2304 48
= DP2 = (6v2)° + <5> :DPQZY;»DP:,/?Zgzgﬁ cm.



Observatie: Punctul d) se putea rezolva independent de punctele a), b) si c).

Cum gandesc: Pas 1. Distanta de la punctul D la dreapta AB este tnaltime in triunghiul ABD.
Triunghiul ABD este isoscel si ii cunosc toate laturile. Scot separat triunghiul. In aceste conditii este
usor de determinat inaltimea corespunzatoare bazei.

Cum scriu: A

B M D

In triunghiul ABD construim AM 1 BD, atunci, in triunghiul dreptunghic AM D avem
AD =10 cm si DM = 6 cm. Rezultd, din teorema Iui Pitagora AM? = AD? — DM? =
AM? =10% — 6% = 64 =AM = /64 = 8 cm.

Pas 2. Pentru determinarea lui DP scriu aria triunghiului ABD in doua moduri.

BD- AM AB-DP
Aapp = =255 s Agpp = =2, deci BD - AM = AB - DP =
BD" AM 12.8 7 48
= AB 0 ~ 5 Jbom

10. Pe planul patratului ABCD se ridica perpendiculara MO, unde O este centrul patratului si
MO = 6 cm. Daca distanta de la M la dreapta BC este egald cu 21/13 cm, determini:

a) distanta de la punctul M la latura AB; b) distanta de la punctul M la latura C'D;

c) distanta de la punctul M la planul (M BC); d) distanta de la punctul M la planul (M AB);
e) distanta de la punctul M la planul (M CD).

11. Se considera punctul P, mijlocul muchiei D’C” a cubului ABCDA'B'C'D’ cu AB = 6 cm.
a) Determina distanta de la punctul P la dreapta AB. b) Calculeaza aria triunghiului PAB.
¢) Determina distanta de la punctul A la planul (BB'D’).

12. Se considera VABCD o piramida regulata, de varf V| cu toate muchiile egale cu 8 cm. Determina
distanta de la centrul bazei la o fata laterala a piramidei.

13. Se considers prisma dreaptid ABCDEFGH, cu baza pitrat, in care AB = 6 cm si AE = 6v/2 cm.
Determina: a) distanta de la punctul H la dreapta AC; b) distanta de la punctul D la planul (HAC).

14. Se considera hexagonul regulat ABCDFEF, cu latura de 5 cm. Pe planul acestuia se ridica
perpendiculara M A, cu M A = 12 cm. Determina:
a) distantele de la M la laturile hexagonului; b) distanta de la punctul E la planul (M AC).

15. Se considera triunghiul isoscel ABC' (AB = AC') si D un punct ce nu apartine planului (ABC)
astfel incdt AD | (ABC). Se stie ca AD = 10 cm, AB = 20 cm si distanta de la A la planul (BCD)
este egala cu 5v/3 cm.

a) Daca punctul P este mijlocul laturii BC si AM 1 DP, M € DP, demonstreaza ca AM L (BCD).

b) Determina lungimea segmentului D P.

c) Daca CN L AB, demonstreaza ca CN L (ABD).

d) Determina distanta de la punctul C' la planul (ABD).

16. Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDA’'B'C’D’ in care punctul O este centrul fetei
ABCD, iar punctul P apartine diagonalei BD' astfel incit CP L BD'. Demonstreaza ca OP 1 BD'.
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8. Recapitulare

1. Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDFEFGH. Determina:

a) priapey Fs e) prreo)AL;
b) priasc)D; f) prapc)AG;
¢) prapmC; g) prera)AB.

2. Se considera un dreptunghi ABCD si dreapta AM perpendiculara pe planul dreptunghiului.
a) Realizeaza un desen corespunzator enuntului.

b) Demonstreaza ca M B L BC.

c) Daca AB = AM, determina masura unghiului dintre planele (ABC') si (M BC).

3. In Figura 23 ABCD si ABEF sunt patrate si BE L BC. D, .C
a) Demonstreaza ca BE 1 (ABC).

b) Determind masura unghiului dintre planele (BED) si (FAB).
c¢) Demonstreaza ca planele (CAF') si (BED) sunt perpendiculare.

4. Pe planul rombului ABC'D cu latura de 12 cm si <A = 60°, se
ridica perpendiculara SA, astfel incat SA = 6 cm. Determina:

a) distanta de la punctul S la dreapta BD;

b) distanta de la punctul S la dreapta BC.

5. O cutie de carton are forma unei prisme dreapte ABCDA'B'C'D’, F
cu baza pitrat, in care AB =4 cm si AA’ = 44/14 cm. Se poate in- E
troduce, in aceasta cutie, un pix cu lungimea de 16,5 cm? Justifica Figura 23
raspunsul dat.

6. In Figura 2/ este un stalp ancorat cu un cablu metalic.
a) Ce elemente ar putea fi masurate pentru a determina lungimea stalp
cablului metalic ? A
b) Daca BC' = 3 m si unghiul format de cablu metalic cu planul
terenului este egal cu 60°, determina lungimea cablului metalic.

7. O piramida regulatd VABC D, cu baza patrat se intersecteaza cablu metalic
cu un plan paralel cu planul bazei prin mijlocul naltimii VO. Deter-
mina aria sectiunii, stiind ca latura bazei piramidei este de 18 cm.

8. Un con circular drept cu raza bazei egala cu 15 cm se intersec- 3
pamant

3
teaza cu un plan paralel cu planul bazei, construit la — din inaltime
5 Figura 24

fata de baza. Determina aria sectiunii.

9. Punctele A si B sunt de o parte si de alta a planului «, iar dreapta AB formeaza cu planul «
un unghi cu masura de 30°. Dreapta AB intersecteaza planul o in punctul C. Stiind ca AC' = 8 cm si
BC =6 cm, determina lungimile proiectiilor segmentelor AC, BC si AB pe planul a.

10. Se considera punctul M exterior planului « la distanta de 12 cm fata de acesta, iar A si B doua
puncte in planul «. Stiind ca dreptele M A si M B formeaza cu planul o unghiuri de 45°, respectiv 30°
si ca AB = 24 cm, determina:

a) lungimile proiectiilor segmentelor M A si M B pe planul «;

b) aria triunghiului M AB.



11. Se considera cubul ABCDA’'B'C’'D’ cu latura de 6 cm. Determina:
a) lungimea proiectiei diagonalei AC” pe planul (BB'C);
b) lungimea proiectiei segmentului B’D’ pe planul (ABC").

12. Se considera punctele necoplanare A, B, C si D astfel incat AD | AB, AB 1 AC, AC | AD,
AB =1cm, AC =3 cm si AD =4 cm. Determina:

a) masura unghiului dintre planele (ABD) si (ABC);

b) perimetrul triunghiului BC'D;

c) distanta de la punctul B la dreapta DC

d) aria triunghiului BC'D.

13. Pe planul patratului ABCD, cu latura de 3v/6 cm, se ridici perpendiculara AM, cu AM = 6 cm.

a) Demonstreaza ca (M BD) L (MAC).

b) Calculeaza masura unghiului dintre planele (M BD) si (ABC).

c¢) Daca FE si F sunt picioarele perpendicularelor din A pe M D, respectiv pe M B, demonstreaza ca
patrulaterului DEF' B este trapez isoscel.

14. Se considera cubul ABCDA'B'C'D’. Demonstreaza ca:
a) (B'BC) L (ABC);
b) (A’AC) L (B'BD).

15. Pe perpendiculara in D pe planul dreptunghiului ABC D se considera un punct oarecare M.
a) Demonstreaza ca (M AD) L (MCD,).

1
b) Daci AB = 6v/3 cm, AD = 6 cm si MD = iAB’ aratd ca unghiul dintre planele (M AC) si
(ADC) are masura de 45°.

16. Pe planul dreptunghiului ABCD, cu AB = 8y/5 cm si BC = 44/5 cm, se ridici perpendiculara
TA, cu TA =15 cm. Determina distantele de la T la laturile dreptunghiului si la diagonala BD.

17. Se considera SABCD o piramida patrulatera regulata cu latura bazei AB = 12 cm. Stiind ca
inaltimea SO = 12 cm, determina:

a) lungimea muchiei laterale;

b) aria sectiunii paralele cu baza, determinata de un plan care trece prin punctul M de pe segmentul
VO astfel incat OM = 4 cm.

18. In Figura 25 este reprezentat schita unui
acoperis in care triunghiurile ABC si DEF sunt
echilaterale, BCFE este dreptunghi, iar ABED si
ACFD sunt trapeze isoscele. Distanta de la punc-
tul A la planul (BCF) este de 2 m, fata ACFD
formeaza cu planul (BCF) un unghi cu masura de
30° si CF = 12¢/3 m.

a) Aratd cid BC = 44/3 m.

b) Determina lungimea coamei AD.

c¢) Cati metri patrati de tabla trebuie cumpérati Figura 25
pentru acest acoperis?

AUTOEVALUARE - In aceasti unitate de invitare:

Am inteles foarte bine ... Revezi lectiile si exercitiile notiunilor notate la culoarea galbend. W

Imi este neclar ... Discutd cu un coleg/ o colegd sau cu profesorul despre ceea ce nu ai
Nu stiu sa .... / Nu am inteles ... inteles si ai completat la culoarea rosie.
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9. Evaluare

Figura 26

Figura 27

Timp de lucru: 45 de minute
Din oficiu 10p
1. Deseneaza o piramida regulata VABCD si inaltimea VO. 10p

2. In Figura 26 ABCDA'B'C’'D’ este un cub. Misura unghiului
dintre dreptele AA’ si BC' este egala cu: 10p

A. 30°; B. 45°; C. 60°; D. 90°.

Incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect.

3. Intr-o prisma dreapti cu baza triunghi echilateral, latura bazei
este de 8 cm si muchia laterald de 6 cm. Inaltimea acestei prisme este
egala cu: 10p

A. 4 cm; B. 6 cm; C. 10 cm; D. 8 cm.

Incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect.

4. Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ din
Figura 27. Proiectia pe planul AA’D a segmentului BC” este: 10p
A. AA’; B. AD; C. AD'; D. A'D.

Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

5. Pe planul triunghiului dreptunghic ABC, <A = 90° se ri-
dica perpendiculara AM, AM = 5 cm. Se stie ca AB = 15 cm si
AC =20 cm.

a) Aratd ca AD = 12 cm, unde D este piciorul inaltimii din A a
triunghiului ABC. op

b) Determina distanta de la punctul M la dreapta BC. 5p

6. Segmentul AB formeaza cu un plan o un unghi cu masura de
30°. Daca A € «a si proiectia lui AB pe planul « are lungimea de 6 cm,
determina la ce distanta de planul « se afla punctul B. 10p

7. Triunghiurile ABC' si ABD, dreptunghice in A, sunt situate in
plane diferite.

a) Demonstreaza ca AB L (DAC). 10p

b) Daca distanta de la punctul A la dreapta C'D este egala cu
lungimea segmentului AB, determina masura unghiului dintre planele
BCD si DAC. 10p

8. O cutie in forma de paralelipiped dreptunghic are dimensiunile
de 3 cm, 4 cm si 12 cm. Se poate introduce, in aceasta cutie o bara
metalica cu lungimea de 14 ¢m? Justifica raspunsul dat. 10p
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10. Exersezi si progresezi

PORTOFOLIU

Prezinta portofoliul
Perpendicularitate in spatiu.

Autoevaluare:

a) Portofoliul contine piesele recomandate?

b) Piesele respecta cerintele de realizare?

¢) Aspectul portofoliului este ingrijit?
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1. Se considera cubul ABCDFEFGH, reprezen-
tat in Figura 28.
Determina: &
a) priascyD;
b) pT(GBC)A;
¢) preapo)l;
pr (BDF)A;
e) prera)B;
f) prseg)H.- A

2

.‘
N

Figura 28

2. Se considera un segment AB cu lungimea de 20 cm care intersecteaza un plan a.

Determina lungimea proiectiei segmentului AB pe planul «, stiind ca punctele A si B se afla la
distanta de 15 cm, respectiv 3 cm fata de planul a.

3. Se considera trapezul isoscel ABCD, AB || CD, AB =25 cm, CD =7 cmsi AD = BC =15 cm.

In punctul O de intersectie a diagonalelor se ridica perpendiculara OM pe planul trapezului,
MO =10 cm.

Determina:
a) distanta de la punctul M la dreapta DC;
b) distanta de la punctul M la dreapta BC.

4. Pe planul triunghiului isoscel ABC, cu AB = AC = 15 cm si BC' = 18 cm, se ridica perpendiculara
MG, unde G este centrul de greutate al triunghiului si MG = 4 cm.

Determina:

a) distanta de la punctul M la dreapta BC
b) distanta de la punctul M la dreapta AB;
¢) distanta de la punctul M la dreapta AC.
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IX

5. Se considera trapezul dreptunghic ABCD, AB || CD, <A = <D = 90°, cu AB = 14 cm,

CD =6 cm si BC' =10 cm. Pe planul trapezului se ridica perpendiculara DO, astfel incat DO =9 cm.

Determina:

a) distanta de la punctul O la dreapta BC
b) distanta de la punctul O la dreapta AB;
¢) distanta de la punctul O la dreapta AC.

6. De aceeasi parte a planului « se considera punctele coliniare A, B si C, in aceasta ordine, astfel

incat AB =8 cm, BC =12 cm si M, N si P proiectiile celor trei puncte pe planul a.

Arati . NP 3
r — =
atd cd -5 = =

7. Se considers paralelipipedul deptunghic ABCDA'B'C'D’, cu AA’ = 4y/6 cm , AB = 6 cm si

BC =8 cm.

a) Determind lungimea proiectiei diagonalei AC” pe planul (ABC).
b) Calculeaza cosinusul unghiului dintre diagonala A’C' si planul (BB'C).
8. Proiectia varfurilor unui paralelogram ABCD pe un plan « formeaza patrulaterul A’B'C’D’.

a) Demonstreaza ca A'B'C’D’ este paralelogram.
b) Arata cd AA'+CC’' = BB'+ DD'.

9. Se considera piramida regulata SABC, cu baza triunghi si M mijlocul laturii bazei BC.
Demonstreaza ca (SAM) L (ABC).

10. Se considera piramida regulata VABCD, cu baza patrat si punctul O centrul patratului ABC'D.
Demonstreaza ca (VBD) L (VAC).

11. Pe planul triunghiului isoscel ABC (AB = AC), AB = 10 cm si BC = 16 cm, se ridica

perpendiculara AD astfel incat AD = 6 cm.

Determind masura unghiului dintre planele (DBC) si (ABC).
12. Se considers triunghiul ABC in care AB = 2v/13 cm, AC = 4y/3 cm, BC = 10 cm si punctul P

exterior planului (ABC) astfel incat AP 1 (ABC'), AP = 10 cm.

a) Stabileste natura triunghiului (ABC).
b) Determina masura unghiului dintre planele (PAB) si (PBC).

13. Se considera prisma dreapta ABCDEF cu baza triunghi echilateral.
Daca AB = 8 cm si inaltimea AD = 4 cm, determina:
a) masura unghiului dintre planele (ABE) si (EBC);
b) masura unghiului dintre planele (DBC') si (ABC).

14. Se considera trapezul dreptunghic ABCD, AB || CD, in care <A = 90°, AB = 12 cm,

CD =4 cm, BC = 10 cm si dreptunghiul ABEF, cu AF = 6/3 cm.

Stiind ca (ABC) L (ABE):
a) determina distanta de la punctul C' la dreapta EF
b) calculeaza masura unghiului dintre planele (ABE) si (DCE).
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1. Distante pe fetele sau in interiorul corpurilor geometrice studiate

)

Observa si descopera!

1. Deseneaza, pe caiet, piramida regulata VABC cu baza tri-
unghiul ABC' (Figura 1).

a) Pe acest desen, pune in evidentad inaltimea unei fete laterale
dusa din varful piramidei.

b) Justifica de ce piciorul perpendicularei din punctul V' pe
dreapta BC' este mijlocul laturii BC.

c¢) Care este proiectia segmentului VM pe planul bazei ABC?

Figura 1

Important
e Apotema piramidei regulate este inaltimea unei fete laterale dusa din varful piramidei.

Ezemplu: Daca VM 1 BC, atunci VM este apotema piramidei
requlate.

O numim apotema deoarece proiectia ei pe planul bazei este apo-
tema poligonului regulat.

e Deoarece toate fetele laterale ale unei piramide regulate sunt
triunghiuri isoscele congruente, apotema piramidei poate fi conside-
rata pe oricare fata laterala.

e Pentru determinarea elementelor unei piramide regulate folo-
sim relatiile metrice din triunghiul dreptunghic.

Prezentam mai jos cateva situatii.

2. Problema rezolvata.

Intr-o piramida regulats V ABC, cu baza triunghi echilateral se cunosc inaltimea VO = 24/13 cm si
latura bazei AB = 12 cm.

a) Determina lungimea muchiei laterale a piramidei.
b) Determina lungimea apotemei piramidei.
¢) Determina distanta de la varful A la apotema de pe fata laterala V BC.

d) Determina distanta de la varful A la fata laterala V BC.



Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Citesc cu atentie enuntul si realizez un desen corespunzator acestuia.

Cum scriu:

\Y

e

Pas 2. a) Muchia laterala V' A o pot incadra ca latura in triunghiul VAO care este dreptunghic in
O, deoarece VO este perpendiculara pe planul bazei.

Din VO L (ABC) si AO C (ABC) rezulta VO L AO, deci AV AO este dreptunghic.

Pas 3. Pentru a determina lungimea laturii VA, am nevoie de lungimile laturilor VO (o cunosc) si
AO. Pentru a determina lungimea laturii AO, avem mai multe posibilitati:
1. O privesc ca raza a cercului circumscris triunghiului echilateral.
2
2. Punctul O este centrul de greutate al triunghiului, deci pe o mediana se afla la 3 de varf, iar

AM privita ca inaltime se poate determina cu teorema lui Pitagora.

1. In AABC echilateral, AO este raza. Din l3 = RV3 obtinem 12 = RV3 =

V3)
= \1/2?::12?:/324\/3, deci AO = 4+/3 cm.

2. In AABM dreptunghic in M, cunosc AB = 12 cm si BM = 6 cm (M este mijlocul
lui BC), rezulta, din teorema lui Pitagora:

AM? = AB? - BM? = AM? =122 - 62 = (12-6)(12+6) =6-18 =6-6-3 =62-3 =
AM = V62 -3 = 6/3 cm.

2 2
ACUHIAO:g'AM:>AO:§'6\/§:4\/§CIn.

Pas 4. Acum, in triunghiul dreptunghic VAO am toate elementele pentru a determina lungimea
lui V A.

In AV AO dreptunghic in O, din teorema lui Pitagora, avem VA? = VO? + AO?
2 2
= VA2 = (2V13)" + (4V3) =52+ 48 = 100 = VA = V100 = 10 em.

Pas 5. b) Apotema piramidei o pot incadra ca laturd in triunghiul dreptunghic MOV sau in
triunghiul dreptunghic BM V. Daca folosesc triunghiul MOV trebuie sa determin lungimea segmentului
OM. Daca folosesc triunghiul BMV am toate elementele necesare. Folosesc triunghiul BMV .

In ABMYV , dreptunghic in M, cunosc VB = VA = 10 cm si BM = 6 cm. Din teorema
lui Pitagora, avem VM? = VB2 — BM? = VM? = 10> — 6% = (10 — 6)(10 + 6) = 4- 16
=VM=+v4-16=2-4=8 cm.

e-[||A & Bsejd nijuad [enuejn — BoeWIRA
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Pas 6. c) Este vorba de perpendiculara din punctul A pe dreapta VM, adica de inaltimea din A a
triunghiului VAM. Scot separat acest triunghi.

v

A O M

Pas 7. Pentru determinarea lungimii segmentului AF voi scrie aria triunghiului VAM in doua
moduri.

Consider AE L VM = AFE este distanta ceruta.
VM- AE AM - VO

AAVAMZ# si Aavam = — = VM- -AE = AM - VO, adica
<21
8~AE:6ﬁ~2m:AE:6ﬁ8ﬁ:3\é@ cm

Pas 8. d) Distanta se masoara totdeauna pe perpendiculara. Trebuie construita perpendiculara
din A pe planul V BC, dar nu stiu unde cade. Intuitia Tmi spune ca o sa cada pe dreapta VM. Am
deja perpendiculara din A pe VM. Demonstrez ca AFE este perpendiculara pe planul V BC' folosind a
doua reciproca a teoremei celor trei perpendiculare.

AE L VM

VM 1 BC

AM 1 BC L2 AR 1 (VBC) = AEF este distanta ceruta.
VM c (VBC)

BC c (VBC)

Pas 9. Lungimea segmentului AE a fost deja determinata la punctul c).

3v/39
2

AFE =

cim.

Exerseaza!

3. In Figura 2, VABCD este o piramida regulata cu varful V,
in care VA =5 cm si AB = 6 cm. O este centrul bazei si M este
mijlocul laturii BC.

a) Este triunghiul BMV dreptunghic? Justifica raspunsul dat.

b) Folosind triunghiul BMV determina lungimea apotemei pi-
ramidei.

c¢) Este triunghiul M OV dreptunghic? Justifica raspunsul dat.

d) Folosind triunghiul MOV determina lungimea inaltimii pira-
midei.

e) Determina distanta de la punctul O la dreapta VM.

Figura 2



4. Intr-o piramida regulati VABC, cu varful V, cunoastem iniltimea piramidei VO = 4 cm, unde
O este centrul bazei, si apotema piramidei VM = 2y/7 cm, unde M apartine segmentului BC.

a) Determina lungimea muchiei bazei.

b) Determina lungimea muchiei laterale.

¢) Determina distanta de la punctul O la muchia AV.

d) Determina distanta de la punctul O la planul (VBC).

5. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ avem AB =8 cm, BC = 6 cm si D'B = 20 cm.
Aratd ci AA’ = 10v/3 cm.

6. Se considera un con circular drept cu inaltimea de 8 cm si raza & H G
bazei de 6 cm. '

a) Determina generatoarea conului. E

b) Determina distanta de la centrul bazei la o generatoare a conu-
lui.

7. Se considera cubul ABCDEFGH, din Figura 3, cu muchia de
6 cm.

a) Calculeaza lungimea diagonalei cubului.

b) Determina distanta de la punctul C' la diagonala BH.
¢) Determina distanta de la punctul A la planul (BCG).
d) Determina distanta de la punctul E la planul (DBF).

8. Se considera ABCDEF o prisma dreapta cu baza triunghi
echilateral care are fetele laterale patrate de latura 9 cm.

a) Determina distanta de la punctul D la dreapta BC.
b) Determina distanta de la punctul A la planul (BCE).
9. Sectiunea diagonala in piramida patrulatera regulata VABC D

(Figura 4 ), cu varful in V| este un triunghi echilateral cu latura de
12 cm.

a) Arata ca VO = 64/3 cm, unde O este centrul bazei.

b) Determina lungimea muchiei bazei piramidei.

¢) Determina lungimea apotemei piramidei.
d) Determina distanta de la punctul O la planul fetei VAB.

10. Acoperisul unei biserici maramuresene are forma piramidei
patrulatere regulate VABCD), cu varful V', reprezentata in Figura 5.
Cunoastem muchia laterala VA = 5 m si apotema piramidei VM = 4 m,
M e BC.

a) Determina lungimea muchei bazei.

b) Determina lungimea inaltimii piramidei.

¢) Muchiile laterale AV, BV, CV si DV sunt sprijinite cu stalpi
care pornesc din punctul O, centrul bazei, si ajung in mijlocul muchiei.
Ce lungime are un astfel de stalp?

d) O fata laterala a acoperisului este sprijinita cu un stalp care
porneste din punctul O, centrul bazei. Care este cea mai mica lungime
pe care o poate avea un astfel de stalp?
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s 2. Masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul corpurilor geometrice studiateJ
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Aminteste-ti! & b c

1. In Figura 6 dreptunghiul ABCD si triunghiul ABE sunt

situate in plane diferite. Se stie ca triunghiul ABFE este dreptunghic

in A, AD =3 cm, AE =4 cmsi DE =5 cm.
a) Identifica un unghi plan corespunzator diedrului dintre planul

dreptunghiului ABCD si planul triunghiului ABFE. A B
b) Ce masura are unghiul DAE?

c) Justifica afirmatia: (ABE) L (ADC).

E

Figura 6
Important

e In corpurile studiate apar unghiuri intre muchii si planul fetelor sau unghiuri intre doua fete. Prin
cateva exemple vom arata cum trebuie abordata problema determinarii acestor unghiuri. Uneori ne
vom multumi numai cu valoarea unei functii trigonometrice a acestor unghiuri.

2. Problema rezolvata: Se considera o piramida regulata VABC, cu baza triunghi, in care
inaltimea este VO = 4y/3 cm si muchia laterals VA = 41/6 cm.

a) Determina masura unghiului dintre o muchie laterala si planul bazei.

b) Determina tangenta unghiului dintre o fata laterala si planul bazei.

¢) Determina sinusul unghiului determinat de doua fete laterale.

Solutie:
Cum gandesc: Pas 1. Citesc cu atentie enuntul si realizez un desen corespunzator acestuia.

Cum scriu:

5

o

Pas 2. a) Unghiul unei drepte cu un plan este unghiul format de dreapta si proiectia ei pe plan.
Trebuie identificata proiectia muchiei VA pe planul ABC.

VO L (ABC) = AO = prispc)AV. Unghiul cautat este unghiul dintre dreptele AV si
AO, adica <V AO, deoarece este ascutit.



Pas 3. Unghiul VAO 1l pot incadra in triunghiul dreptunghic AOV unde cunosc cateta VO si
ipotenuza V A.

In AV AO dreptunghic in O, sin VAO = vo =

VA
4 ]_ _—
ﬁ = — si atunci VAO = 45°.
46 V2
Pas 4. b) Pentru unghiul dintre doua plane trebuie, in primul rand, identificatd dreapta de
intersectie a celor doua plane.

sinm =

(VBC)N (ABC) = BC

Pas 5. Acum trebuie construita, in fiecare plan, perpendiculara in acelasi punct, pe dreapta de
intersectie. Aceste perpendiculare trebuie alese cat mai convenabil, adica sa le pot identifica cu elemente
ale corpului sau ale unui poligon cunoscut.

Consider apotema VM L BC si evident OM 1 BC (VO L (ABC)si VM L BC).
Unghiul cautat este <(VM,0OM) = <VMO.

Pas 6. Pentru determinarea tangentei acestui unghi il incadrez in triunghiul MOV, unde deja
cunosc VO. Imi trebuie OM. Daca il privesc pe O ca centru de greutate al triunghiului ABC atunci

OM este o treime din AM sau jumatate din AO.
AO

AVem OM = 7

Pas 7. Pe AO 1l determin incadrandu-1 in triunghiul AOV.
Din teorema lui Pitagora, in AV AO dreptunghic in O, avem AO? = AV? —V0O? =
AO? = (4\/6)2— (4\/3)2:16-6—16-3:16-(6—3):16-3;s
AO = /16 -3 = 44/3 si atunci OM = 2¢/3 cm.

Pas 8. Tangenta unui unghi este raportul dintre cateta opusa unghiului si cateta alaturata unghiu-
lui.
- — VO —— 43
In AMOV, tgVMO = — = tgVMO = —= = 2.
& oM & 23

Pas 9. c) Aleg cele doua plane si identific dreapta de intersectie a celor doua plane.

(VAB)N (VBC) = VB.

\Y

e

Pas 10. Acum trebuie construita, in fiecare plan, perpendiculara in acelasi punct, pe dreapta de
intersectie, pentru a identifica unghiul plan al diedrului. In planul V AB aleg perpendiculara din varful
A (o voi putea numi inaltime in triunghiul VAB) si voi demonstra ca C'P este perpendicular pe V B.
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Consider AP 1 VB.

Acum APAB = APCB deoarece AB = BC' (muchii ale bazei), BP este latura comuna
si <PBA = <PBC (sunt unghiuri la baza ale fetelor laterale). De aici <APB = <CPB
si cum <APB = 90° rezulta CP L VB.

Din AP L VB si CP L VB rezulta < ((VAB),(VBC)) = <(AP,CP) = <APC.

Pas 11. Voi incadra unghiul APC' in triunghiul APC despre care stiu ca este isoscel.

Din APAB = APCB rezulta AP = CP, adica AAPC este isoscel.

Pas 12. In triunghiul APC trebuie sa determin lungimile lui AC, AP si CP. Pentru a determina
lungimea lui AC folosesc raza AO si legatura dintre raza si latura.
Pentru a determina lungimea segmentului C' P consider triunghiul V BC caruia 1i exprim aria in
doua moduri.
Din I3 = RV3 = AC =43 -v/3 =12 cm.
BC-VM VB-CP CP_BC’-VM
> 2 T vE

Pas 13. Trebuie determinata lungimea segmentului V M.

Apvee =

Din teorema lui Pitagora in AMOV (O = 90°) avem VM? = VO? + OM? =
2 2
VM2 = (4\/3) 4 (2\/3) — 48+ 12=60= VM = /60 = 2¢/15 cm.

Pas 14. Revin la determinarea segmentului C'P.

12-2y/15  6V5
CP = = = 3v/10 cm.
16 /2 e

Pas 15. Reprezint separat triunghiul APC in care cunosc lungimile tuturor laturilor.

P

5 :

A N C

Pas 16. Pentru a determina sinusul unui unghi trebuie sa 1l incadrez intr-un triunghi dreptunghic.

Construiesc AE 1 PC si obtin AAPFE dreptunghic in F.

Pas 17. Lungimea segmentului AF o determin cu aria triunghiului APC calculata in doua moduri,
dar am nevoie sa determin lungimea inaltimii din P.

Consider PN 1 AC', N € AC.
AC

Rezulta, deoarece triunghiul este isoscel, ca AN = - = AN =6 cm.

~

Din teorema lui Pitagora in AAPN (N = 90°) avem:

2
PN2 = AP?2 — AN2 = PN2 — (3\/10) —62=90—236=54= PN = /54 = 3.6 cm.

AC-PN CP-AFE AC - PN
Acum Apapc = = > :AE:Tj

2
P 12-3v6 123  12V/15
= = = cm.
310 V5 5




Pas 18. Acum pot determina sinusul unghiului APC intr-un triunghi dreptunghic.

- —  AE
In AAPFE dreptunghic in E, sin APE = aip =
12v15

5 12V/15  4v3  2V6
3v10 1510 5v2 5

sin@ =

Exerseaza!

3. Se considera piramida patrulatera regulata VABCD cu varful V (Figura 7).

Se stie ca AB =12 cm si VO = 6 cm, unde O este centrul bazei.

a) Determind proiectia muchiei AV pe planul bazei.

b) Este triunghiul AOV dreptunghic? Justifica raspunsul dat.

¢) Determina lungimea segmentului AO.

d) Folosind triunghiul AOV calculeaza sinusul unghiului format de muchia laterala AV si planul
bazei.

e) Care este dreapta de intersectie a planelor (ABC) si (VBC)?

f) Este VM 1 BC, unde M este mijlocul lui BC? Justifica raspunsul dat.

g) Este OM L BC? Justifica raspunsul dat.

h) Folosind triunghiul MOV determina masura unghiului planelor (VBC) si (ABC).
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Figura 7

4. Un con circular drept are generatoarea de 8 cm si raza bazei de 4 cm. Determina masura unghiului
format de o generatoare a conului cu planul bazei.

5. Se considera tetraedrul VABC' cu toate fetele triunghiuri echilaterale cu latura de 6 cm.
a) Determina sinusul unghiului format de muchia AV cu planul (ABC).
b) Determina tangenta unghiului format de planele (VBC) si (ABC).

6. Se considerd paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ in care AB = 4 cm, BC' = 3 cm si
AA" =5 cm.

a) Determina masura unghiului format de o diagonald a paralelipipedului cu planul fetei ABCD.

b) Determina tangenta unghiului format de planele (DCA’) si (ABC).

¢) Determina sinusul unghiului format de planele (BCD’) si (ABC).

7. Se considers prisma dreaptd ABCA'B’'C’ cu baza triunghi echilateral care are latura bazei de
12 cm si muchia laterala de 12v/3 cm.

a) Determina masura unghiului format de dreapta BC' cu planul (ABC).

b) Determind sinusul unghiului format de dreapta BC' cu planul (ABB’).




3. Piramida regulata
(cu baza triunghi echilateral, patrat sau hexagon regulat)

Observa si descopera!

1. In Figura 8 este schita unui acoperis in forma de piramida regulata cu baza patrat in care inaltimea

VO = 20 dm si latura bazei AB = 30 dm.

a) Ce lungime are VM, apotema piramidei?

3. Piramida regulata

b) Cati metri patrati de tabld s-au folosit pentru a acoperi o singura fata a piramidei? Nu se iau in
calcul pierderile de la montaj.

»

c) Cati metri patrati de tabla s-au folosit pentru a acoperi intreaga piramida?

Figura 8

o Important

e Aria laterala a unei piramide este suma ariilor fetelor laterale.

e La o piramida regulata, aria laterala se obtine inmultind aria unei fete laterale cu numarul
fetelor.

-Alat. =n-As
Justificare: La piramida regulata, fetele laterale sunt triunghiuri congruente.

e Aria laterala a unei piramide regulate se poate determina si cu formula:

P-a
-Alat. - L

, unde P este perimetrul bazei, iar a, apotema piramidei.

BC-VM

—

BC-VM (n-BC)-VM
2 - 2

Cum n - BC' este perimetrul bazei si VM este apotema piramidei, obtinem A, =

Justificare: Aria unei fete este Af =

Aria laterald este Ay = n -

P-a,
5

e Aria totala a unei piramide este suma dintre aria laterala si aria bazei piramidei.
Asot. = Alat. + Ap




e Volumul unui tetraedru este o treime din aria unei fete Inmultita cu inaltimea corespunzatoare
el.
Ap - h
3

metraedru =

e Daca doua corpuri cu interioare distincte au o fata comuna, atunci volumul noului corp este suma
volumelor celor doua corpuri.

Vasepe = Vapep + VeEseb
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e Orice piramida se descompune in tetraedre.

Justificare: Un poligon se descompune in triunghiuri, cu ajutorul diagonalelor.
Pentagonul ABC'DFE s-a descompus in triunghiurile ABC, ACE si ECD.
Am obtinut tetraedrele VABC, VACE si VECD.

e Volumul unei piramide se determina cu formula:

Ap - h

Vpiramids = , unde Ay, reprezinta aria bazei, iar h este Tnaltimea piramidei.
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Exerseaza!

2. In Figura 9, VABCD este o piramidd patrulaters regulatd cu varful V. Am notat cu [ latura
bazei, m muchia laterala, h inaltimea, a, apotema piramidei, A, aria laterala, Ao aria totala si Vj,
volumul piramidei.

Transcrie, pe caiet, tabelul de mai jos si completeaza casutele libere. Lungimile sunt exprimate in
centimetri, ariile iIn centimetri patrati si volumul in centimetri cubi.

l m h ap Alat. Atot. Vo
6 4
9 6

44/3 8
4/3 4

60 96
6 48

Figura 9

3. Se considers o piramidé triunghiulara regulata V ABC cu varful V, AB = 6 cm si VM = 3v/5 cm,
unde M este mijlocul segmentului BC'.

a) Calculeaza aria lateralda a piramidei.

b) Calculeaza aria totald a piramidei.

¢) Calculeaza volumul piramidei.

4. Intr-o piramida hexagonali regulatd VABCDEF cu varful V, muchia laterala este de 8 cm si
formeaza cu planul bazei un unghi cu masura de 60°.

a) Calculeaza aria laterala a piramidei.

b) Calculeaza aria totala a piramidei.

c¢) Calculeaza volumul piramidei.
5. Determina aria laterala, aria totala si volumul unui tetraedru regulat cu muchia de 12 cm.

6. In Figura 10 este reprezentata schita unui cort in formé de piramida patrulatera regulata cu varful
V. Inaltimea cortului este egala cu 1,5 m, iar latura bazei este egala cu 2 m. Se poate confectiona un

astfel de cort din 11 m? de material? Se are in vedere ci si partea de jos a cortului este din acelasi
material.

5 A

Figura 10



4. Prisma dreapta (cu baza triunghi echilateral, patrat sau hexagon
{ regulat), paralelipiped dreptunghic, cub

Observa si descopera!

1. In Figura 11 este schita unui rezervor care are forma unei
prisme drepte cu baza patrat. Iniltimea prismei este AA’ = 2 m,
iar latura bazei este AB = 5 m.

a) Determind aria unei fete laterale a rezervorului;

b) Suprafata laterala a rezervorului trebuie vopsita. Pentru o
suprafata de 10 m? este necesar 1 litru de vopsea. Determina cati li-
tri de vopsea sunt necesari pentru a vopsi intreaga suprafata laterala
a rezervorului.

0 Important

e Aria laterald a unei prisme este suma ariilor fetelor laterale.

A®

Figura 11
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e La o prisma dreapta (cu baza triunghi echilateral, patrat sau hexagon regulat), aria
laterala se obtine Inmultind aria unei fete laterale cu numarul fetelor.

Alag. = n - Ag
Justificare: La prisma dreapta (cu baza triunghi echilateral,
patrat sau hexagon regulat), fetele laterale sunt dreptunghiuri con- oC’
gruente.
e Aria laterald a unei prisme drepte (cu baza triunghi A
echilateral, patrat sau hexagon regulat) se determind si cu
formula: B’
Alat. = P - h, unde P este perimetrul bazei, iar h Inaltimea
prismei.

Justificare: Aria unei fete este Ay = BC' - BB'. Aria laterala
este Ayt = n-BC-BB' = (n-BC)-BB’. Cum n-BC este perimetrul
bazei si BB’ este inaltimea, avem Ap,g. = P - h.

e Aria totald a unei prisme este suma dintre aria laterala si
ariile celor doua baze ale prismei.
Atot. = Alat. ol 2Ab

e Paralelipipedul dreptunghic are numai arie totala. Aria totala pentru un paralelipiped drept-
unghic, cu dimensiunile a, b, respectiv ¢ se determina cu formula
Aparalelipiped = 2ab + 2bc + 2ac

D’ C’
O
e La un paralelipiped dreptunghic se poate vorbi despre arie A’ B’
laterala numai daca se precizeaza care sunt bazele. . Di 1
SO I
b C




e Cubul are toate fetele patrate cu muchia de lungime a. Aria laterala se determina cu formula
Alat. cub = 4a?, iar aria totala cu formula Agy, = 6a2.

| D) C)

e Orice prisma dreapta cu baza triunghi se descompune in trei tetraedre avand volumele egale.

. A 1 h - y
Justificare: Voapa = %. Am notat h¢ ndltimea din C' corespunzatoare fetei ABB'.

. Am notat he indltimea din C' corespunzitoare fetei A’BB’.
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Apapp - he

3
Aapprar . . . . . .
Dar Apapp = Ajapp = %, iar Tnaltimea este aceeasi; triunghiurile ABB' si A’BB’ sunt

VCA’BB’ =

din acelasi plan. Prin urmare Voapa = Voapp.
Aarpep ~har . Aprpoc - ha . s
Vapop = — 3 iar Vayigioor = — 3 Ca mai sus Aapop = Aapccr siinaltimea
este aceeasi, prin urmare Va pop = Vapcor.

In concluzie, cele trei tetraedre au volumele egale.

»

e Volumul unei prisme drepte cu baza triunghi se determina cu formula:
Vprisme drepte = Ab - h, unde Ay, reprezinta aria bazei, iar h este Inaltimea prismei.

Justificare: A b
AABC - har
Avem Vapcarpcr = Voapar + Vearsp +Varpcor =3 - Voapa =3 —————— = Apapc - har.

Dar hys este egald cu inaltimea prismei, pentru cd A’A 1 (ABC).




s

e Orice prisma dreapta se descompune in prisme drepte cu baza triunghi, deci volumul oricarei
prisme drepte se determina cu formula
Vprismi dreapts = Ab - h, unde Ay, reprezinta aria bazei, iar h este inaltimea piramidei.

Justificare: & E’
A -

Vapepeapcp e = Vapecasc +Vacpac o +Vapeap e =
= Apac - AA' + Apacp - AA + Apape - AA' =

= AA"- (Apac + Apacp + Arape) = Aapepe - AA

Dar AA’ este indltimea prismei, iar Aapopp este aria bazei.

e Volumul unui paralelipiped dreptunghic se determina cu formula
Vparalelipiped = abc, unde a, b si ¢ sunt dimensiunile paralelipipedului dreptunghic.
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Exerseaza!

2. Un cub are muchia de 5 cm.

a) Calculeaza aria laterala a cubului.
b) Calculeaza aria totala a cubului.
¢) Calculeaza volumul cubului.

3. Dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic sunt 3 cm, 4 cm respectiv 12 cm.
a) Calculeaza aria paralelipipedului.
b) Calculeaza volumul paralelipipedului.
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4. In Figura 12, ABCDA'B'C'D’ este o prismi dreapta cu baza
patrat. Am notat cu [ latura bazei, m muchia laterala, h inaltimea,
Alat. aria laterala, Ao, aria totala si V, volumul prismei.

Transcrie, pe caiet, tabelul de mai jos si completeaza casutele
libere. Lungimile sunt exprimate In centimetri, ariile in centimetri
patrati si volumul In centimetri cubi.

m h Alat. Atot. Vo h
6 4 L

9 270
43 64v/3

4 442 P
8 80 A

60 96
4 48 Figura 12

5. O prisma dreapta cu baza triunghi echilateral a carei latura este de 4 cm are inaltimea de 8 cm.
a) Calculeaza aria bazei.

b) Calculeaza aria laterala.

c¢) Calculeaza aria totala.

d) Calculeaza volumul prismei.

6. O prisma dreaptd cu baza triunghi echilateral are aria totald egala cu 81v/3 cm?. Stiind c# latura
bazei este de 6 cm, determina Inaltimea si volumul prismei.

7. Diagonala unei prisme cu baza un patrat are lungimea de 35 cm, iar diagonala unei fete laterale
are 25 cm. Determina aria totala si volumul prismei.

8. Problema rezolvata: O cutie in forma de paralelipiped dreptunghic are dimensiunile 12 cm,
18 cm, respectiv 20 cm. Se pot introduce, In aceasta cutie, 160 de cubulete cu muchia de 3 cm?

Solutie: Aparent, raspunsul este DA deoarece volumul paralelipipedului dreptunghic este
V =12-18-20 = 4320 cm?. Volumul unui cubulet este v = 3% = 27 ecm3, iar 4320 : 27 = 160.

In realitate, raspunsul este NU deoarece pe latura de 12 cm se poate aseza un rand de 4 cubulete;
12 : 3 = 4. Pe latura de 18 cm se pot aseza 6 randuri de cate 4 cubulete; 18 : 3 = 6. Obtinem astfel
un strat cu 24 de cubulete; 4 - 6 = 24. Pe latura de 20 cm se pot aseza 6 straturi a cate 24 de cubulete;
20 : 3 — 6,rest 2. Asadar, in paralelipiped am introdus 24 - 6 = 144 de cubulete.

5

20 5 20 ? 20

HE 8 3 13
12 12 12

9. Anumite produse se ambaleaza in cutii in forma de prisma dreapta cu baza triunghi echilateral
avand latura bazei de 4 cm si ndltimea de 15 cm. Pierderile la imbinari se neglijeaza. Se poate confectiona
o astfel de cutie dintr-o bucata de carton cu aria de 194 cm??



5. Cilindru circular drept, con circular drept

Observa si descopera!

1. In Figura 13 sunt desenate o prismi dreaptd cu baza hexagon si un cilindru.

a) Daca privesti bazele celor doua corpuri, prin ce se deosebeste o prisma dreaptd de un cilindru
circular drept?

b) Determina lungimea unui cerc cu raza egald cu 3 cm.

¢) Determina aria unui disc cu raza egala cu 4 cm.
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Figura 13

Important

e Formulele pentru determinarea ariei si volumului unui cilindru circular drept le putem descoperi
prin analogie cu o prisma dreapta.

Alat. prisma — P-h— Apt. cilindru = 27RG

pentru ca perimetrul (P) a devenit lungimea cercului (27 R), iar indltimea (h) a devenit generatoarea
(G).
Asot. prisma — -Alat.prismé + 2Ap = Aot cilindru = 27 RG + 2nR* = 27R (G + R)

pentru ci aria bazei (Ap) a devenit aria discului (7R?).

— _ 2
Vprismé dreapta — Ab ~h — V;:ilindru circular drept — TR*G

pentru ci aria bazei (Ap) a devenit aria discului (7R?), iar indltimea (h) a devenit generatoarea (G).
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e Formulele pentru determinarea ariei si volumului unui con circular drept le putem descoperi prin

analogie cu o piramida regulata.

P-a,

Alat. piramida =

ratoarea (G).

— Alat. con = TRG

pentru ca perimetrul (P) a devenit lungimea cercului (2rR), iar apotema piramidei (a,) a devenit gene-

Atot. piramidad — Alat. piramida + Ab — -Atot. con — TRG + 7TR2 =7R (G + R)

pentru ci aria bazei (Ap) a devenit aria discului (7R?).

Ay - h

Vpiramidé =

pentru ci aria bazei (Ap) a devenit aria discului (7R?).

Exerseaza!

2. In Figura 14, ABCD reprezintd sectiunea axiald a unui ci-
lindru circular drept. Am notat cu R raza bazei, G generatoarea, h
inaltimea, Ay aria laterala, Aio. aria totalda si Vi volumul cilin-

drului.

Transcrie in caiet tabelul de mai jos si completeaza casutele li-
bere. Lungimile sunt exprimate in centimetri, ariile In centimetri

patrati si volumul In centimetri cubi.

chon circular drept —

R G h Alat. Asot. Veil
6 4
9 2707
4/3 6473

4 42
8 807

607 1327
4 481

Figura 14

3. Sectiunea axiala a unui cilindru circular drept este un patrat cu latura de 6 cm.

a) Determing aria laterala a acestui cilindru.

b) Determina aria totala a acestui cilindru.

¢) Determina volumul acestui cilindru.
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4. Dintr-o coald de hartie ca cea din Figura 15 D N
se pot obtine doi cilindri. Un cilindru in care gene-
ratoarea este latura AD, notat cu C1 si un cilindru
in care generatoarea este latura AB, notat cu C2. _
AB =20 cm si AD = 10 cm. Qg coald de hartie P

a) Determind aria laterala a cilindrului C1.

b) Determina aria laterala a cilindrului C2.

c) Compara aria laterala a cilindrului C1 si aria & o SRR .
laterz)ilé a cilindrului C2. A M B A%)Ml

d) Determina volumul cilindrului C1. ]

e) Determina volumul cilindrului C2.

f) Compara volumul cilindrului C1 si volumul ¥ C

cilindrului C2. Figura 15

5. Determina aria laterald si volumul unui cilindru circular drept stiind ca raportul dintre raza bazei

2
si generatoare este 3’ iar perimetrul sectiunii axiale este de 56 cm.

6. Sectiunea axialda a unui cilindru circular drept cu generatoarea de 8 cm este un dreptunghi cu
unghiul dintre diagonale de 60°. Determina volumul acestui cilindru.

7. In Figura 16, V AB reprezinti sectiunea axiali a unui con cir-
cular drept. Am notat cu R raza bazei, G generatoarea, h inaltimea,
Alat. aria laterala, Ao aria totala si Vien volumul conului.

Transcrie in caiet tabelul de mai jos si completeaza casutele li-
bere. Lungimile sunt exprimate in centimetri, ariile in centimetri
patrati si volumul In centimetri cubi.

R G h Alat. »Atot. Vcon
6 4
9 2707

4/3 647/3

8 807

607 967 Figura 16
6 487

8. Sectiunea axiala a unui con circular drept este un triunghi echilateral cu latura de 12 cm.
a) Determina aria laterala a acestui con; b) Determina aria totala a acestui con; ¢) Determina volumul
acestui con.

9. In Figura 17 este schita unui rezervor in forma de con circular A B
drept. AB este diametrul bazei conului si AB = 6 m, iar AC este
generatoarea conului si AC' =5 m.
a) Cati litri de apa se pot pastra in acest rezervor?
b) Suprafata exterioara a rezervorului trebuie vopsita si, la 10 m?,
avem nevoie de 1 litru de vopsea. Pot vopsi rezervorul cu 4,8 litri
de vopsea? (3,14 < 7 < 3,15)

C

10. Desfasurarea pe un plan a unui con circular drept cu inaltimea .
Figura 17

de 61/3 cm este un semicerc. Determini volumul conului.
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6. Trunchi de piramida regulata, trunchi de con circular drept. Sfera

)

Observa si descopera!

1. In Figura 18 este desenat un trunchi de piramids dreapts cu
baza triunghi echilateral.

a) Daca aria laterala a piramidei din care provine trunchiul este
egali cu 100 cm? si aria laterala a piramidei care se elimin este egald
cu 20 cm?, determind aria laterald a trunchiului de piramida.

b) Daca volumul piramidei din care provine trunchiul este egal
cu 100 em? si volumul piramidei care se elimina este egal cu 20 cm?,
determina volumul trunchiului de piramida.

0 Important

e Aria laterala a unui trunchi de piramida regulata se
poate determina ca diferenta intre aria laterala a piramidei mari si
aria laterala a piramidei mici.

Alat.tr.de pir. — Alat.P - Alat.p

e Aria laterala a unui trunchi de piramida se poate deter-
mina si cu ajutorul formulei:
(PB a4 Pb) * Gy
— 5
unde Pp este perimetrul bazei mari, P, este perimetrul bazei mici,
iar as- apotema trunchiului de piramida, M M.

Alat.tr.de pir. —

e Aria totala a trunchiului de piramida regulata este suma
dintre aria laterala a trunchiului de piramida regulata si ariile celor
doua baze.

Atot.tr.de pir. — Alatltr.de pir. + A + Aba
unde Ap este aria bazei mari si Ay, este aria bazei mici.

e Volumul unui trunchi de piramida regulata se poate
determina ca diferenta intre volumul pirmidei mari si volumul pira-
midei mici.

‘/tr.de pir. — Vp — Vp’
unde Vp este volumul piramidei mari si V}, este volumul piramidei
mici.

e Volumul unui trunchi de piramida se poate determina si
cu formula:

h
Vir.de pir. — § (-AB + Ab + v Ag - Ab)7

unde Ap este aria bazei mari, A} este aria bazei mici, iar h este
inaltimea trunchiului de piramida.

D
0

o

Figura 18




0 e Aria laterala a unui trunchi de con circular drept se
poate determina ca diferenta intre aria laterala a conului mare si
aria laterala a conului mic.

\%

Alat.tr.de con — Alat.Con - Alat,con

e Aria laterald a unui trunchi de con circular drept se
poate determina si cu formula:
Alat.tr.de con =G (R + T)?

unde R este raza bazei mari, r este raza bazei mici, iar G este gene-
ratoarea trunchiului de con, BB’.

e Aria totala a trunchiului de con circular drept este suma
dintre aria laterala a trunchiului de con circular drept si ariile celor
doua baze.

-Atot.tr.de con = TG (R + ’/“) + T R? + mr?
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e Volumul unui trunchi de con circular drept se poate
determina ca diferenta intre volumul conului mare si volumul conului
mic.

o<

‘/tr.de co — VCon - ‘/cona
unde Vo este volumul conului mare si Vion este volumul conului
mic.

e Volumul unui trunchi de con circular drept se poate
determina si cu formula:

h
V;:r. de con — % (R2 + 7’2 + RT),

unde R este raza bazei mari, r este raza bazei mici, iar h este
inaltimea trunchiului de con.

0 e Numim sfera multimea punctelor din spatiu egal departate de
un punct fix numit centrul sferei.

e Raza sferei este distanta de la centrul sferei (punctul O) la
un punct de pe sfera.

Ezemplu: In figura aldturatd, OA, OB si OC sunt raze.

e Aria unei sfere se determina cu formula:

Agers = 47 R?, unde R este raza sferei.

e Volumul unei sfere se determina cu formula:

A7 R3
Visters = 3 unde R este raza sferei.




Exerseaza!

2. In Figura 19, ABCDA'B'C'D’ este un trunchi de piramids &
regulata. Am notat cu L latura bazei mari, [ latura bazei mici, m
muchia laterala, h inaltimea, ay. apotema, Ay, aria laterald, Ao,

g aria totala si V4, volumul trunchiului de piramida.

12 Transcrie in caiet tabelul de mai jos si completeaza casutele li-

;S} bere. Lungimile sunt exprimate in centimetri, ariile in centimetri

= patrati si volumul in centimetri cubi.

>

% L l m h Qtr Alat. Aot Vi

S 8 2 5

S 10 6 2v/10

E 12 4 5

5 2 4 64

g 4 [E 152 Figura 19

» 5 3 49

%B 3. Un trunchi de piramida triunghiulard regu- 4. Intr-un trunchi de piramida triunghiulara
£ latd are laturile bazelor de 3 cm, respectiv 9 ¢cm, regulatd latura bazei mari este de 12v/3 cm, latura
2 iar apotema piramidei din care provine trunchiul bazei mici 64/3 cm, iar iniltimea de 4 cm.

< de 6 cm. Calculeaza: Calculeazs:

é a) aria laterala a trunchiului de piramida. a) muchia laterala a trunchiului.

© b) volumul trunchiului de piramida. b) apotema trunchiului.

¢) aria laterald a trunchiului de piramida.
d) aria totald a trunchiului de piramida.
e) volumul trunchiului de piramida.

¢) volumul piramidei din care provine trunchiul.

5. In Figura 20 este reprezentat un trunchi de con circular drept. Am notat cu R raza bazei mari, r
raza bazei mici, G generatoarea, h inaltimea, Ay, aria laterala, Ao, aria totala si Vi, volumul trunchiului
de con. Transcrie in caiet tabelul de mai jos si completeaza casutele libere. Lungimile sunt exprimate in
centimetri, ariile In centimetri patrati si volumul In centimetri cubi.

R r G h Ala. Asot. Vir
6 2 3
7 4 5
2 10 6
10 5 807
4 72w 1527
8 4 224m Figura 20

6. Intr-un trunchi de con circular drept o generatoare formeaza cu planul bazei mari un unghi de
60°, iar generatoarea si diametrul bazei mici au lungimea egala cu 2a.

a) Determina, in functie de a, aria laterala a trunchiului de con;

b) Determina, in functie de a, volumul trunchiului de con.

7. Determina aria si volumul unei sfere, stiind ca:
a) raza este de 6 cm; b) diametrul sferei este de 4 cm.

8. Determini volumul unei sfere a carei arie este egald cu 167 cm?.

256
57TCH13.

9. Determina aria unei sfere stiind ca volumul sferei este egal cu

10. Determina raza unei sfere stiind ca aria si volumul se exprima prin acelasi numar real.




7. Recapitulare

1. In Figura 21, VABCDEF este o piramidi hexagonald regu-
lata cu varful V. Se stie ci VA =13 cm si VO = /69 cm, unde O
este centrul bazei.

a) Arata ca AB = 10 cm.

b) Determina lungimea apotemei VM, unde M este centrul bazei
piramidei.

¢) Determina cosinusul unghiului format de o muchie laterala cu
planul bazei.

d) Determina cosinusul unghiului format de o fata laterala a pi-
ramidei cu planul bazei.

Figura 21

2. Se considera paralelipipedul dreptughic ABCDEFGH,cu AB =8 cm, BC =6cmsi AE = 10 cm.
a) Determina lungimea diagonalei paralelipipedului.

b) Determina distanta de la punctul B la planul (ACG).

¢) Determina masura unghiului format de diagonala AG cu planul (ABC).

3. Se considera cubul ABCDA’'B'C’'D’ cu muchia de 8 cm.

a) Determind lungimea proiectiei segmentului BC' pe planul (ABC).
b) Determina distanta de la punctul A la planul (BDD’).

¢) Determina distanta de la punctul D’ la dreapta AC.

d) Determina distanta de la punctul C' la planul (C'BD).

4. Se considers ABCDA'B'C'D’ o prisma dreapti cu baza pitrat, cu latura bazei de 6v/2 cm si
muchia laterala de 12 cm.

a) Determina distanta de la punctul B la drepta AC".

b) Determind lungimea proiectiei segmentului AC’ pe planul (BC'C").

¢) Determina distanta de la punctul A la planul (BDD’).

d) Determina distanta de la punctul A la planul (A’BD).

5. Se considera VABCD o piramida patrulatera regulata cu varful V', care are toate muchiile de
6 cm.

a) Determina lungimea proiectiei segmentului VA pe planul (ABC).

b) Determina masura unghiului format de V B cu planul (ABC).

c¢) Determina distanta de la centrul bazei piramidei la o fata laterala.

6. Intr-un vas in forma de piramida regulat ca cel din Figura 22, &
Inchis ermetic, se afla un lichid care se ridica pana la jumatatea
inaltimii. Latura bazei piramidei este de 12 dm, iar inaltimea pi-
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ramidei este de 9 dm. Cati litri de lichid sunt in interiorul piramidei?

7. Se considera trunchiul de piramida patrulatera regulata
ABCDMN P(@, cu muchia bazei mari AB = 12 cm, unghiul dintre ,
muchia laterals si planul bazei mari are masura de 45° si OO’ = 3v/2 cm, fmm e
O si O" sunt centrele bazelor. :

a) Determina apotema trunchiului.

b) Determind masura unghiului dintre dreptele AM si BN.

¢) Determina distanta de la punctul O la planul (NBC).

Figura 22




s

]
by
o
>
=
Q
T
O
]
o
~

8. Se considera un triunchi de con circular drept cu raza bazei mari, raza bazei mici si generatoarea
direct proportionale cu numerele 3, 2 si respectiv 2. Se stie ca inaltimea trunchiului de con este de
44/3 cm.

a) Determina razele bazelor.

b) Determina distanta de la centrul bazei mari la o generatoare.

¢) Determina tangenta unghiului format de generatoare cu planul bazei mari.

9. O piramida hexagonala regulata VABCDEF cu varful V are latura bazei de 8 cm si inaltimea de
4\/§ cm.

a) Determina aria laterala a piramidei.

b) Determina aria totala a piramidei.

¢) Determina volumul piramidei.

10. Intr-o piramida triunghiulara regulatd VABC cu varful V, aria bazei este egald cu 36v/3 cm? si
perimetrul unei fete laterale este egal cu 36 cm.

a) Calculeaza aria laterald a piramidei.

b) Calculeaza aria totala a piramidei.

c¢) Calculeaza volumul piramidei.

d) Determina cosinusul unghiului format de o fata laterala a piramidei cu planul bazei.

e) Determina distanta de la un varf al bazei la o fata laterala opusa a piramidei.

f) Determina sinusul unghiului diedru dintre doua fete laterale ale piramidei.

11. Un cilindru circular drept are raza bazei egala cu 3 cm si generatoarea de 8 cm. Calculeaza aria
laterala, aria totala si volumul cilindrului.

2

12. Daca aria laterala a unui cilindru circular drept este egala cu 1087 cm? si volumul este de

3247 cm?, determini raza, inaltimea si aria totala a cilindrului.

13. Sectiunea axiald a unui cilindru circular drept este un patrat care are aria egald cu 196 cm?.
Calculeaza aria totala si volumul cilindrului.

14. Un trunchi de piramida triunghiulara regulata are apotema de 8 cm, muchia laterald de 10 cm
si raza cercului circumscris bazei mici /3 cm.

a) Calculeaza aria laterala a trunchiului.

b) Calculeaza volumul triunchiului.

¢) Determina cosinusul unghiului format de o fata laterala a trunchiului si planul bazei mari.

15. Sectiunea axiala a unui trunchi de con circular drept este un trapez cu diagonalele perpendiculare
care are bazele de 10 c¢m, respectiv 24 cm.

a) Calculeaza aria laterala a trunchiului de con.

b) Calculeaza volumul trunchiului de con.

16. Determina raza unei sfere al carei volum este egal cu cel al unui con circular drept care are
inaltimea de 8 cm si generatoarea de 24/17 cm.

AUTOEVALUARE - In aceasti unitate de invitare: 1
Am inteles foarte bine .... Revezi lectiile si exercitiile notiunilor notate la culoarea galbend.
Imi este neclar .... Discutd cu un coleg/ o colegd sau cu profesorul despre ceea ce nu ai

inteles si ai completat la culoarea rosie.

Nu stiu sd .... / Nu am inteles ....




8. Evaluare

Timp de lucru: 45 de minute
Din oficiu 10p

1. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile 3 cm, 4 cm si 6 cm.

Volumul acestui paralelipiped este egal cu: 10p
A. 13 cm?; B. 72 cm?; C. 108 cm?; D. 36 cm?.

Incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect.

2. Un cilindru circular drept are raza bazei de 6 cm si inaltimea de 4 cm.

Volumul acestui cilindru este egal cu: 10p
A. 967 cm?; B. 144 cm?; C. 247 cm?; D. 1447 cm?.

Incercuiegte litera corespunzatoare raspunsului corect.

3. O piramids hexagonald regulata are aria unei fete laterale egald cu 12 cm?.

Aria laterala a acestei piramide este egala cu: 10p
A. 72 cm?; B. 144 cm?; C. 727 cm?; D. 36 cm?.

Incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect.
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4. Un con circular drept are raza bazei de 4 cm si generatoarea de 6 cm.
Aria laterala a acestui con este egala cu: 10p
A. 487 cm?; B. 144 cm?; C. 247 cm? D. 1447 cm?;

Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

5. In Figura 23, VABCD este o piramidi patrulaters regulata cu muchia bazei
AB = 8 cm si indltimea VO = 4v/2 cm, unde O este centrul bazei.

a) Arata ca apotema VM = 44/3 cm, unde M este mijlocul lui BC. op
b) Calculeaza aria totala a piramidei. 10p
¢) Determind masura unghiului dintre o muchie laterala si planul bazei. 10p

Figura 23

6. Intr-un cub ABCDA'B'C'D’, punctul M este mijlocul muchiei BC' si A’M = 12 cm.

a) Arata ca AB = 8 cm. 10p
b) Calculeaza tangenta unghiului determinat de diagonala BD’ si planul fetei (ABC). 10p
c) Calculeaza distanta de la punctul C' la planul (AA'M). 5p
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9. Exersezi si progresezi

1. Se considera cubul ABCDEFGH cu muchia de 4 cm. a) Calculeaza lungimea diagonalei cubului.
b) Determina distanta de la punctul B la dreapta AG. c) Determina distanta de la punctul A la planul
(EBD).

2. Se considers ABCDA'B'C'D’ o prisma dreaptid cu baza pitrat, cu latura bazei de 6v/2 cm si
muchia laterald de 12 cm. a) Determina distanta de la punctul B la drepta AC’. b) Determina lungimea
proiectiei segmentului AC’ pe planul (BCC”). ¢) Determina distanta de la punctul A la planul (BDD').
d) Determina distanta de la punctul A la planul (A’BD).

3. Piramida hexagonala regulata VABCDEF cu varful V' are latura bazei de 6 cm si apotema de
v/91 cm. a) Determind muchia laterald a piramidei. b) Determina inaltimea piramidei. c¢) Determins
distanta de la V' la BC'. d) Determina masura unghiului format de o fata laterald cu planul bazei.

e) Determina distanta de la punctul O la o fata laterala, unde O este centrul bazei.

4. Se considera trunchiul de piramida triunghiulara regulata, ABC A’B’C’, in care se stie ca
AB =123 cm, A'B’ = 8y/3 cm si AA’ = 5 cm. a) Determina distanta dintre planele bazelor trunchiului
de piramid4; b) Determina sinusul unghiului format de dreapta AA’ cu planul (BCC").

5. Se considera piramida patrulatera regulata VABCD cu varful in V si P un punct pe muchia BV
Se stie cd AV =5 cm si AB = 6 cm. a) Demonstreaza ca triunghiul PAC' este isoscel. b) Determina
lungimea segmentului PB pentru care perimetrul triunghiului PAC este minim. c¢) Determina lungimea
segmentului OP, unde O este centrul bazei, pentru care aria triunghiului PAC este minima.

6. Intr-o piramidi triunghiulard regulati VABC cu varful V, muchia laterald este de 4v/6 cm,
iar lungimea apotemei piramidei este de 4y/2 cm. a) Calculeaza lungimea laturii bazei. b) Calculeaza
lungimea inaltimii. c¢) Calculeaza volumul piramidei. d) Determina tangenta unghiului format de o
muchie laterala cu planul bazei.

7. Determina aria totala si volumul unui cilindru circular drept care are generatoarea de 9 cm si aria

laterald de 1807 cm?2.

8. Determina aria totald si volumul unui cilindru circular drept cu aria bazei de 2897 si perimetrul
sectiunii axiale de 88 cm.

9. Un cilindru circular drept are diametrul bazei de 18 cm, iar aria laterala este juméatate din aria
totald. Determina generatoarea acestui cilindru.

10. Intr-un trunchi de piramida triunghiulara regulats, lungimea laturii bazei mari este de 18y/3 cm,
lungimea apotemei trunchiului de 10 cm iar aria laterald de 360/3 cm?. a) Calculeaza volumul trunchiului
de piramida. b) Calculeaza aria laterala si volumul piramidei din care provine trunchiul.
c¢) Determina distanta de la centrul bazei mari la o fata laterala.

11. Intr-un trunchi de con circular drept, sectiunea axiali este un trapez ABCD care are

BA
AD = DC = (CB = — = a cm. a) Determina in functie de a, aria sectiunii axiale a trunchiului de con.

b) Determina in functie de a, volumul trunchiului de con. c¢) Determina in functie de a, aria laterala
a trunchiului de con. d) Determina in functie de a, aria laterala si volumul conului din care provine
trunchiul de con. e) Determind masura unghiului dintre generatoarea si inaltimea trunchiului.

12. Aria unei sfere este egala cu 1007 cm?. Determini volumul sferei.
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1. Recapitulare finala

Algebra

1. Stabileste care dintre urmatoarele relatii sunt adevarate si care sunt false:

a) 2v/5 € (3;4]; b) —2,4 € (—3;2); ¢) =T € [=3;+00); d) 3v3 € (2;4]; ) (1 —/2) € (—1;0].

2. Calculeaza, folosind reprezentarea pe axa numerelor, Iy N Iy si 1 U Io, stiind ca:
a) I = (—4;3) si I = [~2;2];

b) I = (—o0; 2] si Iy = [-3,5; 2);

¢) I = (= V5,4) si Iy = (—2,3;V17];

43\ [ 54
d)]1—<—374>$112—|:—4,5)

3. Rezolva inecuatiile:

a) 4z — 2 > 0; f) 422 + 42 +1 < 9;
b) 3z +5 < 0; x4 4z + 4

g) —————— >0
c) |22 — 1] < 3; rz—1
d) [3x — 2| < 1 922 — 62 + 1
) 3o - 2] < py 9% 6241
e) x*+6x+9<4; 3x — 2

4. O persoana a depus la o banca o suma de bani cu dobanda de 5% pe an. Scrie ca expresie algebrica

suma de bani pe care o primeste dupa trei ani.

5. Suma a doua numere reale este 17, iar diferenta patratelor lor este egald cu 119. Determina

numerele.

6. Arata ca numarul (\/é — 2)2 + (2\@ + \/3)2 este natural.

7. Sa se aduca la forma cea mai simpla urmatoarele expresii algebrice:
a) (z — 2)(2? + 22 + 4);
(a® + ab + b?);
c) 2y +1)(4y® — 2y +1);
d) (a +b)(a® — ab+ b?);
e) (z— )P+t +22+22+241);
(a —b)(a® + a*b + a®b? + a®b® + ab* + b°);
g) (x+y+2)(x?+y?+ 22—y —yz—zx) — 23 — 9% — 23 + 3ayz.

8. Un triunghi dreptunghic cu aria egali cu 30 cm? are ipotenuza egald cu 13 cm.

perimetrul acestui triunghi.

9. Calculeaza cit mai rapid:

a) 47% e) 105 - 115;
b) 25 - 35; f) 2020%;
c) 1012, 19992;

g)
d) 9992 h) 1990 - 2010.

Determina



IX

10. Folosindu-te de formulele de calcul prescurtat, descompune urmatoarele expresii algebrice:
a) 22 +6x+9; c)dr?+122x+9; e) 42?25 g) - 1822 +81; i) 2%+ 82% +16;
b) 22 —6x +9; d)42? —12x+9; f) 252* —4; h) 2* + 1022 +25; ) 28 — 322 + 256;

11. Se considera expresia algebrici F(z,y) = (22 + 4xy + 3y?) (2% + 4y + 5y2) + y*. Dacid z+2y = 5,
demonstreaza ca E(x,y) = 625.

12. Rezolva urmatoarele ecuatii in multimea numerelor reale:
a) 422 +3r=0; b)5x?+10x+5=0; c) 2> +5x+6=0; d)42?+8x+3=0.

13. Determind numaéarul natural n pentru care 1 +2 43 + ...+ n = 666.

2 1
14. Se considera expresia E(x) = (Q—i—fl:—i—él + 1) : (1 + n 2> + T unde = # —2. Arata ca
T T x T

E(x) este un numar natural, pentru orice numar real =, z # —2.
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15. Rezolva urmatoarele sisteme de ecuatii, folosindu-te de formulele de calcul prescurtat:

) x? — 2zy 4+ y? = 169
a
xz—y2:481

b) 2?4+ 2y +y? = 144
x2—y2:24

) x? + 4oy + 4y? = 256
c
422 + 4oy + ¢ = 121

16. Stabileste daca punctele A(—4, —5), B(—2, — 4) si C'(8,1) sunt coliniare.

17. Se considera functia f: R — R, f(z) = 3z — 2.
a) Reprezinta geometric graficul functiei f, intr-un sistem de axe ortogonale.

b) Determina coordonatele punctelor aflate la intersectia dintre reprezentarea geometrica a graficului
functiei f si axele Oz si Oy ale sistemului de axe ortogonale.

c¢) Daca punctul D(a,a?) apartine graficului functiei f, determina valorile posibile ale numarului real

18. Determind un set de date format din patru numere naturale scrise in ordine crescatoare cu
proprietatea ca media lor aritmetica este 10, mediana este 12, iar modul este 13.

Geometrie

1. Se considera cubul ABCDA'B'C'D’ cu lungimea muchiei egald cu 6 cm, in care O este centrul
fetei ABCD, iar O’ centrul fetei A’B'C'D’.

a) Realizeaza un desen corespunzator.

b) Demonstreazd ca AD || B'C', BC' | AD' si AC || A'C".

¢) Determina masura unghiului format de dreptele:

i) AB si BC; ii) AB' si CC'; iii) BB si BC'; iv) B'C' si DC'.
d) Demonstreaza urmatoarele relatii de paralelism:
AB || (CDD'C"), BC || (ADC'B’) si CC" || (BB'D'D).
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e) Calculeaza lungimile segmentelor AC, AC' si AO'.
f) Demonstreaza ca OO" L (ABC) si AO L (BDD'B').
g) Determina masura unghiului format de planele:
i) (ABB'A") si (BB'D'D); ii) (ABCD) si (ACC'A").
h) Calculeaza distanta de la punctul B la planul:
i) (ACC'A"); ii) (AB'C).
i) Calculeaza volumul cubului si volumul piramidelor D’ABCD si O'ABCD.

j) Daca M, N, P si @ sunt mijloacele segmentelor AO’, BO', CO’, respectiv DO’, calculeaza volumul
corpului ABCDM N PQ.

2. Se considera tetraedrul regulat VABC cu lungimea muchiei egald cu 6 c¢m, in care O reprezinta
centrul fetei ABC, iar punctele M, N si P sunt mijloacele muchiilor AB, BC, respectiv AC.

a) Realizeaza un desen corespunzator.
b) Determina masura unghiului format de dreptele:
i) VB si BC; ii) VB si AC; iii) MP si AB; iv) AN si BC.

¢) Demonstreaza urmatoarele relatii de paralelism: M P || (VBC), MN || (VAC) si NP || (VAB).
d) Calculeaza lungimile segmentelor AN, AO, VM si VO.
e) Demonstreaza ca AB L (VCOM) si ca BC L VA.
f) Determina sinusul unghiului dintre planele (VAB) si (ABC).
g) Calculeaza distanta de la punctul A la planul (VBC).

)

h) Calculeaza volumul si aria totald a tetraedrului VM N P.

3. Se considera prisma dreaptda ABCA'B’'C’ cu bazele ABC si A’B'C’ triunghiuri dreptunghice
isoscele cu varful in B, respectiv B, astfel incat AA’ = 3v/3 cm, iar AB = 3 cm.

a) Realizeaza un desen corespunzator.

b) Determind masura unghiului format de dreptele: i) AA’ si AC; ii) AA’ si BC; iii) AB si A'C’; iv)
A'B si BB'; v) BC si BC'.

¢) Demonstreaza ca AB L (BCC'B’) si ca triunghiul A’BC este dreptunghic.

d) Calculeaza lungimile segmentelor AC, AB’, B'C si AC'.

e) Determina sinusul unghiului dintre dreptele AC” si AC.

f) Calculeaza volumul si aria laterald a prismei ABCA'B'C’.

g) Determind distanta de la punctul B la planul AB’C, calculand in doua moduri volumul tetraedrului
B'ABC.

4. Se considerd un con circular drept cu varful V', de raza 6 cm, cu centrul bazei O, iar punctele A
si B sunt pe cercul bazei astfel incat AB este diametru. Iniltimea conului, VO, are lungimea de 8 cm.

a) Calculeaza lungimea generatoarei conului circular drept.
b) Calculeaza volumul si aria totala a conului circular drept.
¢) Determina cosinusul unghiului dintre dreptele V' A si AB.

Se considera acum punctul O’ pe segmentul VO astfel incat VO’ = 1 ¢m. Sectionam conul circular
drept cu un plan paralel cu baza, care trece prin punctul O’.

d) Realizeaza un desen corespunzator.

e) Calculeaza volumul si aria laterald a trunchiului de con circular drept astfel format.



2. Teste de evaluare finala

Testul 1

Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.
PARTEA 1 (40 puncte) — Pe foaia de examen se trec numai literele corespunzatoare

raspunsurilor considerate corecte.

1. Rezultatul calculului 2 — 3 - 272 este:
1 5
A. —4;B. ——; C. —; D. 14.
) 4’ 47
2. Media aritmetici a numerelor 2v/2 sid— /8 este egala cu:
A. 4 B. 2 C. 4(\/5— 1); D. 6.
2
3. Calculand <\/5— 3) se obtine:
A vV5-3;B.2;C.3—+5;:D. /5+3.
4. Solutia ecuatiei 2z — 3 = 11 este:
A. 4;B. 7, C. —7; D. 14.
5. In triunghiul echilateral ABC, mediana AM are lungimea de 5 cm, M € BC.

Distanta de la punctul B la latura AC este egala cu:
A. 10; B. 5v/3; C. 5v/2; D. 5.

6. Intr-un cub, aria unei fete este de 50 cm?. Lungimea diagonalei cubului este egals cu:
A. 5v/2; B. 5v/3; C. 5v/6; D. 5.
7. Pe un cerc cu raza de 6 cm se iau punctele A si B astfel incat arcul AB sa
aiba masura de 60°. Lungimea coardei AB este egala cu:
A. 6; B. 6v/3; C. 6v/2; D. 12.
8. Patratul ABCD si triunghiul echilateral M N P au laturile congruente.
Raportul dintre aria patratului si aria triunghiului este egal cu:

4 43 1 1
A. —; B. —f; C. —;D. -.
3 3 V3 3
PARTEA a II-a (50 puncte) — Pe foaia de examen se trec rezolvarile complete.
1. Determina cel mai mic numar natural n care prin impartire la numarul natural nenul p

da catul 5 si restul 125.

2. Se considera functia f: R — R, f(z) = —2z + 4.

a) Intr-un sistem de axe ortogonale, reprezints geometric graficul functiei.

b) Determina punctul, apartinand reprezentarii geometrice a graficului functiei, care are abscisa
egala cu ordonata.

3. a) Calculeaza (v — 2)? + (y — 2x)2.

b) Determina toate perechile (x,y) de numere reale pentru care 522 + y? — 4oy — 4w +4 = 0.

c¢) Demonstreazs ca 5% + 32 — 4xy — 42 + 5 > 0, pentru orice pereche (z,y) de numere reale.

4. Patratul ABCD si triunghiul dreptunghic isoscel ABE (<B = 90°) sunt situate in plane
diferite. Notam O centrul patratului si M mijlocul ipotenuzei.

a) Realizeaza un desen corespunzator enuntului.

b) Arata ca EC || (DOM).

¢) Demonstreaza ca AB L (BEC).

d) Stiind ca AB =6 cm si <EBC = 60°, calculeaza lungimea segmentului DE.

op

5p

op

op

op

op

op

op

5p

op

op
op

op

5p
5p
5p
5p
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Testul 2 Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.

PARTEA 1 (40 puncte) — Pe foaia de examen se trec numai literele corespunzatoare
raspunsurilor considerate corecte.

’TE 1. Rezultatul calculului (21 - % 134> : b este: 5p
gf A.92; B. 1; C. 3; D. %
E 2. Se considera numerele a = 1,234, b = 1,23(4), ¢ = 1,2(34) si d = 1,(234).
% Ordinea crescatoare a acestor numere este: op
E A.a,b,c,d; B. b,c,d,a; C. a,d,c,b; D. b,c,a,d.
o 3. Daca 30% dintr-un numéar x este 15, atunci z este egal cu: 5p
A. 4,5; B. 45; C. 50; D. 30.
4. Media geometrica a numerelor 6 si 54 este egala cu: op
A. 60; B. 18; C. v/60; D. 30.
5. Aria unui triunghi echilateral cu latura de 6 cm este egala cu: op
A. 18 cm?; B. 36 cm?; C. 3v/3 cm?; D. 9/3 cm?.
6. In triunghiul dreptunghic ABC iniltimea AD (D € BC) trece prin mijlocul lui BC.
Daca AD = 6 cm, atunci aria triunghiului ABC este egala cu: op
A. 60 cm?; B. 18cm,C.2ﬁcm,D.36cm.
7. Un cerc are diametrul de 8 cm. Lungimea cercului este egala cu: op

A. 81 cm; B. 647 cm; C. 167 ¢cm; D. 16 cm.

8. In tabelul de mai jos este prezentata repartitia elevilor unei clase a VIII-a, in functie de
notele obtinute la un test de matematica.

Nota 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nr. elevi 1 1 3 6 6 8 2 1 1
Conform tabelului, media aritmetica a notelor la acest test este: op

A.29:B.6: C.44;D. 7.
PARTEA a II-a (50 puncte) — Pe foaia de examen se trec rezolvarile complete.

1. Mai multi copii vor sa cumpere un obiect. Daca fiecare participa cu 20 de lei nu ajung 5 lei.
Daca fiecare participa cu 30 de lei sunt in plus 25 de lei.

a) Cati copii sunt? 5p
b) Cati lei costa obiectul? 5p
2. Impértind numéarul natural = la numarul natural y obtinem catul 4 si restul 22.
Arata ca x +y > 137. 10p
3. Se considera functia f : R — R, f(z) = 2v/3 + 1.
a) Calculeaza f(v/3) — f(—V3). 5p
b) Determina masura unghiului format de reprezentarea geometrica a graficului functiei si

axa Oz a sistemului de axe ortogonale. op

4. Se considera A, B, C'si D patru puncte necoplanare astfel incat AB = AC si DB = DC,
iar M este mijlocul segmentului BC.

a) Realizeaza un desen corespunzator enuntului. op
b) Demonstreaza ca BC' L (AM D). 5p
¢) Determind masura unghiului dintre dreptele BC' si AD. op

d) Daca triunghiurile ABC' si DBC' sunt dreptunghice in A, respectiv D, demonstreaza ca
exista un punct O egal departat de punctele A, B, C si D. op




Testul 3

Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.

SUBIECTUL I — Pe foaia de examen scrie numai rezultatele

1. Rezultatul calculului 12 : 3 -2 este egal cu .... . op
2. Dintre numerele a = 2,23 si b = /5 mai mic este numarul .... . 5p
3. Numarul de elemente din multimea A = {z € Z* | |x| < 3} este egal cu .... . 5p
4. In Figura 1 este reprezentat graficul miscirii unui mobil timp de 4 ore. op

””””” (ol st el e o H |

ol

I S S

Figura 1

Viteza medie cu care s-a deplasat mobilul in ultimele doua ore este egala cu .... km/h.
5. Un pitrat are diagonala egald cu 4v/2 cm. Perimetrul patratului este egal cu .... cm. op

6. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile 3 cm, 4 cm, respectiv 12 cm.
Lungimea diagonalei paralelipipedului este egala cu .... cm. 5p

SUBIECTUL al II-lea — Pe foaia de examen scrie rezolvarile complete
1. Deseneaza o piramida triunghiulara regulatda VABC' si apotema acesteia, VM (M € BC). op

2. Se considera functia f: R — R, f(z) = (2a + 3)x + 1.
Pentru a = —1, arata ca f(n) - f(n + 2) 4+ 1 este patrat perfect, oricare ar fi n numar natural. 5p

3. Numerele naturale a, b si ¢ sunt direct proportionale cu 2, 3, respectiv 5.
Cat la suta din b + c reprezinta a? op

4. Intr-o expeditie participa de dous ori mai multi geologi decat biologi. Dupa o saptamana plea-
ca 20 de geologi si sosesc 18 biologi. Astfel numarul geologilor devine egal cu numarul biologilor.

a) Cati biologi au fost la inceputul expeditiei? op

b) Cati specialisti (geologi si biologi) au participat la lucrarile expeditiei in a doua saptaméana?  5p

1 1
5. Daci x este numir real nenul astfel incat © — — = 3, calculeaza z* + —- op
x x
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SUBIECTUL al III-lea — Pe foaia de examen scrie rezolvarile complete

1. Intr-o cutie in forma de cub cu muchia de 4 dm se introduce o piramidé patrulaters regulati
avand baza egala cu o fata a cubului si muchia laterala egala cu 24/11 dm.

a) Se poate inchide capacul cutiei? Justifica raspunsul dat. p

b) Daca capacul se sprijina pe varful piramidei, determind masura unghiului format de planul
capacului cu baza piramidei (Figura 2). 5p
c) In spatiul ramas liber, din cutie, se introduce ap (Figura 3). Cati litri de apa se introduc in
cutie? op
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B B
Figura 2 Figura 3

2. Un mobil M se deplaseaza in linie dreapta, intre punctul de plecare A si punctul de sosire B.
Un observator aflat in punctul O vede punctele A si B sub un unghi de 90°, ca in Figura 4.

B
30 m
M
O 40 m A
Figura 4
a) Calculeaza distanta dintre punctele A si B. op

b) Determina pozitia mobilului M cand distanta dintre acesta si observatorul O este
egala cu jumatate din distanta dintre A si B. Justificati raspunsul. op

¢) Determina cea mai mica distanta dintre observator si mobil. ap




Testul 4

Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.

SUBIECTUL I — Pe foaia de examen scrie numai rezultatele
Rezultatul calculului 6 4 15 : 3 este egal cu .... .

Dintre numerele a = 4,2 si b = 4,12 mai mare este numarul .... .
Se considera multimea A = {x € R | 3 <z < 7}. Scrisa ca interval multimea A este .... .
Calculand 20% din 360 se obtine .... .

Un triunghi echilateral are latura de 6 cm. Aria triunghiului este egals cu .... cm?.

Diagonala unui cub are lungimea 41/3 cm. Aria totald a cubului este egald cu .... cm?.

AN ol

SUBIECTUL al II-lea — Pe foaia de examen scrie rezolvarile complete
1. Deseneaza o piramida triunghiulara regulata.

2. Suma a doua numere naturale este 48. Determina numerele stiind ca impartind unul dintre

numere la celalalt se obtine catul 3 si restul 4.

(22 +2z) (22 +22+2) +1
@17
4. a) Reprezinta geometric graficul functiei f: R — R, f(x) = x + 2, intr-un sistem de axe

3. Simplifica fractia

ortogonale;

b) Fie punctele A (0,f(0)) si B (2,f(2)). Determina coordonatele punctului C situat pe axa Ox

astfel incat AC = BC.

5. Determini valoarea minimi a expresiei algebrice E(z) = 22 + 8z + 6.
SUBIECTUL al III-lea — Pe foaia de examen scrie rezolvarile complete

1. Un vas are forma unei prisme drepte ABCDA’'B'C’D’ cu baza dreptunghi.
Dimensiunile exterioare ale vasului sunt AB = 18 cm, BC' = 10 cm si AA" =21 cm.
Grosimea vasului este de 1 cm.

a) Cati litri de apa intra in vas?

b) Toatd suprafata vasului, atat la exterior cit si la interior, se vopseste. Cate grame de

vopsea sunt necesare, daca pentru 1 cm? avem nevoie de 4 g de vopsea?

¢) In vasul plin cu apa se introduce un corp, apoi acesta este scos. Dupa aceste operatii in

vas ramén 2 litri de apa. Ce volum are corpul introdus in apa?

2. Un steag are forma din Figura 1. Stim ca AB =24 cm, AE =18 cm si AM = MN = NB,

se cere:
L a) Arata ca CN =6 cm si DM = 12 cm;
b) Calculeaza aria suprafetei ocupata de fiecare
D culoare;
c) Cat la suta din suprafata totald a steagului
c reprezinta culoarea verde?
A M N B

Figura 1

op
5p
5p
5p
op
5p

op

op

op

op

5p
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Testul 5 Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.
SUBIECTUL I — Pe foaia de examen scrie numai rezultatele

1. Rezultatul calculului 3v/3 — /27 este egal cu .... . op
- 2. Se dau multimile A = {—1, 1, 2} si B={0, 2, 4, 6}. Multimea AN B este egala cu .... . 5p
;c“ 3. Se arunca un zar. Probabilitatea ca pe fata de sus a zarului sa apara un numar mai mare
4] sau egal cu 4 este egala cu .... . op
% 4. In tabelul de mai jos sunt rezultatele unui test de matematici la o clasi a VIII-a.
?>.j Numar deelevi | 2 (3[4 |5 |7 4|3 | 2
p Nota obtinuta | 3 |4 5|6 | 7|89 10
e Media clasei la acest test este egala cu .... . op
° 5. Bazele unui trapez au lungimile de 15 ¢cm si 7 cm. Linia mijlocie a trapezului are lungimea
egala cu .... cm. op
6. O piramida regulata are apotema egala cu 10 cm si perimetrul bazei egal cu 40 cm. Aria
laterald a acestei piramide este egald cu .... cm?. op
SUBIECTUL al II-lea — Pe foaia de examen scrie rezolvarile complete
1. Deseneaza un paralelipiped dreptunghic. op

4
2. Fie a si b doua numere naturale astfel incat 20% din a reprezinta £ din b. Determina cele
doua numere stiind ca suma lor este 70. op
3. Se considera functia f : R = R, f(z) =5z + 21. Determina coordonatele punctului,

apartinand reprezentarii geometrice a graficului functiei, care are ordonata egala cu dublul abscisei. 5p
2¢x 46 2

4. a) Arata ca = entru orice x € R\ {—1, — 3}. )
) st 211 P \{-1, =3} P
- . . 2a+6 A
b) Determina numerele intregi a pentru care ——————— este numar intreg. op
a? +4a + 3
5. Arata cd nu putem alege 34 de numere naturale nenule diferite si nedivizibile cu 3 a caror
suma sa fie 866. 5p

SUBIECTUL al III-lea — Pe foaia de examen scrie rezolvarile complete
1. Un acoperis are forma unei piramide patrulatere regulate VABCD, cu varful V', in care
muchia laterals VA = 10 m si apotema VM = 5v/3 m, unde M este mijlocul lui BC.

a) Arata ca AB = 10 m. op
b) Determind masura unghiului determinat de dreapta V B cu planul bazei (ABC). op
c¢) O furnica pleaca din M, ajunge pe latura DC' si de acolo in varful V. Afla lungimea

minima a drumului parcurs de furnica. op

2. Dintr-o bucata de tabla avand forma unui triunghi echilateral cu latura de 10 cm se
decupeaza un dreptunghi M N PQ dupa cum se vede in Figura 1.

A 30 — 22v/3

a) Daca MQ = x, arata ca MN = 31‘\[ 5p
b) Dacié M N PQ este patrat, ardta cd z = 10(2/3 — 3). 5p
c¢) Daca MN = MQ+/3 calculeaza cat la suti din aria

triunghiului reprezinta aria dreptunghiului. 5p

Q P
X
B M N C

Figura 1
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Testul 6
Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.
SUBIECTUL I — Pe foaia de examen scrie numai rezultatele

1
1. Rezultatul calculului 3 + Z : g este ... . 5p
2. Daci av/3 = /243, atunci a =.... . op
3. Dintre numerele a = 5v/3 si b = 61/2 mai mare este .... . ap
4. Perimetrul unui patrat este egal cu 20 cm. Aria patratului este egali cu .... cm? op
5. Fie ABCDEFGH un cub. Masura unghiului dintre dreptele AB si BG este egala cu ....° op

6. In tabelul din Figura 1 sunt redate temperaturile din timpul noptii si din timpul zile,
intr-o saptaméana din luna decembrie.
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Luni | Marti | Miercuri | Joi | Vineri | SAmbata | Duminica
Noaptea 2 1 -1 -1 0 1 1
Ziua 10 7 5 8 8 9 9
Figura 1
Cea mai mare diferenta de temperatura s-a inregistrat .... . ap

SUBIECTUL al II-lea — Pe foaia de examen scrie rezolvarile complete

1. Deseneaza pe foaia de examen un tetraedru regulat si noteaza-1 ABCD. op
2. Scrie ca interval multimea A = {z €e R | -2 < —2z 4+ 4 < 5}. 5p
3. Se considera a = |1 — /2| si b = |[v/2 — 2|. Calculeaza media aritmetici a celor dous numere. 5p

4. Se considers expresia algebrica E(x,y) = 22 + 4y* — 62 + 4y + 10

a) Calculeaza (x — 3)2. 5p
b) Aratd ci E(z,y) = (z —3)% + 2y + 1)2. 5p
c) Daca E(a,b) =1, arata ca a € [2,4] si b= [—1,0]. op
SUBIECTUL al III-lea — Pe foaia de examen scrie rezolvarile complete
1. In Figura 2, triunghiurile ABC' si ABD sunt dreptunghice in B si sunt situate in plane
diferite. Punctele E, F, G sunt mijloacele segmentelor AB, AC), respectiv AD.
A a) Stabileste pozitia dreptei C'D fata de planul (EFG). 5p
b) Arata ca AB 1 CD. 5p
c¢) Dacid Aaprg = 2 cm?, afld aria triunghiului BCD. 5p
F G
B
C D
Figura 2

2. In piramida patrulaters regulatd V ABCD muchia VA = 8 c¢m si indltimea VO = 44/2 cm, unde
{0} =ACNBD.

a) Arata ca AB = 8 cm. 5p

b) Calculeaza lungimea apotemei piramidei. op

¢) Determina distanta de la punctul B la muchia V' D. op
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