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Despre rubrici

Ne amintim

concepte, cunostinte pe care elevii le-au dobandit in lectii anterioare, in scopul
valorificarii achizitiilor acestora si vizand identificarea fireasca a noilor continuturi
prin conexiuni logice

Rezolvam si observam

exercitii/probleme relevante pentru identificarea sau deducerea unor elemente noi
pe baza observatiei: proprietati, algoritmi, implicatii

Descoperim, intelegem,
exemplificAim

continuturile prevazute de programa scolara, insotite de exemple concludente,
comentarii, modele de rezolvare

Stim sa aplicam,
identificam conexiuni

aplicatii rezolvate, unele rezultate matematice remarcabile care realizeaza conexiuni
intre elementele de continut din lectie, achizitii anterioare si viata cotidiana.

Aplicatie practica

activitate de grup sau individuala care presupune realizarea unor sarcini de lucru
descrise

Tema de portofoliu

activitate individuald sau de grup, care constd in parcurgerea unor etape descrise,
folosind modelele prezentate in manual.

Retinem

sintetizarea elementelor noi de continut prin concluzii, reluarea unor idei esentiale,
prezentarea unor scheme, imagini

Sa nu ne pripim!

atentionari referitoare la folosirea unor proprietati in mod incorect/ abuziv

Exersam, ne antrenam,
ne dezvoltam

activitati esalonate in functie de gradul de dificultate si de parcurgerea continuturilor
in cadrul unitatii de invatare.

Evaluare sumativa

itemi de evaluare: obiectivi, semiobiectivi, subiectivi

Varianta digitala (2

Varianta digitala cuprinde integral continutul ma- AMIl static Cuprinde desene, fotografii,
nualului in varianta tiparita, avand in plus exercitii E diagrame statice, harti statice.
interactive, jocuri educationale, animatii, filme si
simulari. AMIl animat o

Toate acestea au obiectivul de a aduce un plus de 0 K Cuprinde animafii
valoare cognitiva. . saufilme.

Paginile din manual pot fi vizionate pe desktop,

laptop, tableta, telefon, oferind o experienta exce-

lenta de navigare.

Navigarea in varianta digitala permite parcurge-
rea manualului si revenirea la activitatea de inva-

tare precedenta.

Forma electronicd a manualului scolar are un

Cuprinde elemente educationale
cu grad inalt de interactivitate
(simulari de procese,
rezolvare de probleme,
experiment si descoperire,
jocuri educative),
prin care elevul reuseste sd adauge

AMIl interactiv

v

continut similar celei tiparite si cuprinde, in plus,
o serie de activitati multimedia interactive de inva-
tare: statice, animate, interactive.

o valoare cognitivd superioara.
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() Probleme recapitulative

Fie multimea 4 = {—%, ;—35, 7T83’ %, 6°:3%, (—3)0}. Determinati multimile 4N, AN Z, 4\ Z.

. . . N 23 . 63
Calculati suma numerelor intregi cuprinse intre 3 s >

Precizati valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii.
a) ,Numarul a=7-13+ 18— 10 + 9 este natural.”
b) ,,Numarul b= (—2)’+ (- 3)*+ (-3 +2)- (-3 —2) este intreg negativ.”

1 5 2
¢) ,,Numarul ¢ = I + (0,5 -3 + 0,2j : (—4 + gj este rational si nu este intreg.”

La un test, elevii unei clase au obtinut: trei note de 6, patru note de 7, cinci note de 8, cate sase note de 9
si sapte note de 10. Calculati media clasei la acest test.

. 1 . 11 . .
Fie numerele x=2,7; y=1= si z=———. Aflati rezultatul calculului z - (x —)?).
Xy

Aratati cd numarul n = L (O,(.’a))2 : 4§ este natural.
3 313 9

a) Determinati numerele intregi x pentru care | x + 3 |=7.

b) Determinati numerele intregi y pentru care | 3y — 2 | < 4.

La cerintele urmatoare, alegeti litera care indica varianta corecta; doar un raspuns este corect.
8.1. Cel mai mare divizor comun al numerelor 10 si 15 este:

A. 25; B. 30; C. 5 D. 10.

8.2. Cel mai mic multiplu comun al numerelor 10 si 15 este:

A. 100; B. 50; C. 30; D. 5.
+7

8.3. Dacd a este numar natural si > este numar ntreg, atunci a are valoarea:

A. 3 B. o, “F C. 1 D. - 1.

8.4. Dupa ce a parcurs 30% din lungimea unui traseu, un sportiv constata ca mai are de parcurs inca 8,4 km.

Lungimea traseului este:

A 10 km: B. 12 km; C. 84km; D. 42 km.
Pentrua =2~ (4)§ib=—3+ (37 ~(-2) - (-4), calculayi valoarea raportului . Z
ca+

Aflati numerele rationale x si y stiind ca au suma 67, iar valoarea raportului dintre (x — 10) si y este 0,5.
Cu elemente ale multimii S = {27, 64, 102, 1234, 5532, 10010, 10°}, formati submultimile:
A={xeS|xi2},B={xeS|xi3},C={xeS|x:4six/8}.

* Proleme recapitulative
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Q&

g &

Aratati ca:

a) numarul 2" + 2" este divizibil cu 9, oricare ar fi numarul natural 7.

b) numarul 4 - m + 8" este multiplu al lui 4, oricare ar fi numarul natural nenul m.
¢) numarul 3 nu divide numarul 27 + 62, pentru nicio valoare a numarului natural p.

1 1 1 1 1 1 1 1
Stabiliti dacd numarul ¢ =| ——+———+— [!| ——+———+— | este pozitiv, negativ sau nul.
Aﬂt', 2 4 8 16 3 9 27 81

ati:

a) numarul natural x din proportia

b) numarul intreg y din proportia —=-—.
y 27

. : N . . 5., . . . .
Aflati numerele a, b si c, stiind ca sunt direct proportionale cu 2, 5 si 3, iar media lor aritmetica este 25.

Numerele a, b si ¢ sunt rationale si verifica egalitatea 3 - @ + 4 - b = ¢ — 36. Determinati cele trei numere
daca ca a si b sunt direct proportionale cu 4 si 3, iar b si ¢ sunt invers proportionale cu 0,24 si 0,01.

Rezolvati urméatoarele ecuatii:
a)l,3-x+2,73=2-(1,2-x-1);

b) £+i:x+7;
2 9 6
S5.x-1 2-x-3 1
c) = +—
10 6 3

Dintr-un grup de copii, o treime participa la un concurs de schi, iar ceilalti 14 copii hotarasc doar sa-i
sustind. Aflati numarul copiilor din grup.

. e . s 2 ..
Dragos a cumparat cadouri pentru prietenii sai Alin, Cezar si Vlad. Cadoul lui Alin a costat 5 din suma

pe care o avea, cadoul lui Cezar cu 8 lei mai putin, iar cadoul Iui Vlad a costat 31 de lei. Stiind ca, dupa ce

a platit cumparaturile, lui Dragos i-au mai ramas 13 lei, aflati suma cheltuitd de Dragos pentru cadouri.
. . . . A . .5 .
Dintr-un depozit de materiale de constructii s-au vandut 22 de tone de ciment, adica 3 din cantitatea de

. . A . . . 3 .. . . . . .
ciment existentd in depozit, iar a doua zi s-au vandut — din cantitatea ramasa. Aflati cantitatea de ciment
care mai ramane in depozit dupa cele doud vanzari.

Copiati pe caiete tabelele aldturate, apoi completati r@j r@j
casutele libere, respectand urmatoarea reguld: media

aritmeticd a doua numere situate n (doud) casute ’ ‘ ‘ ‘ ’ ‘ ‘ ‘
vecine din acelasi rand se scrie in cadsuta situata 2 [1a]6] 28| [3][5]x]09

|

deasupra lor.
Aflati numarul x, stiind ca, efectudnd toate calculele,
numerele a si b sunt egale.

Pornind de la x si efectudnd toate operatiile indicate in
figura alaturata, pe oricare dintre cele doua trasee se
ajunge la rezultatul inscris in casuta din dreapta.

Aflati numerele x si y.
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Segmentul 4D contine punctele B si C astfel incat AB =4 cm, AC =12 cm, AD =20 cm. Aratati ca
punctul C este mijlocul segmentului BD.

Punctele O, 4, B, C sunt coliniare in aceasta ordine, iar segmentele OA, AB si BC au lungimile exprimate
in cm, prin numere naturale pare consecutive. Se stie ca M este mijlocul segmentului AC si OM =11 cm.
Calculati:

a) lungimea segmentului OC;

b) distanta dintre N, mijlocul segmentului OB, si punctul M.

Unghiurile <40B si «COD sunt unghiuri opuse la varf, O € AC, iar PO L BD, Pe Int <A0D.

Daca «COP = 133°, aflati masurile unghiurilor <40B si <BOC.

Unghiurile <40B, <BOC, <COD si €DOA sunt unghiuri in jurul punctului O, €40B = 80°,

IBOC = 140°si CO L OD.

a) Calculati masurile unghiurilor <4A0C si €40D.

b) Demonstrati ca semidreapta opusa semidreptei OC este bisectoarea unghiului €<40B.

Intre laturile triunghiul 4BC au loc relatiile: AB + % =BC+ % =AC+ % =12cm.

Completati spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:

a)AB=... cm;
b) P,y = - cMy
c) XBAC=...°
d) x4BC=...°.

Fie unghiul <xOy cu masura de 120° si punctele 4€Ox, Be Oy cu A0 = BO. Mediatoarele segmentelor
AO si BO se intersecteaza in punctul C.

Demonstrati ca:

a) AAOC = ABOC;

b) AABC este isoscel;

c) AC || OB.

Triunghiul 4BC este dreptunghic, €4 = 90° si AB = AC. Bisectoarea unghiului exterior 4 intersecteaza
bisectoarea unghiului exterior C in punctul D. Stabiliti valoarea de adevar pentru fiecare dintre
propozitiile date.

a) AD || BC;

b) x4ADC = 100°;

¢) AADC este isoscel;

d) «4BD = «CBD;

e) XADB =110° 30'.

In triunghiul ABC, AB = AC = 10 cm, <4 = 120°, AD este bisecioarea unghiului *BAC, DeBC, iar M este
mijlocul laturii 4B. Completati spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:
a) X4BC=... %

b) €x4ADB= ... %

c)XBMD=...°

d)AD=... cm;

e) DM = ... cm;

f) d(M, BD).

Segmentul 4B este diametru al cercului C(O, r). Pe cerc, de o parte si de alta a dreptei AB, sunt situate
punctele C si D astfel incat <BOC = 45° iar arcele AD si BD sunt congruente. Demonstrati cd OCLAD.
In triunghiul ADEF se cunosc DE =7 cm, DF = 24 cm si EF = 25 cm.

a) Aratati ca triunghiul este dreptunghic.

b) Daca DL este mediana a triunghiului, calculati perimetrul triunghiului ALED.

* Proleme recapitulative



* Proleme recapitulative
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Fie unghiul propriu <4BC. Paralela prin punctul 4 la dreapta BC intersecteaza bisectoarea unghiului n D.
a) Demonstrati cd AB = AD.
b) Daca BC = DC, demonstrati ca AC L BD.

De o parte si de alta a dreptei BC, se considera triunghiurile echilaterale ABC si DBC. Segmentul BE este
mediana in triunghiul ABC, E€ AC, iar BF este indltime in triunghiul BCD, Fe CD.
a) Demonstrati ca triunghiul BEF este echilateral.

BP
b) Calculati raportul P’ P fiind punctul de intersectie al dreptelor BC si EF.

Pe mediatoarea segmentului 4B, se considera punctele C si D, diferite de mijlocul segmentului AB.
a) Demonstrati ca AACD = ABCD.

b) Stiind ca «CDB = 38°, calculati masura unghiului 4DB.

Triunghiurile ABC si DBC sunt dreptunghice, <4 = <D = 90° si E este mijlocul laturii BC.

a) Daca punctele 4, £, D nu sunt coliniare, demonstrati ca triunghiul AED este isoscel.

b) Dacd AD1BC, aratati ca AABC = ADBC.

Punctul B este situat pe mediana MA a triunghiului MNP, astfel incat AB =3 cm, BM = 6 cm.

a) Daca NB N MP = {C}, aratati ca CM = CP;

b) Daca PB N MN = {D}, aratati ca PD =3 - BD.

Segmentele congruente 4B si CD se intersecteaza in punctul £, AE =3 cm, AB =6 cm, CE = 1 CD.
Demonstrati ca: 2

a) AAED = ACEB,;

b) AC|| BD.

Punctele 4, B, C sunt coliniare, in aceasta ordine. De aceeasi parte a dreptei AB, se considera punctele D
si E, astfel incat DA1BC, DA = BC si EC1LAB, EC = AB.

a) Aratati ca AABD = ACEB.

b) Calculati masurile unghiurilor triunghiului BDE.

c¢) Demonstrati ca daca BF LDE, atunci FD = FE.

Construiti un triunghi DEF, in care mediana DM are lungimea egala cu jumatate din lungimea laturii £F,
iar XDEF = 60°.

Fie M si N mijloacele laturilor AB si AC ale triunghiului echilateral AABC si
fie P, simetricul punctului M fata de dreapta BC. Demonstrati ca dreapta NP
contine mijlocul segmentului BC.

in figura alaturata, punctele 4, B, C, D, E reprezinta obiective turistice,
segmentele marcate reprezinta strazi. Se stie cd 4, B, C sunt puncte coliniare
sicd BC = CD = DB = 800 m. Triunghiul ABD este isoscel, iar punctul £ este
mijlocul segmentului 4D.

a) Demonstrati ca BE || CD.

b) Aflati masura unghiului CAD. o

c¢) Calculati lungimea traseului A-B—C-D—-B-E. et
Dora, Ovidiu si Radu participa la un joc in care se deplaseaza pe diferite trasee.
Figura alaturata reprezinta prin segmente aceste trasee. Se stie cd ON este }
bisectoarea <DOR, perpendiculara in punctul N pe dreapta ON intersecteaza
OR 1n P si DO in mijlocul M al segmentului DO, iar ME || OR, E € DR. Pentru P
inceput, copiii ocupa pozitiile D, O, R si se deplaseaza, pastrand ordinea,
in pozitiile O, P respectiv E. r
a) Aratati ca Dora parcurge o distanta de doud ori mai mai mare decat
Ovidiu. .
b) Aratati ca Radu parcurge jumatate din traseul R—D.

-
-

1 .-‘..lI

T X
Calculati suma masurilor unghiurilor marcate si notate, in figura alaturata, = " -
cu:a,b,c,de,f.



Muttimea numerelor reale

1.1 Radacina patrata a patratului unui numar natural.
Estimarea radacinii patrate dintr-un numar rational pozitiv

1.2 Numere irationale. Multimea numerelor reale

1.3 Scoaterea factorilor de sub radical. Introducerea factorilor sub radical

1.4 Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor, prin aproximari.
Compararea si ordonarea numerelor. Modulul unui numar real

1.5 Operatii cu numere reale. Rationalizarea numitorilor de forma a/b

1.6 Media aritmetica ponderata a n numere reale, n > 2.
Media geometrica a doua numere reale pozitive
1.7 Ecuatii de forma x> = a, unde a este numar real

Competente specifice:



* Multimea numerelor reale

-

Radacina patrata a patratului unui numar natural.

Estimarea radacinii patrate dintr-un numar rational pozitiv

@Rédﬁcina patrata a patratului unui numar natural

Multimi de numere

N={0,1,2,3,....}, multimea numerelor naturale;
7 = { w—3,-2,-1,0,1,2,3, ... }, multimea numerelor intregi;
Q= { % a,beZ,b#0 }, multimea numerelor rationale.
NcZcQ
Reguli de calcul cu puteri
Dacid a,be Q" iar n, p € Z, atunci:
a’-a’=a"t?
() —are
a":a¥=a""*
a”-b" = (a b)n
a:b" = (a b)n

Patrate perfecte
Numarul x € N se numeste patrat perfect daca exista n € N
astfel incat x = n’.

Exemple
7eN,7€Z,7€Q
-7¢N,-7€Z,-7€Q

—EN

eéZ —e
7 7 Q

31 .34 :31+4 235

5.5 =543 =5

%3 T -3 4
2 3 3 8
(0,6)":2* =(0,6:2)" = 0,3 =0,09

49 este patrat perfect deoarece 49 = 72
256 este patrat perfect deoarece 256 = 162

Rezolvam si observam

a) Dorim sa aflam numerele naturale care, ridicate la puterea a doua, dau unul din rezultatele: 16, 49, 225.

Prin incerciri, deducem ca: 42 =16, 7> =49, 15> = 225.

b) Ne propunem sa aflam latura patratului a carui arie este 144 cm?’.

A =0 sicd =144 cm”. Obtinem /> =127, deci /=12 cm.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitie: Fie x € N, patrat perfect.
Se numeste radécina patrata a numarului x numarul natu-
ral n cu proprietatea x = n’.

Vom scrie /x =n sivom citi ,,radical din x este egal cu n”.

Numarul natural # se mai numeste si
,radicalul de ordin 2 al numarului x”.

Exemple

J25 =5 deoarece 5 € N si25=52

J81 =9 deoarece 9 € N si 81 = 9.

J0 =0 deoarece 0 € N si0=02%

V529 =23 deoarece 23 € N i 529 =232,




Operatia prin care unui patrat perfect x € N i se asociazd un numar n € N cu proprietatea x = n?
se numeste operatia de extragere a radacinii patrate sau operatia de extragere a radicalului.

patrat perfect Patrate perfecte
S 225=15?
256 = 16*
ﬂ 289 =172
324=18
J25=5 361=19°
400 = 207
radacina patrata 441 =212

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

172 =17 ; Y2019 =2019; Ez,/(?)z =5° =125;

J(38:7+98:14)> =38.7+98:14;

J22018 _ /(21009)2 _ 1009, W: /(22 .3)2 _J122 =12

De regula, inainte de a efectua adunari, scaderi, Tnmultiri,
impartiri sau ridicari la putere ale unor expresii care contin
radicali, se vor efectua operatiile de extragere a radacinilor
patrate.

Totusi, in anumite situatii, operatiile de extragere a radicalilor
se pot realiza dupa efectuarea anumitor operatii algebrice.

a) V254 =5-2=10 si v25-4 =100 =10, deci
J25 -4 =254

V225 15 \225 225

by Y222 _ 10 3 (225 | fg _ 3, deci =
5 25

J25 J25 V25

¢) V1600 =+/16-100 = /16 -+/100 =4-10 =40

1600 1600 _40
49 Jao 7

Raédacina patrata
\225 =15
V256 =16 patrat perfect
V289 =17 ~~ A\
\324 =18 5\_/25
V361=19 raddcina patrata
\400 =20
V441 =21

Concluzie:
\/Ezn & x=n2,undeneN

° 2 o
Prin urmare, ¥ n~ = n pentru orice n € N.

V36 +4100:4/25=6+10:5=8
V4 2
J64 -9 +25" =8.3+5% =49

Au loc relatiile:

a) \/;-\/Ezwlx-y,oricare ar fi

x, y € N, patrate perfecte.

X X
b) £=\/:,oricarearﬁxeN§i
RE

oricare ar fi y € N, patrate perfecte.

C) XY =\/;-\/;, x,y €N patrate
perfecte, respectiv ,[—=——=,x € N,
y Iy

y € N, patrate perfecte.

* Multimea numerelor reale




* Multimea numerelor reale

= (D)

Ne putem intreba daca au loc relatii similare si in cazul adunarii sau al scaderii.
Comparam rezultatele calculelor:

J16+9=25=5§i V16 +/9=4+3=7
J169-25 =144 =12 si 169 —/25 =13 -5=8

J16+9 ¢\/ﬁ+\/§
J169—25 2169 —/25

Concluzie: /x+y si Jx + \/; sunt diferite pentru orice numere rationale pozitive.

JX—y si s — \/; sunt diferite pentru orice numere rationale pozitive, x > y.

Retinem!

Daca x este patrat perfect, atunci
numarul natural n cu proprietatea
x = n? se numeste radicina
patratia a numarului x sau radi-

calul de ordin 2 al numarului x.

Se noteazi \x =n. Al

Jx=n < x=n",undex e N este patrat perfect sin € N.

\/;-\/;=w/x- ; %z\/%,yiO,undex,yeNsunt

patrate perfecte.

=n, pentru orice n € N.

~

_J

[ 1

b)

@ Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Scrieti toate patratele perfecte mai mari decat
700 si mai mici decat 1000.

Scrieti toate patratele perfecte cuprinse intre
123 si 321.

Stabiliti care dintre urmatoarele numere sunt

patrate ale unor numere naturale.
Justificati raspunsul dat.

a)
b)

64, 100, 140, 333, 1000000
2442-9,36 218, 10% 5%, 6* "*1,n € N.

Copiati tabelele pe caiete, apoi completati

casutele libere ale fiecaruia, stiind ca x
desemneaza un numar natural.

a)

b)

X 4 1110|2711
xZ
X’ 9 | 36 1400 0 |121] 49
x
Ji

Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
piN4=2;

P> 121=11;

D3 :x/aizza,oricarearﬁa e N;

p4:\/F=—11;

Ds :x/cf2 =c, oricare arfic € Z;
Pe i N100-b* =10-b%, oricare ar fib € Z.

Determinati numarul natural 7, pentru fiecare
din situatiile:

a) n*=81; b) n? =169; ¢) n* =900; d) n* = 441.
Demonstrati ca numarul x este patrat perfect si

calcula;ix/;:

a)x=19-9+19-10;

b) x =211-210,

¢) x =200+ 199 - 200;

d)x=n+n-(m-1),neN%
42-43+43-44

e) x=+/441+ —

3 3n+2 _3n+1 _2.3}’!

= ,neN.
3}’!

f) x




n Calculati: m Scrieti numerele de sub fiecare radical ca patrat
. al unui numar natural, apoi efectuati calculele:
a)x =92+ 122, apoi \/;; D ’

a) 1156 ++/3249 —/1296

b) y =252 - 72, apoi ;
) POLNY by V1936 + - 3844
¢)z=13+2-13- 17+ 172 apoi vz . 2

c) 1,5-44900 —~/46656

H a) Completati numere naturale in spatiile libere. n a) Se considera numarul
pentru a obtine egalitati: A=142+ . +10+10- (2°+23 +24+25).

2. R4 — 2.92 .74 . 86— 2
g 100 :328 . (: () .’)22_ 5 63. 525: ( ()2) Demonstrati ca 4 este patrat perfect si calcu-
lati /4 .

b) Calculati V142 ; \/774 ; \/cT2 ,aeN; b) Se considera numarul
B=1+3+5+...+109.

¢) Folosind rezultatele de la subpunctul a), L - )
) 4 ) Demonstrati ca B este patrat perfect si calcu-

T 2 A4, 2 A4 6.
calculati: \/2 3% \/2 -37.5%; lati \/E
\/2100 284 \/26 .52 ¢) Se considerd numarul
C=1+3+5+...+Q2n—-1),n e N".
KR sc considera multimea 4 = {576, 484, 2025, Demonstrati ca C este patrat perfect si calcu-
1600, 2500, 3600, 1521, 729, 529, 2116} lati \/E

a) Descompuneti in factori primi elementele m

multimii 4 si apoi scrieti-le ca patrate ale unor Probati, prin exemple, afirmatiile:

produ§e. ) a) Daca a, b € N", atunci Va® +b*> #a+b.

b) Folosind rezultatele obtinute la subpunctul a),
calculati radacina patrata a fiecarui element al b) Dacd a, b € N, a > b, atunci a*—b* #a-b.
multimii 4.

@Rﬁdécina patrata a patratului unui numar rational

In lectia anterioara, am stabilit ca:

,/x-y:\/;-\/; \/%:%,y;to \/n72:n \/;=n<:>X=n2undex§iysuntpétrate

perfecte, iar n € N.

in cazul x = 0, am constatat ca f = \/6 =0.

Ne propunem sa aflam daca exista Jx, atunci cand x este numir rational pozitiv. Ne vom ocupa, mai intai,
de acele numere rationale care sunt pdatrate ale unor numere rationale pozitive.

Rezolvam si observam

Ao o i G 1,409 @ Solutia I: A_=P,cA_= 1,69 cm? Obtinem /> = 1,3*, deci /=1,3 cm.

Determinati lungimea laturii Solutia a IT-a: In contextul lectiei noastre, rezolvarea se poate scrie
acestuia. astfel:icA_=P,A_ = 1,69 cm?.
Obtinem /> = 1,69, deci [ =4/1,69 = % =£ =1,3=1/=1,3 cm,

sau altfel: 2= 1,69, deci [ =/1,69 =+/1,3> =1,3=>1=1,3cm.

* Multimea numerelor reale



Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitie ridicare la patrat
Se numeste radacina patrata a unui numar rational pozitiv x, numarul rational P\
pozitiv a, cu proprietatea x = a’. 1,2 144

) S

Vom scrie v/x =a. radacina patrata

* Multimea numerelor reale

A. Sa determinam, in doud moduri, radacinile patrate: a =+/1,44 si b =./0,0025

1) a=+1,44= 13 V14 2, 2) a=144=(12) =12

b =4/0,0025 =,/(0,05)" =0,05
" _ 5 s V00023 =(009)

b=4/0,0025 = - )
10000 /10000 100

Observatie: Este important sa alegem varianta avantajoasa.

B. Sa observam ca putem determina radacina patrata in mod asemanator si dacad numarul dat se exprima sub
forma de fractie periodicé

17— \/ _4 \/3361 336 \/3025 121 _11
JL(7 / / si /3,36(1
@ 900 V36 6

w
Modulul unui numar x € Q este: Exemple
|x|= x, pentrux =0 x=3,5>0:>|x|=x=3,5
—x, pentrux <0
x=-4<0 > |x|=—x=—(—4)=4
,
H Descoperim, intelegem, exemplificam
N . _ Deducem ca:
Stim ca \/n_ = n, pentru orice n € N. Ne propunem sa
intelegem ce reprezinta \/x—z pentrux € Q. \/;72 = x, pentru orice x> 0;
Vom analiza cateva exemple:
2 : .
Pentru x = 1,5 avem \/x_2 = \/1,52 =42,25=15=x. \/; = —x, pentru orice x <0;
Pentrux =-1,5 avem —x =—(-1,5) = 1,5, iar care pot fi scrise sub forma generala astfel:
V2 = J(-15) =225 = 1,5 = —x .
\/)T = |x|,pentruorice x e Q.
Stim sa aplicam, identificam conexiuni
a) Vom calcula \/x_2 pentrux=89-5:4. b) Vom calcula \/x_2 pentru x=2,7-9:2
Efectuam intai calculele: x = 8,9 — 1,25 = 7,65. Efectudam intai calculele: x=2,7-4,5=-1,8
Deoarece x > 0, vom aplica formula \/)T2 =X Deoarece x < 0, vom aplica formula \/x_2 =—x

si obtinem \x? = /(7,65)" = 7,65. si obtinem x” = \J(~1.8)" =18,

Daca despre numarul rational x nu putem decide daca este

[ _ 0 o 0
pozitiv sau negativ, vom folosi formula generala ro= |x | , oricare ar fi x, numar rational.



¢) Pentrux=2-12:0,4avem Vx* = |x| si |x| = |2 —-12: 4|. Doar ulterior, vom face operatiile necesare

pentru obtinerea raspunsului final, astfel:
\/x_2=|x| =[2-1,2:0,4|=|2-3| =|-1| =1

Stim sa aplicam, identificim conexiuni

a) \J1,44-4/9=1,2-3=3,6 si \/1,44-9 = /12,96 = 3,6

* Multimea numerelor reale

Au loc relatiile:

a) Jx \/; =,/x-y ,oricare ar fi x, y patrate ale

unor numere rationale.

b) ﬁ: 1,2 =0,4 si 144 =,0,16 =0,4 b) £=\/z, oricare ar fi x si y, patrate ale
NCEE oWy
unor numere rationale, y # 0.
Retinem!
o Daca x este patratul unui numar rational, atunci numarul rational pozitiv a cu proprietatea

x = @* se numeste radacina patratd a numarului x sau radicalul numarului x. Vom scrie vVx =a .
Oricare ar fi numerele x si y, patrate ale unor numere rationale, avem:

Vxfy=x-y si%zg,yﬂ-

2
\a =|a

,oricarearfia € Q

&

S ) O Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

.I Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor si
completati spatiile libere astfel incat sa obtineti

afirmatii adevarate:
p, V100 =10 P, V400 =-20
1 1
P36 "6 PN
25 7 9
1 4/20,25 ==
4 2 Pe 2
p;: /0,09 =-0,3 st +0,0676 zg

Ps- =5
a) Dintre propozitiile enumerate, sunt adevarate

urmatoarele: ... .
b) Dintre propozitiille enumerate, sunt false
urmatoarele: ... .
ﬂ Se considera multimea
M :{1,44; ﬁ; i; 3i; ,(7)}. Determinati
2516 16

elementele multimii P = {x | x= \/; ,YeEM }

B Copiati tabelele pe caiete, apoi completati

casutele libere, din fiecare tabel, stiind ca a

desemneaza un numar rational pozitiv.

a) 2 5 1
a |2 1] 0 o25[1,3)| 2 | 2=
3 4 3
a2
b) ;
@ |1 la2s| 190 o |21 ](2 (0,4)°
9 49 4 |\ 4
a
Ja?

ﬂ Calculati suma numerelor m si n, stiind ca:

a) m=1++0,09si n=2- /%,

b) m=z+‘/§ si n=0,6—4/6,25.
5 4



* Multimea numerelor reale

B Calculati:
)\f \/169 625 [3
a PSR IEY Ues
V25 289 V300 [ 8 |
o B 2
) >100
¢) /0,81; 1/0,16; /1,96 J4,41; V20,25
4 4 6 2 2
0 /2_6; 3 25;/3123;/32+42 9|
3 7 3.4 \72 424

n Copiati tabelele pe caiete, apoi completati
casutele libere ale fiecdruia, stiind ca x

b) n?*=

169 si n>0;

¢) n>=900si n < 0.

Se considera multimea 4 = {—3,— 2,— 1,0,1,2} .
Determinati elementele multimilor:

B={n|n=x2,xeA}
Cz{m‘mzx/;,neB}

Copiati tabelele pe caiete, apoi completati
casutele libere ale fiecaruia, stiind ca x
desemneaza un numadr rational. Comparati

rezultatele obtinute la subpunctul b) cu cele

obtinute la exercitiul 3.

desemneaza un numar intreg.

-1 0 |-05] 05

|

49 4

4
205100 o 5L (ij (0.4)°

) x [2[-17[12 [ 2[17[-12] 4| 4 |1
x2
b 2 [16] 1 |49 ] 0 |121] 36 a’
c (T[] [ ] 1
N~ b | @ |5
E n Determinati valorile numarului intreg n, pentru a |
fiecare din situatiile: \/¢72

a) n*=81;

@Estimarea radacinii patrate a unui numar rational pozitiv

Teorema lui Pitagora: in orice triunghi dreptunghic,
patratul lungimii ipotenuzei este egal cu suma patratelor
lungimilor catetelor.

Pentrua, b € Q, avem a<b < a*<b*.

* Estimarea este o evaluare a unei cantititi, avand date
incomplete sau insuficiente.
Spre deosebire de aproximare, la care cunoastem marimea
maxima a erorii, in cazul estimdrii nu stim cat de aproape
suntem de valoarea exacta.

* Dacad pentru efectuarea unui calcul folosim aproximari
ale numerelor care intervin, atunci vom obtine o estimare a
rezultatului corect.

In triunghiul 4ABC, cu m( ) 90°, are loc

relatia: BC* = AB*+ AC?

Exemple

a)

b)

¢)

d)

Numarul de copaci din padurea
Baneasa este estimat la cateva sute
de mii.

Estimam ca numarul de locuitori
din capitala tarii este de peste doua
milioane.

Estimam ca mai avem de parcurs

5 km pana la destinatie.

Folosind aproximari, prin lipsa, la
zeci, in calculul 16,2 + 32 + 125,7,
obtinem 160.

Rezultatul corect este 173,9.

~




Rezolvam si observam

Problema: Sonia spune: Ne trebuie mai putin de 309 lei;

Sonia si Natalie au fost la cumparaturi, impreuna Natalie spune: Ne trebuie mai mult de 291 de lei.

cu sora lor, Cezara. Cezara spune: Eu cred ca ne trebuie cam 304 lei.

Ele au cumparat trei truse de geometrie cu pretul Casiera scaneaza preturile produselor, listeaza bonul
de 32,9 lei trusa, cinci cutii de markere cu pretul de casa si spune: Aveti de platit suma de 300,15 lei.
de 19,29 lei cutia si 10 caiete cu spirald, cu pretul Cum se explica faptul ca sumele nu coincid? A gresit
de 10,5 lei bucata. cineva?

Pentru a Intelege logica raspunsului dat de cele trei surori, vom parcurge urmatoarele etape:

Calculam suma de plata astfel: S=3 - 32,9 +5-19,29+ 10 - 10,5 =300,15 (lei)
Estimdm suma, aproximand Estimdm suma, aproximand Estimdm suma, rotunjind
preturile prin adaos, la unitati: preturile prin lipsa, la unitati: preturile la unitati:

32,9 =33; 19,29 = 20; 10,5 = 11. 32,9=32;19,29=19; 10,5 = 10. 32,9=33;19,29=19; 10,5 = 11.
S~3-33+5-20+10-11=309 S=3-32+5-19+10-10=291 S=3-33+5-19+10-11=304

Observatie: Fiecare dintre cele trei surori a estimat corect suma care urma sa fie platita, dar in mod diferit.
Estimarea cea mai apropiatd de rezultatul corect este cea obtinuta prin rotunjirea termenilor. Uneori Insd, este
util sd folosim aproximari prin lipsa sau prin adaos pentru toti termenii.

Estimarile sunt foarte utile in activitatile cotidiene. Acestea ne ajuta sa luam decizii practice avantajoase.

Aplicatie practica D C

1) Desenati pe caiete, folosind rigla gradata, patratul ABCD, cu latura de
lungime 1 dm.
2) Reprezentati diagonala 4C a acestuia.

3) Scrieti relatia data de teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic ABC. A B

4) Masurati cu atentie, folosind rigla gradata, * AC este ipotenuza triunghiului ABC, AB = BC = 1 dm,
lungimea segmentului 4C. Notati valoarea deci: AC*=AB*+ BC?, adica AC*=1+1=2.
gasita, In decimetri si comparati-o cu cea a  Masurand cu atentie, se obtin, pentru lungimea
colegilor din imediata vecinatate. segmentului AC, valori apropiate de 1,4 dm.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Egalitatea AC? = 2 ne arata ca existd un numar (nu-1 cunoastem inca), al carui patrat este 2. Cum AC este
lungimea unui segment, rezultd AC > 0. Vom spune ca AC = J2.

Din masuratori, rezultd ca valoarea numarului \/5 poate fi estimata, destul de greu, la 1,4.
Ne intrebdam: cate zecimale mai are? Pot fi determinate toate?
Raspunsul este oferit, partial, de urmatoarea secventa:

12=1 <2<4 =2
Daci 2 = ¢, atunci ¢* = 2. 14=19  <2<225 =1,
o A e 0 520 o 1,412=1,9881 <2<2,0164 =142°
Prin 1mcercari, vom urmari sa gasim numarul q. 1,414% =1,999396 < 2 < 2,002225 = 1,415

Constatam ca, prin incercarile facute, nu am gasit date suficiente pentru a afla un numar rational ¢ cu proprietatea

g*> = 2, dar am gasit valori suficient de apropiate. Vom spune cd putem aproxima valoarea numarului J2.
In fizica, se folosesc, de obicei, aproximarile prin lipsa, la sutimi, ale radicalului unui numar rational.

De exemplu: J2 ~ 1,4; \/5 ~1,73; \/g ~2,23.

Pentru orice numdr rational x > 0, existd raddcina

/ 2
o o = = >
pitratid \x . x=n < x=n",unden>0

* Multimea numerelor reale
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Stim sa aplicam, identificim conexiuni

Deseori, avem nevoie sa exprimam radacina patrata aproximand-o printr-un numdr natural sau printr-un

numdr rational pozitiv.

Pentru a aproxima radacina patrata a unui numar rational pozitiv x, printr-un numar natural, incadram numdrul
x intre doua pdtrate perfecte consecutive: n”> <x < (n+ 1), n € N.

Este posibil ca x sa fie patrat perfect si atunci x = n?, iar

Dacan?<x<(n+ 1) n e N, atunci n<x<n+l.

Pentru 0 <x < 100, se compara x cu patratele perfecte cunoscute.

Exemplu

Pentru x = 5413, vom aproxima Jx printr-un numadr natural.
Deoarece 102 < x < 1002 = 10<+/x <100 = /x ~ ab.
Elimindm ultimele doua cifre ale lui x si obtinem 54, pe care 1l
incadram intre doua pétrate perfecte consecutive:

49 <54<64=>7°<54<8, decia=7.

Am obtinut deci 70 < Jx < 80. Deoarece 54 este mai apropiat

Daca 10? <x < 1007 adica 100 <x < 10 000,
atunci \/; ~ab . Cifra a, a zecilor, se gaseste
aplicand procedeul de mai sus numarului
obtinut prin eliminarea din x a ultimelor doua
cifre (a zecilor si a unitatilor).

Apoi, cifra unitatilor se gaseste prin incercari.
Sugeram sa se inceapa cu b = 5.

X=n.
Exemplu
Pentrux =73 avem 64 <x <81 & & <x<9?

= 8<\/;<9 = x/;zSSau x/;z9.

de 49 decat de 64, vom estima v/x ~70. In anumite aplicatii

practice, aceastd aproximare este suficientd, adicd /5413 = 70. Vom urmaéri in continuare sa gasim si cifra
ey —2 —2
unitatilor. Pentru b =5 avem ab = 752 =5625 > x. Pentru b =4 avem ab =74% =5476> x.

Pentrub =3 avem ab_ =73 =5329 < x. Deci 732 <x <742 = 73 <Jx <73si Vx ~ 73 sau V/x ~ 74,

Daca x este format din 5 sau 6 cifre (adica 10* <x < 10°),

atunci \/x = abc.

Cifra sutelor, a, se gaseste aplicand procedeul de
mai sus numarului obtinut prin eliminarea din x a
ultimelor patru cifre (a unitatilor, a zecilor, a sutelor si
a miilor). Daca este necesar, celelalte cifre se gasesc

prin Incercari.

Exemplu

Pentrux =317 492 vom aproxima Jx printr-un numar
de ordinul sutelor. Eliminand ultimele patru cifre
obtinem 31, pe care il incadram intre doud patrate
perfecte consecutive 25 < 31 < 36 = 5% < 31 < 6%

Deci, cifra sutelor este @ = 5 si 500 < Jx < 600.
Deoarece 31 este mai aproape de 36 decat de 25, vom

scrie \/; ~ 600.

Totusi, pentru numere foarte mari se recomanda folosirea calculatorului sau folosirea algoritmului de
extragere a radacinii patrate. Algoritmului de extragere a radacinii patrate a fost foarte util de-a lungul timpului,

inainte ca tehnica sa ofere facilitati de calcul.

Pentru x € Q,, scris sub forma zecimala finita, vom

: Jr

cuy,neN,lar\/_z .
10*" 10"

Aproximarea numarului \/; urmeaza pasii descrisi
in algoritmul precedent.

scrie x =

Exemplu
Ne propunem sa estimam Jx pentru x =934,
Deoarece 81 <934 <100 = 9 < /93,4 <10 =

= /93,4 ~9 sau /93,4 ~10.
Dacéa dorim obtinerea aproximadrii la zecimi, vom

scrie \/;=,/% - 913;)40 si V9340 ~ ab.

Elimindm ultimele doua cifre ale lui 9340 si obtinem 93, pe care il incadram intre doua péatrate perfecte

consecutive: 81 <93 <100 = 92<93 < 10?% decia=9.

Pentru b =5, avem ab_ =95 =9025 < 9340,
Pentru b = 6, avem ab =96 =9216 < 9340.
Pentru b =7, avem ab_ =972 =9409 > 9340,

Deci 96> <9340 <97 = 96<+/9340 <97 =
V9340 =96 sau V9340 =97, iar

93,4 = 9,6 sau /93,4 =9,7.



Tema de portofoliu

1. Decupati, din hartie, un patrat cu latura 1,5 dm. Notati-1 ABCD.

2. Decupati inca un patrat cu latura de 1 dm. Notati-1 EFGH.

3. Suprapuneti centrele celor doua patrate si treceti prin ele un ac, pentru a le fixa.

4. Puneti patratul mare intr-o pozitie fixa, pe banca/masa (ca in figura alaturata), apoi
rotiti patratul EFGH in jurul acului. ) .

5. Urmariti, cu atentie, varfurile patratului mic si observati daca acestea intersecteaza r 1 dm G
laturile patratului mare. S 1sdm -

6. Justificati, folosind estimarea unui radical, rezultatul observat. B ? C

* Multimea numerelor reale

Retinem!
'

® ) * Estimarea este o evaluare a unei cantitati, avand date incomplete sau insuficiente. H_H

* Dacé pentru efectuarea unui calcul folosim aproximari ale numerelor care intervin, atunci vom
obtine o estimare a rezultatului corect.

« Pentru orice numdr rational x > 0, existd ridacina patrata /x.

« Pentru @ > 0 avem: v/x =a daci si numai dacd x = a°.

0
IO"J

* Daca n* <x<(n+1)’, n € N, atunci n<+/x <n+1. Dacd leoiz”cuy,n e N, atunci Jx =

L

. J Xy Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

.l O portiune din drumul parcurs n Se considera multimea
spre scoala de Sergiu trece 36036 El
printr-un parc in forma de patrat, B=157,~ 12 >V 789,11
cu latura de 120 m. Aleea pe care
se deplaseaza Sergiu se suprapune
cu diagonala patratului. Estimati, printr-un

Pentru fiecare element x, al multimii B,
determinati cel mai mic numar intreg, mai mare
sau egal cu x.

numar natural distanta, in metri, pe care o
parcurge Sergiu prin parc. B Completati In casute, pe caiet, cate doud numere
a g . intregi consecutive, astfel Incat sa obtineti
O echipa de interventie doreste ooo relatii adevirate: T
sd ajungd pe terasa unei cladiri, 4 E E E ; :
in punctul 4, situat la distanta ooo a) D< VI2 < D ©) D< V1234 < D
15,8 m fatd de sol. Persoanele ooo b)D<—V123 <D d)D<— 600 <D
care intervin monteaza o scara oono [ 6 | Determinati multimile:
din punctul B, situat la distanta - A= {x eN[3<x< 4}; El

4,2 m de cladire. Echipa are
scari rabatabile de 10 m, 18 m, 25 m. Care B= {x eN|[-6</x< _5}5
dintre acestea este potrivita pentru interventie? C= { xeN|[10,5< ¥2 < 50,1};

B Se considera multimea

A={\/F,—\/W,—M}. n D={er|23<x2<32}.

Determinati prima zecimala a numarului

Pentru fiecare element x, al multimii 4,
determinati cel mai mare numar intreg, mai mic n” +n, pentru fiecare dintre valorile
sau egal cu x. ne {1, 2, 3}.
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Se acorda 10 puncte din oficiu.

L. La cerintele urmdtoare, alegeti litera care indica raspunsul corect; doar un raspuns este corect.
1. Numaérul 8 ++/8+ \/872 este egal cu:
5 |[A. 8 B. 10 C. 12 D. 16
2. Rezultatul calculului +/900 —/3° + (—2)4 este:
5 A1 B. 3 C.5 D. 7
3. Radacina patrata a numarului 2* - 49 este:
5 |A. 14 B. 21 C. 28 D. 42
4. Numarul pentru care <Ja+7 =17 este:
5 |A. 10 B. 27 C. 100 D. 282
5. Fie x=, /O,(4), atunci:
5 |A. xeN B.xeZ C.xeQ D.xeQ
2 2
6. Multimea 4 = \/f \/7 \/W \/F \/ﬁ contine:
49
5p | A. un numar natural B. doud numere naturale C. trei numere naturale D. patru numere naturale
7. Daca abcde este un patrat perfect, atunci \ abcede are:
5p | A. 2 cifre B. 3 cifre C. 4 cifre D. 5 cifre
8. Dintre urmitoarele relatii: (a)v/10 <3, (b)v/10 > 4, ()10 <3, (d)V10 > 3 este adevarata:
5 A (a) B. (b) C. (¢ D. (d)
[IL. La problemele urmdtoare se cer rezolvari complete.
1. Calculati:
5p a) 2/81—364 +4/49 —5./36.
5p b) (V36 -+/64)-(v100 - 144).
V1225 -1
5p ¢) (V225)
V441
. - 2 2 2 2 . 49 9
2. Se considerd numerele @ =~/25% —20% —~/5” +12 si b=+/100-| ,[— —+/0,01 -, [1— |.
10p a) Efectuati calculele si aflati numerele a si b. 25 16
10p b) Aratati ca v/a-b este numar natural.
3. Doi prieteni cumpara cadouri din C D
centrele comerciale C, C,, C..
in figura alaturata, sunt redate,
prin segmente, strazile pe care se pot
deplasa. C C
ap a) Estimati lungimea traseului 100 m ’
C, - C,-C,, In metri,
printr-un numar natural. 50m
10p b) Verificati daca traseul C, — C, - C| 100 m 120 m
este sau nu cel mai scurt pentru A C B
a ajunge de la centrul C, la centru C.,. :




Numere irationale, exemple.

Multimea numerelor reale, incluzimnile N c Z c Q c R

@Numere irationale, exemple
e amintin _ 2

Multimea numerelor rationale este

a
o

Daca x, y sunt numere rationale, atunci

Numere rationale: 3 _—3 _—4 E
a,beZ,bio}. i 11787 17 5

Fie x = 3,5 si y = 0,4 numere rationale.
Atunci, suma lor x + y = 3.9, diferenta lor x —y = 3,1,

(y;tO)eQ.

produsul lor x - y = 1,4 si raportul lor X

= 8,75 sunt

X
X+Y,X=y,x-y,—
Yy

y

Orice numar rational pozitiv poate fi scris in

tot numere rationale.

Fractile ordinare 2,4 610,20 200
ractile or 11’1211'63 6 9 15 30 300

mod unic sub forma unei fractii ireductibile < .
g reprezintd acelasi numar rational, pentru ca

a
b’ cwabezb70. 2—4—6=E=§—@ forma ireductibila a
36 9 15 30 300

. o2
acestul numar fiind 5

Orice numar rational se poate scrie in mod unic In una dintre formele:
. I
—  fractie zecimala finita: 5 =3,4;
. T C e . . 14
—  fractie zecimala infinita, periodica simpld, cu perioada diferita de (9): m = l,(27);

—  fractie zecimala infinita, periodicd mixtd: % = 1,58(3).

Orice fractie zecimala finitd sau periodica este un numar rational.

35=2_7.
10 2

273
100

127-1_126° 14

1’( 7) e 1583 -158

900

2,73 =

1,58(3) =

\_

_ 14257 19
900 12

_J

Putina istorie

Pitagora a fost filosof si matematician grec si a trait aproximativ intre anii
580-495 1.Hr.

Lui Pitagora si discipolilor sai le datoram rezultate importante in geometrie si
algebra. Ne amitim de celebra teorema a lui Pitagora, invatata in clasa a VI-a.
Pentru Pitagora, esenta a tot ceea ce existd este numarul, crezand ca orice
lungime poate fi exprimatd cu numere naturale. De exemplu, credea ca pentru
un triunghi dreptunghic isoscel exista o unitate de masura suficient de mica,
astfel incat ipotenuza sa aiba lungimea de a unitati, iar fiecare cateta lungimea

de b unitati, unde « si b sunt numere naturale nenule.

b unitati de masura
Din teorema lui Pitagora rezulta relatia: a = NPIRES

)=
b

>
o) < =
asura

<<

b unitati de m

* Multimea numerelor reale
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Descoperim, intelegem, exemplificam

Sa urmarim o parte din eforturile matematicienilor acelor timpuri de a afla aceste numere a si b.

. a . .. . y . a o e oA
Fractia 3 poate fi considerata ireductibild. Daca totusi 3 este reductibila, ea poate fi simplificatd pana cand

ajungem la o fractie ireductibila, echivalenta cu aceasta (ambele sunt reprezentanti ai aceluiasi numar rational).
Deducem a =bvV2 = a*> =2b*> = a*:2 = a:2 = a=2-k, undek e N".
Din a=bV2 = a* =20 = (2k) =20 =4k* =20 = 2k*=b* =b*12 = b2

. Ca . .a o : . a
Prin urmare, a : 2 si b : 2, deci fractia 3 se poate simplifica cu 2, ceea ce contrazice faptul cd — este

. s A . . . . A a
ireductibila. In concluzie, nu exista numerele naturale a si b astfel incat V2 = 3

Concluzie: \J2 nu este numar rational.

Vom scrie ci 2 ¢ Q.

In lectiile anterioare, am constatat ci lungimea diagonalei unui patrat cu latura de o unitate este V2. Am

incercat sa calculam /2, dar n-am reusit sa gasim o valoare exacta, un numdr rational g € Q, cu proprietatea

q* = 2. Incercarile noastre nereusite nu au fost suficiente pentru a ne convinge de faptul ca V2 nueste rational.

Era necesara demonstratia de mai sus.

Totusi, desi V2 este numdr, deoarece reprezintd lungimea unui segment, acesta nu este niciunul dintre numerele
pe care le cunosteam, adicd nu este numar rational. Deducem cd mai exista si alte numere pe langa cele rationale.

Le vom numi numere irationale.

Din faptul ca J2 este irational, deducem ca acesta nu poate fi scris sub forma de

2 este numar irational.

fractie zecimala finita sau periodica. Calculam mai multe zecimale ale acestui numar,
folosind calculatorul, si gasim: V2= 1,414213562373095048801688... In practica,

vom folosi o0 aproximare a numarului, de regula, cu doud zecimale exacte V2 ~ 1,41.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

In mod analog, inlocuind numarul 2 cu orice alt

numdr prim p, se demonstreaza ca ./ p este irational.

In general, daci n € N nu este pdtrat perfect, atunci
Jn este irational.

Daca numarul x € Q nu se poate scrie ca raport de
pdtrate perfecte, atunci Jx este irational.

Opusul wunui numdr irational este un numar
irational.

Suma dintre un numadr rational si un numar irational
este un numar irational.

Produsul dintre un numdr rational nenul si un
numdr irational este un numar irational.

Numadrul 7 este numar irational.

Numerele 3, 5, 7 sunt prime, deci 3 , J5 , J7 sunt
numere irationale.

6, 8, 12 nu sunt patrate perfecte, deci \/E , \/g , \/E
sunt numere irationale.

12 3 4 . 2
—,—,— nu se pot scrie ca raport a doud patrate

783 . 12 (3 (4
perfecte, prin urmare 7, g, g sunt numere

irationale.

—J2,-+/8, —+/15 sunt numere irationale.

3+\/§; 7—\/5; —9+\/§; 1,2+\/§ sunt numere
irationale.

3J2; - 745; (1,2)\/5; g sunt numere irationale.
Numarul 7 este raportul dintre lungimea unui cerc

oarecare si lungimea diametrului sau.
Se aproximeaza la sutimi prin © = 3,14.



Tema de portofoliu:

Va propunem sa va antrenati, demonstrand ca numerele 3 , J5 ,V12,4/0,7 sunt numere irationale.

Vom vedea, de asemenea, cd existd si numere irationale care nu se pot exprima cu ajutorul radicalilor. Acestea

se vor reprezenta ca fractii zecimale infinite neperiodice.

Numarul o = 0,505005000500005... (dupa prima cifrd 5 este un 0, dupa a doua cifra 5 sunt doua zerouri, dupa a

n-a cifrd 5 sunt n zerouri) este numar irational.

Retinem!

! J * Se numeste numar irational orice numar care nu este rational. w

* Pentru x € Q avem: Jx este numir irational dacd si numai dacd x nu este patrat perfect sau nu
poate fi scris ca raport de patrate perfecte.
* Un numar este irational daca si numai daca se scrie sub forma de fractie zecimala infinita si

neperiodica.

*Dacd g € Q" si Jx ¢ Q, , atunci —Jx , g+ Jx , q\/; sunt numere irationale. J

L

. ) O Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

.l Se considerd multimea

N L5 [8
A={ﬁ,ﬁ,2ﬁ,9+\/ﬁ,4—n,7,\/%}

a) Enumerati elementele multimii 4 care sunt

numere rationale.

b) Enumerati elementele multimii 4, care sunt
numere irationale. Justificati raspunsul dat.

a Se considera numerele: 0,246810... (se alatura,
in ordine crescatoare, numerele naturale pare)
si 1,010010001... (numarul zerourilor dintre
doua cifre alaturate, egale cu 1 creste la fiecare

secventd, deplasandu-ne spre dreapta)

a) Justificati faptul ca numerele de mai sus sunt

irationale.

b) Scrieti alte doud numere irationale, exprimate
ca fractii zecimale infinite, explicand regula

folosita.

B Scrieti multimea numerelor irationale de forma

Ja, ae A, stiind ca
A= {1527 25: 369 47, 73, 24> (_3)2’ 8117 (_5)2}

Justificati, verbal, alegerea fiecarui element.

n Demonstrati ca numerele J8 , J76 , V193,

\/555, +/1000 sunt irationale, folosind

intercalarea numerelor scrise sub radicali, intre
doua patrate perfecte consecutive. (Dacd x, y € N

sin* <x<(m+ 1) atunci «/x este irational).

a) Scrieti trei valori ale numarului natural x

pentru care /x +8 este numar rational.
b) Scrieti trei valori ale numarului natural y

pentru care /5—y este numar irational.

a) Calculati 2,7° si 2,8%, apoi stabiliti daca
numarul /7,31 este rational sau este
irational.

b) Calculati 3,247 si 3,252, apoi stabiliti daca
numarul /10,4996 este rational sau este
irational.

Se considera numerele naturale de forma
a=10n+3,n e N.

a) Scrieti cele mai mici cinci numere de aceasta
forma.

b) Demonstrati cd +/a este numdr irational, ori-
carearfin € N.
Se considera numerele naturale de forma

b=4n+2,n € N.
a) Scrieti cele mai mici cinci numere de aceasta
forma.

b) Demonstrati ca Jb este numir irational, ori-
care arfin € N.
a) Determinati numerele rationale de forma

\67ab, unde a si b sunt cifre.
b) Determinati numerele rationale de forma

\7¢d6, unde c i d sunt cifre.

E E * Multimea numerelor reale
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@Multimea numerelor reale. Incluziunile Nc ZcQc R

[ e amintin__ A

* Existd numere irationale. StimecdA NcZcQ

* Un numar nu poate fi simultan rational si irational.

[0,1,2,3,... NJ

* Orice numar rational poate fi scris, In mod unic, sub forma

unei fractii zecimale finite sau periodice, cu perioada e R
. NP R . T g
* Orice numar irational poate fi scris in mod unic sub forma
unei fractii zecimale infinite si neperiodice. J2

* Orice numar natural este §i numar intreg i numar rational. = 3 € Ndeci3 € Zsi3 € Q
¢ Orice numadr intreg este si numar rational. -3 eZdeci-3e€Q
* Dacd un numadr nu este intreg, atunci nu este nici natural. Daca 4,6 ¢ Z, atunci 4,6 ¢ N

* Dacd un numair nu este rational, atunci nu este nici intreg, Daca \/5 ¢ Q, atunci \/5 ¢ Zsi \/5 ¢ N
nici natural.

\C J

Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitie: Reuniunea dintre multimea numerelor rationale si multimea numerelor irationale se numeste
multimea numerelor reale si se noteaza cu R.
R = {x | x este numar rational} |J {x | x este numar irational}

R,={xeR|[x>0}

Se mai definesc: R ={xeR[x<0}
 multimea numerelor reale pozitive R R'={xeR|x#0} =R\ {0}
» multimea numerelor reale negative R B
» multimea numerelor reale nenule R* R=R, UR U0}

Dacd x € Q, atunci x € R.

Multimea numerelor irationale
este diferenta R \ Q.

Rezulta imediat ca:
* orice numar rational este un numar real;
e orice numar irational este un numar real.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Folosind implicatiile: 1) Pentru orice x € N=> x €Z; 2) Pentru orice xe€Z = x€Q; 3) Pentru orice
x € Q= xeR, deducem ca au loc incluziunile: Nc Z c Q < R.

R = R\
QU( Q) [0’ 1’2,3’”. NJ R\Q
Multimile Q si R \ Q sunt disjuncte, adica ) )
intersectia lor este multimea vidd. V2 > 8 +\/\/§ ’
7
R 4,6,1,27); _2 ... Q —445; o
[ e [r\q] 9 R

—1,-2,-3,... 7




Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Determinati valoarea de adevar a fiecareia din

urmatoarele afirmatii (A sau F):

a) 4eN; f)—27f)eZ

b) -10 e Z; 2) geR\Q;

) —eQ h) -3,1(5) ¢ Q;

d) 5 eR\Q; ) (-7) e R\Q;
e) 0eN; 7) V1296 € Q;

K) V10 +10' +10% +..+10"° e R.

Se considera multimea

2B 0

a) Scrieti, pe rand, multimile formate cu toate:
1) numerele naturale care apartin multimii M;
2) numerele intregi care apartin multimii M;
3) numerele rationale care apartin multimii M,
4) numerele irationale care apartin multimii M.

b) Folosind subpunctul a), copiati tabelul pe
caiet si completati:

M NN

MNZ

MNQ

MNR

Fie multimea B = {—\/E; J64; :ilg; _E;} U
9 2 (_2\*.
{1/2,(7), 7,1/2 (-3) ,\/ﬁ}

Completati spatiile libere astfel incat si obtineti
egalitati:

a) BAN={..}

b) BNZ={..}

&) BN(Z\N)={..}

d) BNQ={..}
e) BN(Q\Z)={..}
) BN(R\Q)={..}

Se considera multimea

{F 13 2253 6))‘1;ﬁ}

a) Gasiti o multime D =

simultan conditiile:

1) multimea C()D contine exact doud nume-
re naturale.

2) multimea CU D contine exact trei numere
irationale.

b) Folosind multimea D, identificatd la subpunc-
tul anterior, stabiliti valoarea de adevar pentru
fiecare din propozitiile urmatoare.

p,: »Multimea D nu contine numere naturale.”

p,: »Multimea D contine cel mult doud numere

rationale.”

{a, b, ¢} care satisfice

Completati spatiile libere cu una din notatiile

N, Z,Q, Q", R\ Q, R, pentru a obtine propozitii

adevarate:

a) Numerele care se pot scrie ca raport de nume-
re intregi, formeaza multimea ... .

b) Numerele care se pot exprima ca fractii zeci-
male finite, apartin multimii ... .

¢) Numerele care se pot exprima ca fractii zeci-
male periodice, apartin multimii ... .

d) Numerele care nu se pot exprima ca raport de
numere intregi, formeaza multimea ... .

e) Daca @ nu este patratul unui numar rational,
atunci +a apartine multimii ... .

f) Reuniunea dintre multimea numerelor rationa-
le si multimea numerelor irationale este mul-
timea ... .

Demonstrati ca:

a) V1234 ¢ Q;

b) V1+6”* eR\Q;

o) VI11..1eR\Q;
%/_/

15 cifre

d) \/4—" €Q, oricare ar fin € N.

Determinati multimea

Ez{\/;‘59<x<27,\/;eN}.

* Multimea numerelor reale



Scoaterea factorilor de sub radical.

Introducerea factorilor sub radical

* Multimea numerelor reale

J

Exemple

, pentru orice a € /nz -

[ 2 .
a” =a, pentru orice a >0 5
’ < Va =|a

[ 2 .
a” =—a, pentru orice a <0

2
Relatiile de mai sus riméan valabile si in cazul in care @ € R\ Q. (I-m) =-(-m)=-1+n=n-1

\_ J

Descoperim, intelegem, exemplificam

9 NB=ATT=fOT=37

Scrierea expresiei a’b sub forma avb se numeste (am scos factorul 3 de sub radical)

scoaterea factorului a de sub radical, unde a, b € N". b) J75 =253 =253 =53
(am scos factorul 5 de sub radical)

2 —
Ya'b = avb ¢) 700 =100-7 =100 -7 =10-7
| I (am scos factorul 10 de sub radical).
Exemple
Cand se cere scoaterea factorilor de sub radical, numarul J72 =362 = 642

\/;,n e N, n > 2, va fi scris sub forma g¢+/b , unde b nu
este divizibil cu niciun patrat perfect diferit de 1.

J150 =256 = 56
J120 = V430 = 24/30

Rezolvam si observam

Pentru a evidentia patratele perfecte care apar ca factori sub radical, este util sa descompunem numarul in
produs de factori primi.

o Ji47=? b)) J2450=? o 216=2
147 |3 § 2450 |2 § 216 2>
49 7> | 1225 5> | 108 |2
717 | 245 |5 | 542
1 | 49 7> | 27 3>
1 717 § 93
| 1 | 33
| | 1
147 =7% 3 - J2450=45"-77 2 - N216=y27.37.23
J147 =743 J2450 =572 =352 J216=2-3J2-3=66

28



Descoperim, intelegem, exemplificam

In practica, sunt situatii in care, pentru evidentierea unor proprietiti sau pentru simplificarea unor calcule, este
necesar sa scoatem de sub radical si factori care nu sunt numere naturale.

Ne intrebam daca putem generaliza scoaterea factorilor de sub radicali si in cazul numerelor rationale si chiar in
cazul numerelor reale pozitive.

Consideram numarul /% si folosim proprietatile deja Invatate, pentru a calcula in doud moduri diferite:
12 V12 V223 23 12 2y 2Y’ 2
— = = = , respectiv,|[— = || = | 3=/l = | -V3=243.
25 V25 |5 5 25 5 5 5

Vom constata ca ambele sunt calcule corecte.

- c o 2 . .
Scrierea expresiei ¥ a b =a+/b se numeste scoaterea factorului a de sub radical, unde a >0, b > 0.

Stim sa aplicam, identificim conexiuni

\/azk+l -b :\/aZk -a-b =ak\/a-b

Va** b =d*Jb, unde a>0,b>0, k € N". Daca in descompunere apar 2k + 1 factori egali
Daca in descompunere apar 2k factori egali cu a, atunci factorul ¢* iese de sub radical si mai
cu a, atunci factorul ¢ iese de sub radical. rimane sub radical factorul a.

Exemplu: v/2° -5-3% -7 = 2% .34/5.7 = 48435 Exemplu: 27 -3° -5 =/2° 232 3.5 =
=2°.342-3-5 =2430

Se inmultesc factorii care au fost scosi de sub radical si, separat, se inmultesc factorii care au ramas sub radical.

R 5 x? =\/x72\/_=|x|\/§
In cazul calculului algebric, cand nu stim daca
factorul a este pozitiv sau negativ, vom folosi \/3x4 = \/)T4 J2 = ‘xz ‘\/5 =x*\2

scrierea \/a2b=|a|\/3,undea,b€R,bEO- E:\/F\E:‘f‘\/ﬁ:quwﬁ

Operatia inversa scoaterii factorilor de sub radical Exemple:
se numeste ,,introducerea fac;torllor sub radical”. a) 35= \/37 5 =49 .J5=19.5 =45
Astfel, vom scrie avb =V a’b , unde a >0, b > 0. (am introdus factorul 3 sub radical).

b) 7V2=v7*-2=y49.2 =98

a \/_ = \/ a2 b (am introdus factorul 7 sub radical)
T 4+ ¢) 0,85 =,(0.8)"-5=4/0,64-5=3.2.

(am introdus factorul 0,8 sub radical)

Daca a <0 si b > 0, atunci aJb =—a* -b. De exemplu, 245 ==/2% .5 = —20.

* Multimea numerelor reale
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v

30

Retinem!

» Scoaterea factorului a de sub radical:

*Dacia>0sib >0, atunci Va2 -b=a* Vb si va* .b=va* .a.b=a"a-b. y

a’b = a\/z, oricarcarfia >0, b > 0;
« Introducerea factorului a sub radical: avb = azb, oricare ar fia >0, 56> 0.

« Pentru orice a € R, b > 0, are loc relatia \ a’b =|a |\/Z

.

@ Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Copiati pe caiete propozitiile, apoi completati

spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:
a) Dacd a > 01 b > 0, atunci m =....

b) Dacd @ <0 si b >0, atunci m =....
¢)Dacaa € R si b >0, atunci m =....
Scoateti factorii de sub radicali:

2) V2?3 2 (-5)" -7

b) V3¢ -5; h) V2% .3%.5;

¢) V5° -7 i) {(=7)° -101;
dy V111 . 2; j) V5t 322,

e) y(-2)" -3; k) \(-2)*-3%-5;
0 (-3)" -5 D (=3) -5 7.

Scoateti factorii de sub radicali:

a)V2'; o (-2 - (-3)';

b) V3" f2.2°2° 25,

c) \/ﬁ; g) \/W, neN;
33.55.77; h)\/w,neN

Scoateti factorii de sub radicali:

a) V12, V18,427, /32, 75, \98;
b) /360, +/192, /150, /288, /294, \/972;

¢) ~/2250, \/2366, \/3468, /9072, 4/10°, y/10'".

Dupa efectuarea calculelor, scoateti factorii de
sub radicali:

a) \/22-32+\/24-36
28 + 44096 ;
o) V253t 424 3t 10435

n Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor.

Scrieti, pe caiete, propozitiile adevarate:

a) /200 = 10~/2;

b) /343 = 7V/7;

o) Na® b =ab,0<a,0<b;

d) W:—b\/z,b<0<a;

¢) Daca 288 = 12\/;,, atunci x = 2.

f) Daca \/ﬁ = x\/g, ,atunci x = 5.
Completati spatiile libere pentru a obtine
propozitii adevarate:

a) ,,Dacd a>0si b >0, atunci axb = —[... s
b) ,,Daca a <0 si b >0, atunci af = —\/7 7,

Scrieti urmatoarele numere, introducand factorii

sub radicali:

a) 2\/5;
b) 5y14;
1 5
—.\/24: i
0 3 V24, D25

Completati in dreptul fiecarui enunt litera 4,

d) -32;
e) —%-\/E;

7

daca propozitia este adevarata si litera F, daca

a) 24/15 = V/60; d) 2419 = —2% - 19;
b) 35 = /45; e) 67 = 76;

c) 47 = ,/(_4)2 -7, 1) 412 = -8/3.
Determinati numerele naturale x si y pentru care

x-\[y =153, cux>1.

propozitia este falsa:



I.  Aflati valoarea de adevar a fiecareia dintre propozitiile date:

Se acorda 10 puncte din oficiu.

3p | 1. Numarul 1,3(4) este rational. 30 | 3. Numirul V225 este real.
V2B
3p | 2. Numirul /1,(7) este irational. 3p {—7,—7,—7, cR\Q
II.  La problemele urmatoare alegeti litera care indica raspunsul corect; doar un raspuns este corect.
1. Se considerd multimea 4= {\/I,\/E,\/g,...,\/2019}.
9p | 1.1. Numadrul elementelor multimii AN Q este egal cu:
A. 40 B. 50 C. 45 D. 44
5p | 1.2. Numirul elementelor multimii 4N (R\Q) este egal cu:
A. 1974 B. 1975 C. 1976 D. 2018
5p (2. Fiex € N. Numarul 77 —7-x este rational pentru:
A xe{0,1,2,3,...,11} B. xe{0,1,9} C. xe {2,3,6,8} D. x {4, 11}
9 |3. Fiey e N.Numarul /88—22-y este irational pentru:
A. ye{0,1,2, 3} B. ye {0,1,2,3,4} C. y e{0,4} D. orice numar
natural y
50 | 4. Daca 75 = a-\/g, , atunci a este egal cu:
Al B. 3 C.5 D. 6
5 |5. Stiind cd V500 =h- Je si cd nu se mai pot scoate factori naturali de sub radical, b + ¢ este:
A. 15 B. 12 C. 13 D. 14
3 | 6. Daca [2 = i’ , atunci d — e este:
12 e
Al B. 2 C.3 D. 4
5p | 7. Multimea formatd numai din numere irationale este:
A (VIN3.NTT) B (V24 Vi8] € (V225 2] D (V22T
II.  Asociati fiecare cifra corespunzatoare enunturilor din coloana A, cu litera care indicd raspunsul corect,
aflat in coloana B.
Dupa ce s-au scos factorii de sub radical se obtine:
A B A B
3p | 1.Pentrua>0, V9a® = a3 4.Pentrua<0,b>0, Ja’h’ = e.a:b’
L 2.4 f.—a-b
3 |2.Pentrua<0, V-9a° = |P-3a 3p |5 Pentrua>0,b>0, Va*:b* = |
\/973 ca’ 3p 2 g.—a— b
3p |3.Pentrua>0, va :a” = d. -3a 6. Pentrua <0,5<0, (a+b) = h.—-@: b
IV.  La problema urmadatoare se cere rezolvare completa.
L . n- (n + 1) .
Se considera multimea B=1x|x=,[———=,neN ,n<10,.
20p - .
a) Scrieti multimea B, enumerand elementele.
b) Determinati multimile BNQ si BN(R\Q).

* Multimea numerelor reale
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Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor, prin aproximari.

C iord | le. Modulul i a |
ompararea Sl ordonarea numereior reaie. voauiui unui numar rea
’

Aproximarea numerelor reale prin fractii zecimale.
Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor, prin aproximari

In lectiile anterioare, am identificat unele tehnici de estimare a valorii unui numar rational si a valorii unui

numar irational, deci a unui numar real.

Aproximarea prin lipsa a unui numar real
la ordinul unitatilor (zecilor, sutelor, miilor
etc.) este cel mai mare numar natural format
numai din unitati (zeci, sute, mii etc.)

mai mic sau egal cu numarul respectiv.
Aproximarea prin adaos a unui numar real
la ordinul unitéatilor (zecilor, sutelor, miilor
etc.) este cel mai mic numar natural format
numai din unitati (zeci, sute, mii etc.) strict
mai mare decat numarul respectiv.

Rotunjirea unui numar real la ordinul
unitatilor (zecilor, sutelor, miilor etc.) este
aproximarea prin lipsa sau aproximarea prin
adaos, la ordinul considerat, care este cea
mai apropiatd de numarul respectiv.

In cazul in care cele doud aproximari sunt
la fel de apropiate de numar, rotunjirea va fi
data de aproximarea prin adaos.

ﬁ
Fie x=+/200.
La ordinul unitatilor: \J200 ~14 pentru ca
14 <~/200 < 15.
La ordinul zecilor: \J200 ~10pentru ca 10 <~/200 < 20.
Fie x=+/200.
La ordinul unitatilor: 200 =15 pentru ca
14 <+/200 <15.
La ordinul zecilor: \J200 =20 pentru ca 10 <+/200 < 20.
La ordinul unitatilor:
17,39 = 17 pentru ca 17,39 — 17 < 18 — 17,39;
17,69 = 18 pentru ca 17,69 — 17 > 18 — 17,69.
La ordinul zecilor:
17,39 = 20 pentru ca 17,39 — 10 > 20 — 17,39;
14,69 = 10 pentru ca 14,69 — 10 <20 — 14,69.
La ordinul unitatilor:
19,5 = 20 pentru ca 19,5 -19=0,5=20 - 19,5
La ordinul zecilor: 395 = 400 pentru ca
395 -390 =5 =400 —395.
_J

Descoperim, intelegem, exemplificam

Regulile practice pentru aproximarea numerelor reale prin fractii zecimale, la ordinul zecimilor, sutimilor,

miimilor etc., se pot formula in mod similar.

Sa consideram numarul real 12,7358 si sa-1 aproximam la zecimi, sutimi, miimi, prin lipsa, prin adaos, apoi sa-1

rotunjim.

Au loc inegalitatile:
12,7 < 12,7358 < 12,8;
Aproximarea prin lipsa a unui numar real la ordinul zecimilor

(sutimilor, miilor etc.) se obtine prin inlaturarea, din numarul
initial, a tuturor zecimalelor aflate la dreapta ordinului de méarime

la care aproximam.

12,73 < 12,7358 <12,74;

12,735 < 12,7358 < 12,736

La zecimi: 12,7358 = 12,7,
La sutimi: 12,7358 = 12,73;
La miimi: 12,7358 = 12,735.



Aproximarea prin adaos a unui numar real la ordinul zecimilor
(sutimilor, miilor etc.) se obtine addugand o zecime (sutime, miime
etc.) la aproximarea prin lipsa, la acelasi ordin.

Rotunjirea unui numar real la ordinul zecimilor (sutimilor, miilor
etc.) este aproximarea prin lipsa sau aproximarea prin adaos,

la ordinul considerat, care este cea mai apropiata de numarul
respectiv. In cazul in care cele doua aproximari sunt la fel de
apropiate de numar, rotunjirea reprezinta aproximarea prin adaos.

Pentru a stabili care aproximare este mai apropiatd, sunt necesare

La zecimi: 12,7358 =~ 12,8.
La sutimi: 12,7358 = 12,74.
La miimi: 12,7358 = 12,736.

La zecimi: 12,7358 = 12,7.
La sutimi: 12,7358 = 12,74.

La miimi: 12,7358 = 12,736.

La zecimi:12,7358 = 12,7

calcule, uneori lungi.

O modalitate practica de realizare a rotunjirii:

Daca cifra aflata imediat dupa ordinul de marime la care efectuam
rotunjirea este 0, 1, 2, 3 sau 4, atunci rotunjirea este chiar aproximarea
prin lipsd. Dacd aceasti cifrd este 5, 6, 7, 8 sau 9, atunci rotunjirea La miimi: 12,7358 ~ 12,736
este datd de aproximarea prin adaos. pentru ca 8 > 5.

pentru ca 3 <5.
La sutimi: 12,7358 =~ 12,74
pentruca 5 =35.

Observatie: Tn practici, se folosesc, prin conventie, aproximari cu una sau cu doua zecimale exacte. Aproximarea prin
lipsd a unui numar pozitiv, la ordinul zecimilor se mai numeste aproximarea cu o zecimala exacta. Aproximarea
prin lipsa a unui numar pozitiv, la ordinul sutimilor se mai numeste aproximarea cu doua zecimale exacte.
Comentariu: Aproximarea numerelor reale prin fractii zecimale este foarte utila pentru a estima pozitia
punctului de reprezentare a unui numar real pe axa numerelor, pentru a compara numere reale si pentru a stabili
ordinea crescatoare sau descrescatoare a unor numere.

Definitie: O dreapta pe care s-au fixat un punct (numit origine), o unitate de masura siun sens pozitiv, se numeste
axa numerelor.

\ A2

Pe desenul alaturat unitatea de masura
este O4 = 1 cm, iar sensul pozitiv

este de la. staflga spre dreapta si este [ o gineaj [unitatea de mésuréj
indicat prin sdgeata.

Originea se noteaza, de reguld, cu O. 0 1
I I

sensul pozitiv

Pe axa Ok, fiecarui numar real a, ii corespunde, Tn mod unic, un punct M si reciproc, fiecarui punct M de pe
dreapta 1i corespunde un unic numar real a, numit coordonata (sau abscisa) punctului M, care va fi notat x,,.
Din scrierea x,, = a, intelegem cd a este abscisa punctului M, sau ca punctul M este reprezentarea, pe axa
numerelor, a numdrului real a. Vom da aceeasi interpretare si scrierii M(a) (citim M de abscisa a, sau M de
coordonata a).

Datorita faptului ca intre numerele reale si punctele de pe axa numerelor exista ,,o corespondenta unu la unu”,
axa numerelor se mai numeste si axa numerelor reale.

Sa nu uitam: Numerele pozitive se reprezintd In dreapta originii; numerele negative se reprezinta in stanga
originii; 0 este abscisa originii axei.

Numerele irationale se aproximeaza prin numere rationale, exprimate, de reguld, prin fractii zecimale.
Exemplu: Calculam J7 cu ajutorul calculatorului, pastram primele opt zecimale exacte si obtinem

J7 =2,64575131...

Aproximadrile prin lipsa, aproximarile prin adaos si rotunjirile numarului J7 sunt:

Aproximari prin lipsd | Aproximari prin adaos Rotunjiri
la unitati 2 3 3
la zecimi 2,6 2,7 2,6
la sutimi 2,64 2,65 2,65
la miimi 2,645 2,646 2,646

* Multimea numerelor reale
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Reprezentarea pe axa numerelor reale a numarului J7, folosind aproximdrile prin fractii zecimale, este ilustrata
in imaginea de mai jos.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t— > 2<V7<3

2,6<y7<2,7

2,64<+/7<2,65

7 J

Exercitiu: In desenul de mai jos, punctele 4, B, C, D si E au abscisele printre numerele:
J0,6,420,476,415,497

Folosind pozitia punctelor pe axa si estimari ale valorii fiecaruia dintre numerele date, determinati coordonatele

fiecarui punct, urmand modelul:
0°<0,6<1°= 0<4/0,6 <1. Cum 0 <x, <1 deducem ca x, =/0,6.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
| | | | | | | |

|$i | Fxhx | | |$i *i>
4 B C D E

Numerele reale negative se reprezinta pe axa numerelor dupa modelul reprezentarii numerelor rationale negative,
adica:

Numerele opuse x si —x se reprezintd, de o parte si Exemple: Daca x € R, atunci 4 si B, avand coordonatele
de alta a originii, la aceeasi distanta de punctul O. —x, respectiv x, sunt reprezentate pe axa numerelor la
Numarul pozitiv se reprezinta in partea dreaptd a distanta x de punctul O.

originii, iar numérul negativ S€ reprezinté in partea Punctele C §1 D avand coordonatele _\/5, respectiv \/5’
stangd. numere irationale, sunt reprezentate pe axa numerelor la

distanta /2 de punctul O.

=L
X X
V2 72
' Retinem!
H J O dreapta pe care s-au fixat o origine (punctul O), o unitate de masura (segmentul O4 = 1) si w
un sens (de la stdnga spre dreapta), se numeste axa numerelor.

Scriem M(a) sau x,, = a si intelegem:

* g este abscisa punctului A/

* punctul M este reprezentarea numarului real a pe axa numerelor, iar a este coordonata
punctului M.

Numerele reale x si —x se reprezintd pe axa numerelor, de o parte si de alta a originii, la aceeasi
distanta de origine. J




¢

5
v ’ O Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n a) Aproximati prin lipsd, la unitati, numerele:
V7,234, /1000.
b) Aproximati prin adaos, la unitati, numerele:

V312,99, 12019.

n a) Aproximati prin lipsa, la zecimi, numerele:
V3,+20.
b) Aproximati prin adaos, la sutimi, numerele:

V5,432

B Folosind operatia de impartire a numerelor
intregi si calculatorul, completati casutele libere
din tabelul urmator, exprimand numerele sub
forma de fractii zecimale cu doud zecimale
exacte (aproximate, prin lipsa, la sutimi):

17 29
e = | 2 | V50

L
8 6 7

IE] Sc considerd numarul a = 1,234567.

a) Aproximati prin lipsa, la unitati si apoi la
sutimi, numarul a.

b) Aproximati prin adaos, la zecimi si apoi la
miimi, numarul a.

B Completati, pe caiet, casutele libere, astfel incat
s obtineti relatii de formaa <x <a+ 1, unde a
este un numar intreg.
a)| <3<} d 1< -3 <[]
b)D<\/ﬁ<D; e)| |<—20< |
ol 1<\150 <[ pl<~27<[]

n a) Demonstrati, prin calcul, inegalitatile:

1) (2,27 <5< (2.3);

2) (2,23)* <5<(2,24)%

3) (12,2)* < 150 < (12,3)%

4) (12,24)* <150 < (12,25)
b) Aproximati prin lipsd, la zecimi, numarul J5 ;
¢) Aproximati prin adaos, la sutimi, numarul NEF
d) Aproximati prin lipsd, la sutimi, numarul J150;

e) Aproximati prin adaos, la zecimi, numarul +/150.

Reprezentati pe axa numerelor reale %; -0,5; %;

5 R . Lo
-2; E; —1,5, luand ca unitate de masura un
segment cu lungimea de 1 cm.

Luénd ca unitate de masura un segment
cu lungimea de 5 cm, reprezentati pe axa
urmatoarele numere: 0,2; —1; 1,3; —0,6;
351

10°5° 10

Alegeti o unitate de masurd convenabila si
reprezentati pe axa urmatoarele numere:

\E;—S;%; ~-3: ;5.

Pe axa numerelor, punctele A(-1), B(x), C(y),

D(3) sunt reprezentate in aceasta ordine,

x numeste un numadr rational, iar y numeste

un numar irational.

a) Gasiti cate o valoare pentru x si y, apoi
realizati un desen care sa corespunda datelor
problemei.

b) Stabiliti daca are loc egalitatea
AB+ CD=AC+ BD.

Pe axa din imaginea de mai jos, sunt
reprezentate doar numere rationale.
Determinati numerele naturale a si b.

3 —~a -1 0 1 2 +Jb 4
| | |
I I

»
»

In figura de mai jos, punctul O este originea axei.

-3 2 -1 0 1 2 3 4 5
—

A 0]
a) Folosind desenul, identificati abscisele
punctelor 4 si B;

b) Reprezentati pe axa punctele C (—ﬁ ) si
D (2\/3 ), estimand valorile acestora;

¢) Folosind ordinea punctelor 4, B, C, D si
0, justificati egalitatile: AC + CO = AO,
respectiv AD — DB = AB.

Se considera un numar real cu cifra miimilor

nenuld. Determinati cifra sutimilor astfel incat:

a) aproximarile prin lipsa la zecimi si la sutimi
sa fie egale.

b) aproximarile prin adaos la zecimi si la sutimi
sa fie egale.

* Multimea numerelor reale



@Compararea si ordonarea numerelor reale

* Multimea numerelor reale

si numai dacd, pe axa numerelor, punctul 4 este reprezentat

in stanga punctului B. A(2)
Daca x, si x, sunt doud numere rationale, atunci x, > x, daca
si numai dacd, pe axa numerelor, punctul 4 este reprezentat
in dreapta punctului B.

Daca x si x, sunt doud numere rationale, atuncix, <x, daca
si numai dacd, pe axa numerelor, punctul 4 este reprezentat
in stanga punctului B sau coincide cu punctul B.

Dacd x, i x, sunt doud numere rationale, atunci x, > x, daca

\C

Pentru a compara si pentru a ordona doud numere (naturale, intregi, rationale) am folosit, cu succes,
reprezentarea lor pe axa numerelor si am definit relatia ,, < (relatia de ordine).

Daci x, si x, sunt doud numere rationale, atunci x, <x, daca Exemple

B(5,3) este reprezentat de axa in dreapta

si numai daca, pe axa numerelor, punctul 4 este reprezentat -13,4>-13,9 pentru ca —13,4 >—13,9
in dreapta punctului B sau coincide cu punctul B. —-13,4>-13,4 pentruca—13,4=-134

2 <5 pentru ca
este reprezentat de axa In stanga
punctului B(5)
5,3 > 5,2 pentru ca

punctului 4(5,2)
3,1 <3,5pentrucad3,1<3,5
3,1<3,1 pentruca3,1=3,1

J

Datorita faptului ca NcZ c Qc R, deducem ca stim deja sa comparam

si sa ordondm o infinitate de numere

reale (pe cele naturale, Intregi, rationale). Ramane doar sa vedem daca aceasta abordare poate fi extinsa si pentru

numerele irationale.

H Descoperim, intelegem, exemplificam

Unele numere irationale pot fi reprezentate pe axa numerelor cu fidelitate.
De exemplu, numéarul V2 se poate reprezenta pe axa folosind compasul.

In general, insa, reprezentarea pe axa numerelor a numerelor irationale se
realizeaza folosind estimari ale pozitiei acestor numere pe axa. Am putut
constata in lectiile anterioare ca punctul de reprezentare, pe axa numerelor,
a oricarui numar irational, este situat in dreapta punctului de reprezentare a
aproximarii prin lipsa si in stanga punctului de reprezentare a aproximarii
prin adaos, oricare ar fi ordinul de aproximare.

B\
2
? A vC X,
0 1 p)
AB=1

Este fireasca, acum, urmatoarea caracterizare. Consideram numerele reale x, y si punctele 4(x) si B(y).

i Y y i
1 1 > 1 1 >
B A
x<y x>y
Punctul A4 este situat in stanga punctului B daca Punctul A4 este situat in dreapta punctului B daca
si numai dacd x < y. si numai dacd x > y.

Deoarece fiecarui punct de pe axa numerelor 1i corespunde un unic numar

real, punctele 4 si B coincid daca si numai daca x = y.

Pentru orice doua numere reale x si y are loc una si numai una din relatiile:

x<ysaux =ysaux>y

A compara doud numere reale x si y inseamna a stabili care dintre cele trei relatii de mai sus are loc.

Pe multimea numerelor reale, se pastreaza rezultatele:

(x<ysaux=y)eox<y; (x>ysaux=y) o x>y; (x<ysaux>y) e x#y
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Exercitiu: Consideram multimea A4 = \/5,\/5,\/2,\/5 . Determinati multimile B, C, D, E definite prin:
B={xed|x<2|.C={xed|x>2}, D={xed|x=2|, E={xed|x=2].
Solufie: 2 =1,4...=2<2,B3=17...=B<2uJ4=2./5=22...=/5>2.

Obtinem B ={\/2,3, 4}, C={V4, 5}, D={V4}, E:iﬁ, V3,45,

Daca intre numerele reale x si y scriem unul dintre simbolurile <, >, <, >, = sau # astfel incat sa obtinem o
propozitie adeviratd, spunem cd am stabilit o relatie intre numerele x si y.

Pe multimea numerelor reale, relatia ,,<” este dotata cu proprietatile: 1) este reflexiva (x < x, oricare ar fi x € R),
2) este antisimetricd (dacd x <y si y <x, atunci x = y) si 3) este tranzitiva (daca x <y si y <z, atunci x < z).
Aceste proprietati ne vor ajuta sa identificam tehnici de comparare a numerelor reale.

Pe multimea numerelor reale, au loc:

* Multimea numerelor reale

Orice numar real negativ este mai mic decat orice numar real pozitiv. -15<1; ~J3 <, 10,2.
Orice numir real negativ este mai mic decat 0. —13,5(3) <0; —V119 <0.

—19<—\/ﬁ<:>\/ﬁ>\/ﬁ.
1 1 2

Pentru x <0, y <0, avem echivalenta: x <y daca si numai daca —x > —.

Daca x, a, y € R sunt numere distincte, x < a si a < y, atunci x < y. T < 5 < -
5
Daca x si y sunt numere reale pozitive, atunci x < y = Jx < \/; . 49 < 5=.4,9< J5.
D B O A C
1. Reprezentati pe axa, folosind, eventual, aproximari 3 N 0 NG 3

prin fractii zecimale, numerele: 0, \/5 , = \/5 ,3,-3.
Observati pozitia punctelor corespunzitoare, apoi D-B-0-A-C= -3<-—/2<0<+/2<3.
ordonati crescator aceste numere.

2. a) Folosind calculatorul, scrieti J5 cu dous

zecimale exacte. a) J5 = 2,23.... 7y
b) Comparati numerele J5 si2,23. b) J5>2,23;
¢) Comparati numerele 2,23 si 2,(2). ¢)2,23>2,2)
d) Comparati numerele V3 §i 2,(2). d) V5>2.23 1223 >2,2) remilta V5 >2,(2). [
3. Comparati numerele: Solutie: Introducem factorii sub radicali si obtinem:
x=35 si y=2+11. x=35=+35=45, y=2J11=12" 11 =/44.
Deoarece 45>44:>\/E>\/ﬂ:x>y. 9
4. Decideti daca se poate introduce o tija metalicd subtire cu o

lungimea de 58 cm, Intr-o cutie avand baza dreptunghi,

cu dimensiunile 50 cm, respectiv 30 cm, astfel incat tija sa fie
asezata in Intregime pe baza cutiei.

Solutie: Lungimea maxima a tijei care incape 1n interiorul 0 P
dreptunghiului este data de lungimea diagonalei sale,

d =+/50" +30° =+/3400 =58,3 ...

Deoarece 58 <+/3400 = 58 < d, tija incape in cutie.

5. Decideti care dintre dreptunghiurile A4 D 3 cm
ABCD sau MNPQ are diagonala mai
mare. lem
B 5cm C M 4 cm N
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* Multimea numerelor reale

Retinem!

(—_

A este reprezentat in stdnga punctului B.

are loc.

* Dacd x, si x, sunt doud numere reale, atunci x, <x, daca si numai dacd, pe axa numerelor, punctul\

* Orice numar real negativ este mai mic decat 0 si decat orice numar real pozitiv.

* Daca x si y sunt numere reale pozitive, atunci: x <y < Jx < \/; .

* Daca x <0, y <0 six#y, atunci x <y daca si numai dacd —x > —y.

* Pentru orice numere reale x si y are loc una si numai una din relatiile: x < y sau x > y sau x = y.
* A compara doud numere reale x si y Inseamna a stabili care dintre relatiille x <y saux>ysaux =y

J

.

3 ) X Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Reprezentati pe axa numerelor reale, apoi
ordonati crescator, numerele de mai jos.
Stabiliti cel mai mic si cel mai mare numar,

in fiecare caz:

a) —3,1;—31;— —3l ;Q;
4 2)°5

b) V3;-2; —V2;1-1,44; 1,6.

Introduceti factorii sub radicali, apoi comparati

numerele:
a) 243§i3v2;  ©) 2042 si-28;
b) 8/55110v3; d) —64/6 si —7+/5.

Completati unul dintre simbolurile <, =,>,

pentru a obtine propozitii adevarate:

a) 26 [ |5 hy 245 | | 5y2;
b) 37 [ ] 53 i) %D\E;

¢) 7410 Jas [l o;
d) 42 0[ | —Je;

¢) /196 ) ‘35‘\E'
T

V99 [ —7V2;
n) —8J7 [ ] —2./448.

OO0

H -5
g 247 ||

pl: ”3 < ﬁ,»
2 ,,\/ﬁ >57
Py V120 <11<+41307

Dy oN8<2,97

n Se considera propozitiile:
P /43> 6,557

D w36 > 45"

P ,,7?3—13,2 >\2”

Py (=) 99 <70

Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor de mai
sus si enumerati elementele multimilor A si F stiind
ca A este multimea propozitiilor adevarate, iar F este
multimea propozitiilor false.

B Ordonati crescator numerele:
a) \2;1,41;1,(41);
b) 26; 5; 3V/3.

Ordonati descrescator numerele:
a) 7;2J11; 44/3; 3/5;
b) —8;-37; —6:/2; — 24/15.

Determinati numarul intreg n € Z, pentru
fiecare din situatiile:

a) n<\/a<n+l;
b) n<—J/8<n+1;

9 9
c) —<~n<-—.
5 4
Scrieti:
a) trei numere rationale 7, astfel incat

V2 <r <3

b) trei numere irationale p, astfel incat 1 <p <2.



@Modulul unui numar real

0 o Modulul numarului x € Q reprezinta . 0
i X este poziliy )HC . distanta, pe axa numerelor, de la | X este negativ__,
1) A originea axei la punctul 4, avand 4 y 9,
| SN .
| = x abscisa x. x| =—x

In desenele alaturate, |x| = OA.

Modulul numaérului x se mai numeste valoarea absoluta a numarului x.
Abscisa punctului 4 se mai numeste coordonata punctului 4 si se noteaza x .
Punctul 4 se numeste reprezentarea pe axa a numarului x si se noteaza A4(x).

Distanta dintre punctele 4 si B, situate pe axa numerelor,

avand abscisele x, respectiv x,,, este numdrul unitatilor de ? } %4 ‘?4 f:t ;:5 x}
masurd cuprinse intre 4 si B. In desenul alaturat, 4B = 3. A , /B

Observam cax, —x,=5-2=3= 4B,
apoi x,—x,=2-5=-3,deciAB=3=—(x,—x,)saudB=x,—x,.
In concluzie, AB =[x, —x | sau AB = |x, — x|, oricare ar fi numerele reale x , §i x,.

* Multimea numerelor reale

Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitie: Modulul unui numdr real x este distanta, pe axa numerelor, de la originea axei la punctul A(x).
Vom scrie |x| = OA4, unde O este originea axei, iar 4 este punctul de reprezentare a numarului x pe axa.

Reprezentati pe axa numerelor punctele: D A 0 C B M
A(=2), B(3), C(32-7), D(-3). e e o o o o o o o >
a) Calculati 04, OB, OC, OD, apoi 3 =2 -1 0 1 2 3 4 5
determinati |-2|, |2|, |3], |-3]. 04=2=1]2|=2, OB=3=1[3|=3;, OC=2=2|=2;
b) Identificati punctul M(x) pentru care OD=3=|-3|=3.
|x—5]=0. x—=5=0=>x-5=0=>x=5= M)
Un automobil parcurge, pe autostrada, distanta dintre doua ﬁ
borne kilometrice 4 si B. xf xIB
Numerele insc.rise pe aceste borne sunt: 4 '\ . /IB
x, =43 (km) six, =98 (km). Y —x
Constatam cd x, > x . rA
Considerand ca autostrada este rectilinie, distanta parcursa [ AB — ‘ T o ‘ j
de automobil este AB = x, —x, =98 — 43 = 55 (km). b 4

Daca nu stim care dintre numerele x, si x, este mai mare, atunci distanta dintre doua puncte oarecare 4 si B,
situate pe axa numerelor, este datd de: 4B = |xB - X A| sau AB = | X4— xB|.

Comentariu interdisciplinar: In fizica, punctul 4, din care pleaca automobilul, se numeste punct initial, iar
abscisa sa se noteaza cu x,. Punctul B, in care ajunge automobilul, se numeste punct final, iar abscisa sa se
noteaza cu x,. Diferenta x, —x, se noteazd Ax=x, —x;.



* Multimea numerelor reale

40

Descoperim, intelegem, exemplificam

Privind modulul diferentei a doud numere reale ca
fiind distanta dintre punctele de reprezentare a
acestor numere pe axa, determinati numerele intregi

X cu proprietatea ‘x -2 ‘ < 3.

Solutie: Reprezentam pe axa numerelor punctul M (\/5 . Cautam punctele situate pe axa numerelor, care au
coordonate ntregi, situate de o parte si de alta a punctului M, la distanta mai mica decat 3.

Observand axa numerelor, gasim solutiile: -1, 0, 1, 2, 3, 4.

Proprietatile modulului, pe care le cunoastem de la numere rationale, se pastreaza si pentru numere reale.

|x| = x, oricare ar fix >0

|x| = —x, oricare ar fi x<0
|x| > 0, oricare ar fi xe R
|x|=0 < x=0

|-x| =|x|, oricare ar fi xeR

Vi =|x

| x+y|<[x|+]y

,oricare ar fi xe R

,oricarearfixeR, yeR

|x|-|y| = |x-y , oricarear fi xeR, yeR
|x” = |x|n,oricarearﬁ xeR, neN
||x|| = ‘x , oricare ar fixe R, y e R"

y

. a, pentrua 20
Scrierea | a | = —a, pentrua<0

se numeste explicitarea modulului.

Stim sa aplicam, identificim conexiuni

1. Modulul unui numar real este cu atat mai mare, cu cat

distanta de la origine la punctul de reprezentare este
mai mare.

2. Pentru orice a, numar real pozitiv, exista numere reale
astfel incat |x| < a si anume, toate numerele reale care

se reprezintd pe axa intre punctele M(—a) si N(a).

3. Pentru orice a, numar real pozitiv, exista exact doua
numere reale astfel incat |x| = a si anume:
xX=asix=-a.

4. Una dintre tehnicile de comparare a doud numere
reale negative se poate reformula, folosind modulul,
astfel: Daca x <0, y <0, atunci: x < y daca si numai
daca [x| > [y

Exemple

J|=47
] =~(5) -

\/§‘=\/§20,iar‘—\/5‘=\/§20
-
\/n_2=|n|=n;

(T -|-s5]- 5

0,5+ (-14)| <[0,5]+|- 14| < 0,9<1,9
10.5-[~1,4|=0,5-1,4=0,7 si[0.5-(~1,4)| =|-0,7]=0,7
|(-0.5)’|=|-0.125|=0,125 si [~0,5 =0,5* =0,125
|_1’4|:1’—:2,8 s |2t o-2.8]=2.8

0,5 0,5 105

Dacd x > 1, atunci x -1 > 0 si |x—1| =x-1.

Dacd x <1, atuncix -1 <0si |x—1| = —(x - 1).

Fie O originea axei numerelor, x, =7 six, = +5
abscisele punctelor 4, respectiv B, pe axa.
Atunci, O4 =7 si OB =5, deci O4 > OB si
=71> 5.

M ) N

—2 0 V2
Numerele reale cu proprietatea |x| = 2 sunt +2 si
-2, iar cele pentru care |x| = V3 sunt /3 si 3.

\/

Concluzie: |x| = |y| &S x=ysau x=-—y
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Retinem!

{x, pentrux > 0
x|=

—Xx, pentru x < 0

* Daca x € R este abscisa punctului 4 pe axa numerelor, atunci |x| = O4, unde O este originea axei.
* Dintre doua numere reale pozitive, este mai mare cel care are modulul mai mare.

* Dintre doua numere reale negative, este mai mare cel care are modulul mai mic.

* AB = |x,—x |, unde x  si x, sunt abscisele punctelor 4 si B pe axa numerelor.

~

L

X Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Completati spatiile libere pentru a obtine n Determinati numarul elementelor multimii

propozitii adevarate: B { ‘ ‘ 3‘ }
a)Dacia € Rsia>0,atunci|a| = ... . M= (xeZ||x|<1234.

b) Dacz} b=0, a.tunci bl = E& 2 Pentru x> 0, calculati:
c)Dacdac € Rsic<0,atunci|c|=.... E =+ 3|+ +27:3] - |2x];

n Calculati modulul numarului x si completati b) Pentru x < 0, calculati:
casutele libere din tabel. E =+ x—1]—[2x—2|;
2 b
7 ¢) Pentru x > 0, calculati:
5 2,8 | —— 10 [—V16| (-2)*| O ’
* 7 | V10|16 ) E =]+ 3|+ 4x —1 — |24
- n Completati spatiile libere pentru a obtine
x| propozitii adevarate:

Efectuati calculele: a) Dacax € Nsi |x| <+/5, atunci x e {...}.
a) (70,11 +10,2[ — [-0,3]) : |-2019]; . b) Dacix € Z si |x| <7, atuncix €{...}.
b) |2+ |(-3)' |- [yi2- 3 3 2 _ .

)‘ ‘ ( ) ‘/| | | ( )” c)Dacax e Z'si %SO,(3),atun01x e{...}.
Exprimati cu ajutorul modulului: o o
2)x € {5, 5 n Determinati elementele multimilor:

b) -8 <x<8; A:{xez‘,/(—3)2<x<|—5|},

¢)-3<x-2<-1I.

Determinati numarul real y pentru fiecare din B= { yelZ ‘ 2< \/)7 < 22},
situatiile:

a)y[=45siy>0; 2l 3

b) |y|=\/§§iy<0; Cz{zeR Z+§:§}’
¢) |12 =0 ,

d) [7y] = . Dz{teR mzl}.

* Multimea numerelor reale

v



Se acorda 10 puncte din oficiu.
I.  La cerintele urmatoare, alegeti litera care indica raspunsul corect; doar un raspuns este corect.

5p | 1. Radacina patratd a numarului 8, cu aproximatie de o zecime prin lipsa, este:

* Multimea numerelor reale

A. 2,6 B. 2,7 C. 28 D. 2,9
5p | 2. Radicina patratd a numarului 10, cu aproximatie de o sutime prin adaos, este:
A. 3,17 B. 3,16 C. 3,18 D. 3,00

3. Reprezentati pe axa numerelor (figura aldturatd), punctele y B c

D

M (—\/5 ) si P(\/g ), apoi rezolvati cerintele 3.1 si 3.2 —e ® ®

9 | 3.1. Punctul M apartine segmentului:

o
®
-2 -1 0 +1 +2
D

o—>

A. AB B. BO C. oC . CD
5p | 3.2. Punctul P apartine segmentului:

A. AB B. BO C. oC D. CD

. . 3 5 7

5p | 4. Ordinea crescitoare a numerelor a = - b= T’ =— 1 este:

A. a,b,c B. ¢, b,a C. b,a,c D. a,c, b

1 1 1
9p | 5. Ordinea descrescatoare a numerelor x=——,y=——=,z=——= este:
V2 V3 J5

A x,z,y B. y,z,x C.z,yx D. z,x,y
5p [ 6. Dacdax € R\Q si 5 <x <7, atunci x poate fi:

A 6 B. V6 C. 36 D. 38
9p |7.Daciay e Zsi J12 <y<\/i, atunci y poate fi:

A. 20 B. 13 C.5 D. 4

1. Completati spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:

5p |a) Dacd x* =—x, atunci x este un numar ... .

5p |b) Daca /y° =)°, atunci y este un numar ... .

HI. La problemele urmatoare se cer rezolvari complete.

15p 1. Se considera numerele a—w/ -2 - 4 si c-,/ -

Determinati numarul a : [-2°|+ b : | 3‘|+c |- 52

2. Rezolvati urmatoarele cerinte:
3p | a) Stabiliti care dintre numerele 3 si /10 este mai mare.

3 |b) Stabiliti care dintre numerele 2 si J6 este mai mic.

10p | ¢) Fie numerele @ =[3—10[+ (10 -3) si bz\/(3—\/€)2 +\/(2—\/€)2. Ardtati ¢d 0 < b —

a<l.
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Operatii cu numere reale.

Rationalizarea numitorilor de forma aJb

@Adunarea, scaderea, inmultirea si impartirea numerelor reale

Stim deja ca multimea numerelor reale este reuniunea dintre multimea numerelor rationale si multimea numerelor
irationale, ceea ce ne determind ca in studiul operatiilor pe multimea numerelor reale sd ne bazam pe ceea ce
cunoastem despre operatiile definite pe multimea numerelor rationale.

[ o aminin _ A

Adunarea numerelor (naturale, intregi, rationale) este operatia care face ca oricaror 9+2=11

doud numere (naturale, intregi, rationale) a si b, numite fermeni, sa le corespunda X 7 A
numdrul (natural, intreg, rational) a + b, numit sumd. termeni suma
inmultirea numerelor (naturale, intregi, rationale) este operatia care face ca oricaror 9-2=18
doud numere (naturale, intregi, rationale), numite factori, sa le corespundd numarul “w A
(natural, intreg, rational) a - b, numit produs. factori produs

Dacé a si b sunt doud numere rationale, atunci a scadea numarul » din numarul a
inseamna a aduna numarul a cu opusul numarului b, adicd a — b = a + (-b).
Daca a si b sunt doua numere rationale, b # 0, atunci a imparti numarul a la numarul » inseamna a inmulti

< . . . D 1
numarul a cu inversul numarului b, adica a:b=a- Z

Exemplu

Dacaa, b, € Q,atuncia+b € Q,a-b e .
Pentru a =E, b =§, obtinem:

Q,a—>b € Q.

DaCéa,b,EQgib;ﬁO,atuncige(@, atb=—r.a-b="r.ab=c0.a: ;

si toate sunt numere rationale.

\C J

Descoperim, intelegem, exemplificam

Vom descoperi aspectele specifice operatiilor cu numere reale, pornind de la urmatoarele intrebari:

1) Ce fel de numar vom obtine dacd adunam sau inmultim un numar rational cu un numar irational?
2) Ce fel de numar vom obtine daca adundm sau Tnmultim doud numere irationale?

Sa gasim raspunsurile (unele dintre ele s-au conturat prin exemple oferite de lectiile anterioare) si sa si demonstram
cateva.

1) Prima intrebare 1si gaseste raspunsul in urmatoarele secvente:

a) Daci ¢ € Q este numdr rational si v/x € R\ Q, atunci Exemple: Numerele 2++/7: 3—+/5 sunt
q+ Jx eR\Q. irationale, deoarece:

Demonstratie: Presupunem, prin reducere la absurd, ca 2¢Q, J7 eR\ Q=2+ J7 eR\ Q;

q+ Jx =reQ, atunci, Vx =r— q € Q, contradictie cu

RO 36(@,—\/§ER\Q:3+(—\/§)ER\Q.

Presupunerea a fost falsa, deci g + Jx e R\ Q.

* Multimea numerelor reale
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b) Daci ¢ € Q" este numar rational si /x e R\ @, atunci Exemple: Numerele 2+/7; —3+/5 ; — 2 J12
q- JxeR\ Q. sunt numere irationale deoarece:
Demonstratie: Presupunem, prin reducere la absurd, ca 2eQ, J7 eR\ Q=2 J7 eR\ Q;
q-\/;=re(@ = \/;zle(@, contradictie cuvx eR\Q. -3eQ", \/geR\@:>—3~\/§eR\Q;
q
Decig-~/x e R\Q, pentru orice g € Q" si Vx e R\Q. _EEQ*, \/EER\Q:—%-\/EER\Q.
7 7

Un exemplu foarte util este cel oferit de produsul dintre un numdr natural nenul si un numadr irational.
Sa observdm cd 245 se poate scrie J5 4405, apoi 35 =5 +/5 ++/5. In acest fel, produsul dintre un numar
natural n € N" si un numar irational de forma Jx este ni/x =Jx +x +..+/x.

n termeni

2) Consideram doud numere ¢ e R\Qsi be R\ Q.
Deoarece un numar irational este un numar a carui scriere este o fractie zecimala infinita si neperiodica,
rezultatul operatiilor cu acestea se definesc ca siruri de aproximari succesive.

De exemplu, pentru numerele irationale 3= 1,732 ... J7 = 2,645 ..., definim suma acestora, B+7 , ca
fiind acel numar cuprins intre suma aproximarilor prin lipsa si suma aproximarilor prin adaos, ale celor doua
numere, la acelasi ordin de marime.

1<\/§<2 2<\/7<3 3<\/§+\/7<5

1,7</3<1,8 . 2,6<7<2,7 ) 43<3+7<4,5
si rezulta
1,73<+/3 <1,74 2,64 <~J7<2,65 4,37 <3 +7 <4,39
1,732 <3 <1,733 2,645 <7 < 2,646 4,377 <3 +/7 < 4,379

In mod similar, produsul a doua numere irationale este acel numir cuprins intre produsul aproximdrilor prin
lipsa si produsul aproximarilor prin adaos ale celor doud numere, la acelasi ordin de marime.

Vom folosi scrierea /3 ++/7 pentru valoarea exacta a sumei dintre NG si V7, neexistand o scriere mai succinta
pentru aceasta, iar pentru valoarea exacta a produsului lor, vom folosi una din formele V3 -7 sau +/21.

Sa vedem acum ce fel de numar (rational sau irational) este suma si ce fel de numar este produsul a doud numere
irationale.

Analizam exemplele: Fie a = 2\/5 , b= \/5 , Cc= \/g , Concluzie:

d= —\/E, toate irationale. Obtinem a + b = 32 eR\ Q Daci aeR\Q si beR\Q,, atuncia + b
si b+d=0eQ, apoi a-h=+8-V2=+16=4¢cQsi sia - b pot fi numere rationale sau numere
b-c=2-3=J6<cR\Q. irationale.

Analizand modul de definire a operatiilor pe multimea numerelor reale, deducem ca proprietatile acestora se
extind de la multimea numerelor rationale.

Adunarea este asociativa:

(a+b)+c=a+(b+c),oricare ar fia, b, c, € R. (Jg+\/§)+(_¢§):\/§+[ﬁ (_\/gﬂ

Adunarea este comutativa:

a+b=b+a,oricarear fia, b, € R. (_\/E)JFS\/E:S\/EJF(_\/E)

Numarul 0 este element neutru pentru adunare:
a+0=0+a=a,oricare ar fia € R. 0+(1—\/§)=(1—\/§)+0=1—\/§



Orice numar a € R are un numar opus, —a € R:

a+(-a)=(-a)+a=0,oricarc ar fia € R. 37+ (_3\/7) = (_3ﬁ) +37=0

Inmultirea este asociativa: (6,17-25) - 4=06,17-(25-4)
(a-b)-c=a((b-c),oricarear fia, b, c, € R. (3\/7)\/_ 23(\/7\/7)

Inmultirea este comutativa:

* Multimea numerelor reale

(1+\/§)'(2+\/§)=(2+\/§)'(1+\/§)

a'b=b-a,oricarearfia, b € R.

Numarul 1 este element neutru pentru inmultire:

a-1=1-a=a,oricarear fia € R. 16,8 =./6,81=./6,8

1

Orice numar a € R" are un numar invers — e R” 1 1

11 @ 3\/7-(—}[—}-3\/7:1
a-—=—-a=1. 37 37

a a
Inmultirea este distributiva fata de adunare: 9. (4 2 ) —9.4+92
a(b+c)=ab + acsi(a+ b)c=ac + bc, oricare
arfia, b, c, € R. (4+\/§)\/§:4\/§+\/§'\/§

Scaderea si impartirea numerelor reale sunt similare celor din multimea numerelor rationale, adica:
1) Pentru orice doua numere reale a si b, avem a — b = a + (-b).

2) Pentru orice doud numere reale a si b, cub#0,areloca:b=a - b' sau % =a- %
Stim sa aplicam, identificam conexiuni
Dacia,b e Q, Vx e R\Q si a+bJx =0, atuncia=0si b=0.
Demonstratie: Daca ar fi b #0, din a+ Wx=0 = bfx=-a = Dacaa,b € Qsi
= Jx= —% € Q fals pentru ca Jx eR\ Q. Deci b=0. 2121'?111_013;61([);8:)(;/851;0’8 o
Cum a+b/x =0, obtinem a = 0. Decia=1,5sib=8.

Consecinta: Daca a,b,a',b'€Q, Jx eR\ Qst a+ bx=a' + b’\/;, atuncia=a'sib=2>'"

Dacaa, b € Qsi

17-b3 =a+43,

atuncia=17si b=-4.

Demonstratie: a—i—b\/;:a'-i-b'\/; = (a—a')-i-(b—b')\/)_C:O
=>a-a'=0sib-b'=0,decia=a'sib=0>"

Tehnici de calcul in multimea numerelor reale

Adunarea si sciderea numerelor de forma a + bx , cux>0.

Adunarea numerelor reale este asociativa ++ ++ =24 +8J2 HA_F
si comutativa. Aceste proprietdti ne permit

schimbarea ordinii termenilor si gruparea termeni irationali EEE
lor in mod convenabil.

Sciderea a doud numere este interpretatd ca adunarea dintre primul numar si opusul celui de-al doilea. Astfel,
gruparea termenilor in mod convenabil poate fi facuta si in cazul scaderilor. (Trebuie doar s fim atenti la semnul
fiecarui termen.)

4b
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Adunarea si sciderea termenilor asemenea:

a x+b\/;=(a+b)\/; si a\/_ b\/_ (

Doi termeni care pot fi scrisi sub forma ax si bx ,

a,beQsi Jx eR\ Q, sunt termeni asemenea.

)\/; x> 0.

Doi termeni care sunt numere rationale sunt termeni asemenea.

73 +8V3 =153 si 743 - 53 =243

29 si 11 sunt termeni asemenea

52 si 342 sunt termeni asemenea

29 si 542 nu sunt termeni asemenea

J7 si V5 nu sunt termeni asemenea

Pentru termenii care nu sunt asemenea, se poate doar aproxima rezultatul adunarii si rezultatul scaderii.
V3 ++/7 nu se poate restrange la o expresie de forma av/x , dar se poate aproxima

3 +7~1,73+2,64=4,37.

Inmultirea si impartirea numerelor de forma alx

Dacia € Q,b € R, x20siy>0,atunci:

a\/_b\/; ab\/xy si =2 X,

Exemple: \/_

635-342 =18410:  6V5 _ é S
32 3 ZJ_

OROR

factori irationali

' Retinem!
® J * Opusul numarului real x este —x.

» Semnul minus in fata unei paranteze
paranteza (echivaleaza cu inmultirea

folosind distributivitatea).
semn este un numdr pozitiv.

contrare este un numar negativ.

*Dacda € R, b € Rsix>0, atunci

a x+b\/;=(a+b)\/;§i
avx —bx =(a-b)x

- . 1
e Inversul numarului real nenul x este —.

* Pentru orice x, y € R, x -y =x + (—).
* Metoda factorului comun (consecinta a

distributivitatii inmultirii fata de adunare):

schimba semnele fiecarui termen din

numarului —1 cu suma scrisa in paranteza,
* Produsul a doud numere reale cu acelasi

e Produsul a doud numere reale cu semne

x + (=x) = (—x) + x =0, oricare ar fi x € R.
1

X-—=

1 .
—.x =1, oricare ar fix € R".
X X

1
Pentru oricex,y e R,y #0,x: y=x - —
Y

ab+ac=a(b+ c)siab—ac=a(b-c),
oricare ar fia, b, ¢, € R

—(a-b+c)=—a+b-c,
oricare ar fia, b, ¢, € R

Daca x, y, € R, atunci
() () =x-ysix- () =(x) y=—x

X — X X - X X
——:—:—sl—:—

Y Y -y -y ¥

Dacda € R,b € R"six>0siy> 0, atunci

afbf ab ys1a =2 X
\/,

~

J
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S , O Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Efectuati calculele:
c) —l+21;
4 8
7
b) 4,3 —(-2,95); d) ———(-2,(3)).
)43 (295 &)~ ~(-2(3))

n Efectuati calculele:

a)—1,2 +3.6;

a) V2 +/2; ) V6 +26 +36;

b) 24/5+35;  h) 4410 -310 -3410;
C) ﬁ+(—ﬁ); i) 4\/§+(—3\/§)+(—5\/§);
)V5-V5 D) 23 -(-33)-(43);
) WT-247; k) 8J5-5-+5.

f) /6 —3/6;

B Efectuati calculele, apoi aproximati rezultatul
cu doud zecimale exacte:

a) 532 + 742 1042 + 342 - 44/2;
b) 93 -7V3 +5V3 -3 - 7/3;
0) 4\/§+(6\/§—11\/§);
d) —10ﬁ—(19ﬁ—6ﬁ—22ﬁ).
n Calculati x + y si x — y, pentru fiecare din
situatiile:
a) x=3V5+22, y=8J2 -55;
b) x =73 -86, ¥ =33 +7V6;
¢) x =232 +33-55, y=4/5-33+2.2.

B Stabiliti daca rezultatul sumei x + y + z este un
numar rational:

a) x=v2+3,y=-23+82,

Z=—9\/§+\/§;
b) x=22 +3V3 +55, y =643 =745 - 842,

z=25-3J3 +642.

n Efectuati calculele:

a) 1+(2+J§); c) 7+(\E—7);
b) 4-(3+2); d) 3* = (V11 +9);
e) 1+x/§+2\/§+(—3x/§)+(—4\5);

f) (3ﬁ—s)+7+(—2ﬁ—6)+ﬁ+4.

Stiind cd x =1+2+/2 + 343,
y=4J2 =53 +6, z=23-62 21, aritati
cd suma x + y + z este un numar intreg.

Calculati lungimea segmentului 4B, stiind
cd abscisele punctelor sunt x, = —2 +1 si

xB=\/§+1.

Reprezentati segmentul pe axa numerelor.

Scoateti factorii de sub radicali, apoi efectuati
calculele:

a) V2 +/8;
b) V3 ++/12;
¢) \/5 -+20;
d) 332 ++/18 =/32;
e) 73 +27 —/48;
f) /28 +/63 —/175.

Calculati x + y si x — y, pentru numerele:
a) x= \/g — \/570 + \/E si
y =+/48 ++/98 —/200;
b) x=1/49 =320 +/28 si
y=+/180 —/112 +/64.
a) Calculati lungimile segmentelor AB, BC, CD

stiind ca sunt situate pe axa numerelor si au
coordonatele:
4(+2), B(ﬁ), C(ﬁg; D(Izﬁ);
b) Completati unul din simbolurile <, =, >,
astfel incat relatia obtinuta sa fie adevarata:
AB+BC+CD ..2.

Efectuati Tnmultirile:

a)5-0,44; d)

W | W

(-62);

b _z.[_lz} 0 ﬁ.(_z}
37 9 2
9-9-1,3): (4 -16)-33.

Efectuati Inmultirile:

a) V2 -3; d) /511
b) 3 -/5; e) (—\/B)-(—\E);
&) V5-(—7); B —V/2:(-3)(=V5).

* Multimea numerelor reale
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Efectuati inmultirile si stabiliti daca produsul
este un numar rational sau un numdr irational:

9 235 0 7545 |
b) (-3v3)(5V5); ) —%\/5-(—&/5),
0 V22 i ?%

) 63-(243): ) 1£§ %

&) (-7V2)-(-245); K %(-%)

J5 s
0,3v3)-(10410); 1) = —.
D (0.33)-(10¥10): 1 25 25
Calculati produsul x - y pentru:
a) x=3J2 +42 si y=16V3 -114/3;
b) x=-8v2 + /50 si y=~/32 +/8;

¢) x=~/63 328 si ¥ =20 -245.
Demonstrati ca numarul

A:l,(z)-\/ﬂ-(—l,z-\/ﬁ)-(—%-J§j este

cubul unui numar rational.

Arataticad B = este numar

250 + 250 . 8
natural. 5

23

Calculati, folosind distributivitatea Tnmultirii
fatd de adunare si scadere:

a)2-(\/§+\/§); c)x/E-(SJr\/E);
b) 3-(2V3-42); ) 8\3/5-(3\6—9\EJ

2 4
Efectuati calculele:

a) (20J§—30J§):10;
d) (\/5—\/373“/375—\/37’):(—\/5);

b

8§ B

&

b) (1442 + 2148 ):(-742);

e) V2(3 -V5) +V3(/5 -V2) + 52 -3);
H V3 (V3-1); @) 23 (32 +443);
h) —5v2+(v/6 - 8).

Efectuati calculele:

a) 6,(3) : (-38) ¢) 442:2;

b) —lé:(—4gj; d) 20\/53(_4)3
40 3 e) —0,5v/5 ;5.

Efectuati calculele:

a) \/50 :+/5; d) 4421:/7;

b) VI5:(—3); e) (-9v14):v2;

c) —\/gi(—ﬁ); f) (16\/5):(—8\/7).

Calculati aria unui patrat al carui perimetru este

V512 cm.

Determinati numerele naturale de doua cifre,
ab, cu proprietatea Ja = %
Calculati x : y, stiind ca:
a) x=7410-25J10 si y=342-122;
b) x =460 —~/135 si y=-/375;

J54 150 J63
c) x=ﬂ——+— sl y=——=.

2 4 J16

Comparati numerele:

az(\/ﬁ+\/l28+ 288):4 si
h=+/32:4+128 :4+/288 : 4.

c) (\/5+\/2_3+\/2_5+\/2—7+\/2—9):\/§;

e) V6 +6° +6" /30 430 431 431

a) Urmariti modelul urmator si identificati proprietatile operatiilor de adunare si de Tnmultire folosite:

(5+2V3)(4+7V2)=(5+2V3)-4+(5+243) (W2) =5-4+(2V3)-4+5-(72) + (2V3) - (742 ) =

=20 +8y3 +35V2 +1446.

b) Folosind distributivitatea Inmultirii fata de adunare si fatd de scadere, urmand modelul de la subpunctul

anterior, calculati produsul x - y, pentru x =5 + 2J6 siy=5- 2./6.
¢) Folosind rezultatul obtinut la subpunctul b), scrieti inversul numarului x si inversul numarului y.



@Ridicarea la putere a numerelor reale

Pentru orice numar rational nenul, s-a definit puterea cu exponent intreg si s-au precizat, iar apoi s-au aplicat,
proprietatile acestora (regulile de calcul cu puteri). Pentru numarul 0, s-au definit puteri cu exponent natural, nenul.
Observam ca operatia de inmultire a numerelor reale are aceleasi proprietati ca si operatia de inmultire a numerelor
rationale.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitie: Pentru n € N si a € R", se numeste puterea a n-a a numarului ¢, numarul real a" =g-a-...-a.
Numarul a se numeste baza puterii, iar numarul » este exponentul puterii. n factori

Daca a =0, atunci 0" = 0, oricare ar fin € N". S5& 32 <«—puterea a 5-a a lui 2

Scrierea 0° nu are sens.
exponent

< . D - 1 .
Dacia € R, atunci —=a"' si obtinem a™" =—-, pentru orice n € N.
a a

Regulile de calcul cu puteri, cu exponent intreg, invatate la numere rationale, se pastreaza si pe multimea
numerelor reale.

x' = x pentru orice x € R J7 =47 (_\/5)1:_\/5; (4_\/5)1:4_\/5
x"=1 pentru orice x € R” \/ﬁozl; (3_2\/5)0:1; (_\/5_\/5)021

0" = 0 pentru orice n € N* 0*=0;0*"=0

n

= an—p

Pentrua,b € R"sin,p € Z,auloc: a" - a’ = a"* (a"y=a"r a':a’=a"’ sau —
a

a - b"=(a-b)y a”:b”=(a:b)”saua—n=(£]
b" \b

Modul de aplicare a acestor reguli, in situatia in care a, b € R, va fi prezentat partial in aceasta lectie, urmand sa
fie completat in anii urmatori.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Se considera x € R si n € N, iar x si » nu sunt simultan nule.

2 2
\/;2=x,oricarearﬁx20 (\/ﬁ) =17, (\/2+8\/§) =2+8\3

(\/;)nzx/x—",oricarearﬁxzo (x/g)“=\/37;\/7_2=(\/7)2=7

NN e O N el V5 (V35 ) =(3-V5) =[3-+3]=3-+5

Daca n = 2k (numar par), atunci 8
( par) ( \/5)

(\/;)n I(\/;)Zk =\/ka=xk, oricare ar fi x > 0

Daca n =2k + 1 (numar impar), atunci

(\/;)n =(\/;)2k+1 = = x#+/x, oricare ar fi x > 0 (\/g)" :(\/5)8 5 =5'5 = 6255

* Multimea numerelor reale
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(a\/;)n :a"(\/;)",oricare arfix>0sia e R

Daca n = 2k (numar par), atunci (—x)" = x" oricare ar
fixeR

Daca n =2k + 1 (numar impar), atunci (—x)" = — x"
oricare ar fix € R

Se considera
xeRsineN.

(9]

Retinem!

(B)' - (=% =L

3\5)4 —3 2" =322 =81.4=304;

(

(23) =225 =325 /5 =800V5.
o -
(

2
o (\/;) =x, oricare ar fi x > 0.
n
(\/;) =+/x", oricare ar fi x > 0.

4 1 . <
x =—, oricare ar fi x, numar real nenul.
X

Daca n = 2k (numar par), atunci (—x)" = x"
oricare ar fix € R".

Daca n =2k + 1 (numar impar), atunci
(—x)"=—x"oricare ar fix € R".

J

.

3 ) x Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Completati spatiile libere pentru a obtine

propozitii adevarate:

a)Dacax € Qsin e N, atuncix” €... ;

b) Daciax € R\Qsin € N, atunci x" €...
saux”" €...

¢) Daca x:aJB, b>0sin e N, atunci x" =...

d)Dacdaa>0si x= Ja, atunci x> =...

e) Pentru fiecare din propozitiile a) — d), probati
corectitudinea raspunsului dat, prin cate un
exemplu.

Calculati:
a) 13% c) [929 e) (-4,63)";
b)(2)% A2 o [1+%+5,(7)}0.
Calculati:
a) (xﬁ )2;
b) (/5 )2;

c) (\/5)3;

d) (\5)5; g) 4
SR (-

n(-35): (%} .

B} Calculati x, pentru:
a) x=+/2 +/8;
b) x =24/500 —+/3 - /1500;
¢) x =4+/20 —3/45.

Determinati numerele naturale a, b, ¢, stiind ca
are loc egalitatea:

\/§+\/§2+ 23+...+\/§9+\/510=a-(b+\/2).

in desenul de mai jos, sunt reprezentate

patratele ABCD si BDEF, iar AB =24/3.

a) Demonstrati, prin calcul, ca

c/4£§DEF = 2 ’ c/4ABCD E

b) Refaceti
calculele pentru
AB = a,
aeR, si
demonstrati ca
egalitatea are
loc pentru orice
a, numar real
pozitiv.

D C F




@Ratiunalizarea numitorilor de forma a</b

A N .. X - .
In aplicatii, este necesar ca unele fractii de forma W , unde x este numar real nenul, @ si b sunt numere naturale
a

nenule si b nu se divide la niciun patrat perfect diferit de 1, sa fie inlocuite cu alte fractii, echivalente cu acestea,
dar care au numitorul numair rational. De asemenea, rezultatele, numere irationale ale unor calcule, se exprima,
de regula, prin fractii cu numitorul rational.

[ Mo amintin__ 2

1) Se pot obtine fractii echivalente cu o fractie datd prin amplificarea sau prin simplificarea acesteia cu
un numar nenul.

2) \/;-\/;:x, pentru orice x > 0. ﬁ-ﬁ:7; (2\/5)-\/522-(\/5)2:2-2:4.
3) \/;:\/;zl,pentruoricex>0. ﬁ:xﬁzl; 2-&:&:2-(\5:&):2.

Prin scoaterea factorilor de sub radical, numarul \/; ,neN,n>2, vafiscris sub forma a\/g , unde b este
un numdr liber de patrate, adica b este un numar natural care nu se divide la niciun patrat perfect diferit de 1.

\_
Descoperim, intelegem, exemplificam
NG
Daci numitorul este de forma a</b, cua, b € N, amplificand b)l _ ﬁ abelN
fractia cu Jb , numitorul devine numar natural, deci rational. aJb  ab’

Observatie: n relatia de mai sus, de reguld, se doreste ca b si fie liber de patrate (adicd nu se mai pot scoate
factori naturali de sub radical). Aceastd conditie nu este, insd, obligatorie; se foloseste doar pentru simplificarea
calculelor si pentru frumusetea rezultatelor.

Transformarea unei fractii intr-o fractie echivalenta cu aceasta, @)1 J30 ﬁ)l NG
dar care are numitorul un numar rational, se numeste operatia = , =—.
J300 307 502 10

de rationalizare a numitorului.

Rationalizarea numitorilor fractiilor este o operatie utild in efectuarea unor operatii, care ne ajuta s comparam
si s ordonam numerele reale reprezentate prin fractii cu numitorii irationali.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Daca b este numar liber de patrate, pentru rationalizarea
s g de i p ol U 2 T ni
numitorului fractiei m, se amplifica fractia cu /b. N 30 597 57 5

Dacé b nu este numar liber de patrate, pentru rationalizarea

numitorilor, parcurgem urmatorii pasi:
1 1 1
Pasul I — scoatem factorii de sub radical si scriem = = 5
’ 5J18 5342 1542

numitorul in forma o'\/p’ , cu b'liber de patrate;

BN RN 1 2

1592 152 30" % SA% T30

Pentru efectuarea unei adundri sau a unei scaderi, de multe ) ) S

. R o A ) 3)
ori, este indicata rationalizarea numitorilor fractiilor inaintea 1 n 2 - V3 n V5 _ 5V3+3V5
aducerii la acelasi numitor. 23 35 23 3.5 30

Pasul IT — amplificam fractia cu Jb'.

* Multimea numerelor reale



* Multimea numerelor reale

b7

Pentru efectuarea unei inmultiri sau impartiri, de reguld, este 2 7 14

"4 a0 7410

indicata rationalizarea numitorilor dupa efectuarea operatiilor 515 ﬁ - 590 - 5.3J10 " 150 75

(unii numitori pot deveni numere rationale).

16 1,5 167% 4.7 28

_ 3 12 312 33 9
' Retinem! )Z
Transformarea unei fractii date, avand numitorul irational, intr-o Jb) 1 \/g
fractie echivalentd cu aceasta, dar care are numitorul un numar ~—,a,beN’

rational, se numeste operatia de rationalizare a numitorului.

a\/g:ab

o

J ¥ Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Amplificati fractiile astfel incat numitorii
obtinuti sa fie numere rationale.
1 2 -5 9 10 -24

Scoateti factorii de sub radicali, simplificati
fractiile, daca este posibil, apoi rationalizati
numitorii.

3 6 8 2 16 4 2a
\/ga\/ﬁa m’\/ﬂ,\/ﬁ,m,\/az,b’

unde a >0si b > 0.

B Rationalizati numitorii fractiilor:

35 26 715 815 \B5 V21 e
24373V27 207 V20 V1257 V637 242

Scrieti urmatoarele numere reale sub forma de
fractii cu numitorii reprezentati prin numere
rationale:

L1 = [.2 [81 [27 //400 lab
3_3 Oa8 3 5 10_5 PUPER'Y B PPVEEYEEE)
5 ( ) 3:V24 2 121 b’c

unde b #0sic> 0.

E Rationalizati numitorii, apoi comparati
numerele x si y:
4
a) x=—=si y=+/10;
V2

12 . 10
b) x=—+= si

\/5 > y:_ﬁ;

c) x=l+m si yzﬂ.

V7 V27

Efectuati calculele si scrieti rezultatul sub forma
de fractie cu numitorul rational:

NEANE I
2J6 3J6 o

b)i+i_[_i+Lj-
V2 8 L VI8 V2)
1 2 3

) I

NEENEN
s 13
5 U5 245

Efectuati calculele:

d)

a) L+i+i-
V2 8 18]
6 8 9

RN ERN A
o5 v )
o[- )5-5)

Efectuati calculele si demonstrati ca numarul
(L, 3 s V7
12048 J1og) 10

Determinati numerele naturale nenule a si b

1+V2  Ja

pentru care —————==—, a,beN".

B3+J6 b

este rational.




@Urdinea efectuarii operatiilor

Folosirea corecta a proprietatilor operatiilor care intervin in calcule ne ofera posibilitatea utilizarii unui algoritm
care se refera la ordinea efectudrii acestor operatii. Corectitudinea rezultatului oricarui calcul cu numere reale (asa
cum stim si de la celelalte multimi de numere) depinde fundamental de respectarea cu strictete a acestui algoritm.

Descoperim, intelegem, exemplificam

A. Daca exercitiul nu contine paranteze, atunci:
1) se efectueaza ridicarile la putere si extragerea radacinii patrate, daca este posibil;
2) se efectueaza Inmultirile si impartirile, in ordinea in care apar;
3) se efectueza adundrile si scaderile, in ordinea in care apar.

Observatii: a) Operatiile cu puteri, scoaterea factorilor de sub radical si introducerea factorilor sub radical se pot
efectua 1n etapa pregatitoare, inainte de pasul 1) sau pe parcursul rezolvarii, atunci cand dorim sa optimizam
modul de calcul, scrierea unor numere intr-o anumita forma ducand la simplificarea calculelor.

b) Rationalizarea numitorilor unor fractii se efectueaza in orice etapa a rezolvarii, daca este necesara.
In cazul in care rationalizarea nu creeazi o situatie avantajoasa, va fi folosita doar in final, pentru eleganta
prezentarii rezultatului.
B. Daca exercitiul contine si paranteze, atunci:
1) se efectueaza calculele din parantezele rotunde, respectand ordinea descrisa la A;
2) se transforma parantezele patrate in paranteze rotunde, acoladele se transforma in paranteze patrate;
3) se efectueaza calculele din noile paranteze rotunde, respectand ordinea descrisa la A.
Se continua, in acest mod, pana se elimina toate parantezele, apoi se efectueaza calculele fara paranteze.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Exemplul 1. Calculati: 4-(-0,5)" + J22°:11-9: (—\/g)4

Pasul 1: 4. (_0,5)3 + V2% 11 -9 :(_\/g)“ —  Se efectueaza ridicdrile la putere:(—0,5)3: -0,125;
2 . 4
=4-(=0,125) + 22 :11 = 9 : 36 = J22° =22 5i (-6) =36

Pasul 2: =4 - (-0,125) +22: 11 -9:36 = Se efectueaza inmultirile si impartirile, in ordinea in

= 0,5+2-025= care apar:
4-(-0,125)=-0,5; 22:11=2si9:36=0,25
Se efectueaza adunarile si scaderile, in ordinea in
care apar.

Pasul 3:=1,5-0,25=1,25

Exemplul 2. Calculati valoarea expresiei:
1) Extragem radacina patrata din pétratele perfecte:

E =512 + 42 :4/196 - 2415 : /20 + /25 J196 14 5i 25 = 5.
Scoatem factorul de sub radical: \/1_ = 2x/§ .
Introducem factorul sub radical: ZJE =4/60.

E=5-2J3+42:14-J60 : 420 +5 2) Efectuam nmultirile si impartirile:
5.243 =1043; 42:14 = 3; V60 : V20 = V3

* Multimea numerelor reale



* Multimea numerelor reale

b4

E=10J3 +3-3 +5 3) Efectudm adunarile si scaderile, grupand

termenii rationali si termenii irationali.

E=8+93 Am obtinut rezultatul final.

4

Exemplul 3: Calculati expresia E = V5 -5 — V17" :J17° = (y3'7) : 3%

8 6 2 4
55 =5 7 =17 s (VB) 3 s BV T -3 e
5t 225 177 =17 3 23 s E=5 17 3% 3,
¢3¥:38=35FE=25-17-3=5.
Acest exemplu ne ofera posibilitatea de a observa justetea faptului ca operatiile cu puteri se pot efectua atat la
inceput, cat si pe parcursul rezolvarii.

Exemplul 4:

a)i+L_£=m—9=‘9\/§. b)6)5_3)7+2)1:m11:11\5

Vs V5 5 s 5 7 J3 2d3 33 63 18

By 35 Va3 W 5 Phovs 12 1046 12V6

R e AN N R
=5J6+2J6 =76

Observatii:

a) Operatiile cu puteri, scoaterea factorilor de sub radical si introducerea factorilor sub radical se pot efectua
in etapa pregatitoare, sau pe parcursul rezolvarii, atunci cand scrierea unor numere, intr-o anumita forma,
duce la simplificarea calculelor.

b) Rationalizarea numitorilor unor fractii se efectueaza in orice etapa a rezolvarii, dacd este necesara.
Se recomanda ca rezultatul final sa fie prezentat sub forma de fractie cu numitorul rational, iar factorul
rational se recomanda sa fie in forma ireductibila.

Retinem!
! ) A. Daca exercitiul nu contine paranteze, atunci:
1) se efectueaza ridicarile la putere si extragerea radacinii patrate, daca este posibil.
2) se efectueaza Inmultirile si Impartirile, in ordinea in care apar.
3) se efectueza adundrile si scaderile, in ordinea in care apar.
B. Daca exercitiul contine si paranteze, atunci:
1) se efectuecaza calculele din parantezele rotunde, respectand ordinea descrisa la A.

2) se transforma parantezele patrate in paranteze rotunde, acoladele se transforma in paranteze
patrate.

3) se continua algoritmul pana la obtinerea rezultatului final. )




O Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

)

n Efectuati calculele, respectand ordinea

efectudrii operatiilor:

a) /5 -6 +/2 15;

b) /26 :/13 2410 :/5;

c) ﬁﬁﬁ\/ﬁ,

d) 3-(2—ﬁ)+2(ﬁ—3);
&) 23 +(3v6)-(242);

) (242) +40V6:(-243).

Efectuati calculele, respectand ordinea
efectuarii operatiilor:

a) V6% -8 —62 +8°

b) /0.4 - 1,6 +/0,9

¢) /0,04 — /1,69 + /0,25

@) 0.2) - J0.(8) + {3.5)

o) (W+Jz§) 165

b V2o 2" [gg] 2.3

2) 215 + 25 - [9\5 -3(32 —2\/5)}

2 2
b (3946 + 41-43)% + /(39 46 — 41-43)

13-23

Efectuati calculele, respectand ordinea
efectuarii operatiilor:

a) 23 -(2v2 +12) -6

b) 248 (4200 /648 + 162 );
c)3m+2\/§-(1—\/5)—8\/§+3\/ﬁ'
J6 3 (_i}i_\/—[

d——
) 3 5

e)O,S@—ﬁ-(ﬁ+2)+\/§;(3ﬁ);
f) (—\/E—\/%+2x/ﬁ)3 :(—\/ﬁ);

a=0,

b= 7-(T2 4} + /250 (f)+f(f Wj

g) (%) +%:%—./0,1(6):(2\/§);

) 1442 3+2f 6—@
JIs 62 3

Efectuati calculele si stabiliti daca numarul a
este pozitiv, negativ sau nul, unde

azﬁ-[sﬁ—3-(5\6+\/§)}+112.
Pentru b=8\/g:(2\/§)—2-(1+\/§), calculati
1+b'+ b2
Se considera numerele:

= (V200 +150):(52) si
a=[3-(V6 ~2)+ (V6 +V12) 43 |:2- V8.

Demonstrati ca suma ¢ + d este un numar
natural.

Determinati elementele multimii
M ={xeZ|a<x<b} stiind ci

a=| VI5-(V75 45 +10V3 ) |:(-15) =3 si

b=0,75- \/_2—£+01(6) JI8.

Efectuati calculele, apoi ordonati crescator
numerele a, b, ¢, d:

4.\/%_\/4,?_’_\/52\/5

[(I Gl f-i—@]

.

D20 S5 (00w 054750

3

Determinati cel mai mare numar natural mai

mic decat x=(\/§)3 (\/5)5 :(\/5)7 +(x/5)9.

* Multimea numerelor reale

v
v
1



* Multimea numerelor reale

b6

m Determinati cel mai mic numar intreg mai mare

decat y=(—\/§‘\/g'\/ﬁ'\/§)3 :(\/g)lz.

Efectuati calculele necesare si demonstrati ca:

49 + 497 50+ 50°
a) 2< 2

50+ 50 51451
b) 16+\/192> 7 ++/147

18++/243 8++/192

Aduceti la forma cea mai simpla expresiile:
a) 2@-(%—6)—2\@&\/@
b) 5v2 - (V2 =/6) -\16-3-2 41043

¢) 2412 - 242 (V30 : 45 - /5) /40
d) 32 +4/216 + 33 - (V6 - 242)

6 f 2+\B_1+\/§
'35 2J§ NE)
1) 5
" 15V2 52 2\5]'48\/8
g)

1 J 435
10J_ 3

(
[ 4f 5 jzfﬁ
(

NN

7 e:cosxtgy
[ 7 S 3;

E Calculati x=30-a+b si y=a:b,unde
I P B

5 2 3

5 5 3
b=+2" -3 +5
Comparati numerele a si b:

- 1. f 5
a)a= sib=

5 3

49
b)a= 24/32-6: \/_8s1b—\/_ 70

oo ) ) o

Stabiliti care din urmétoarele numere sunt

rationale

6-v3 V3+2 1+43
o V27 V123

Y210 2-42 9-242
BT RN T

0) |5-33| |43 -7|-743

I N B AN A
NN RN IR

e) V310 +35 —107 - y/3° —10°

0254 (-2

& (V3 -2) (&3
by (8v2) " +(242)

7

3 7)2

-3 _
\/E 5



Se acorda 10 puncte din oficiu.

I.  La cerintele urmatoare, alegeti litera care indica raspunsul corect; doar un raspuns este corect.
9p | 1. Rezultatul calculului V5425 - (—3\/§ +445 ) +5+4/5 este egal cu:
A. 55 B. 745 C. 95 D. 35
5p | 2. Efectuind \/Ex/ng\/E : \ﬁ—\/g, se obtine:
A. /6 B. 26 C. -3J6 D. V6
50 | 3. Numirul a=+/576:3/144 —/(-5)":5% este:
A. numar natural B. numar rational C. numar rational D. numar irational
pozitiv negativ
-3
5p | 4. Numarul b= 2\/5(\/5) este:
A. numar intreg B. numar rational C. numadr intreg pozitiv ~ D. numar rational pozitiv
negativ negativ
12 1 V6 54
10p |5.Dacd a=—=——=+—si b= atunci a - b este:
3oz 27 BB
5 7 11 5
A, — B.— C. — D. —
12 12 18 18
10p | 6. Daca 2 - —8 si E:L, atuncia - b—c - d este:
J2 b 15
Al B. 2 C.3 D. 4
9p | 7. Numarul x care verifica egalitatea x\/ﬁ - \/ﬁ =+/300 este:
A. 2 B. 3 C. 4 D. 5
9p | 8. Numarul y care verificd egalitatea /4y + J72 =128 este:
A5 B. 4 C.3 D. 2
II. La problemele urmdtoare se cer rezolvari complete.
1. Rezolvati urmatoarele cerinte:
20223
5p | a) Aratati ca numarul \/7 N este rational.
. 242 -2 .
20p | b) Fie numerele a = ( j\/_ \/_ M +244/3. Demonstrati ca 6 < b < é
NN -2 5 a 4
2
15p | 2. Se considerd expresia E(x) =10—- (x + \/g) . Calculati E(—\/g) + E(\/g) si precizati daca

rezultatul calculului este un numar pozitiv, un numar negativ sau nul.

* Multimea numerelor reale



Media aritmetica ponderata a » numere reale, n> 2.

Media geometrica a doua numere reale pozitive.

o Multimea numerelor reale

: @Media aritmetica ponderata a » numere reale, n > 2.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Incepand cu clasa a V-a, evaluarea rezultatelor invatarii se realizeaza prin note. La sfarsitul fiecirui semestru, se
calculeaza media notelor la fiecare disciplind, dupd cum urmeaza:

1. La disciplinele la care nu se da teza, se calculeaza media aritmetica a numerelor inscrise in catalog, in rubrica
Note. Numairul obtinut se rotunjeste la unitati si se inscrie 1n catalog ca medie.

Modul de calcul este dat de urmatoarea definitie:

Definitie: Daca se dau n numere reale Vlad, elev de clasa a VII-a, a obtinut la
) ) i . geografie, in semestrul I, urmatoarele note:
X5 X, X5 o.ons X, , @tunci media lor aritmetica 10,8, 9, 10. Media lui Vlad, la geografic, va
simpld, numitd pe scurt media aritmetica, fim = 10+10+9+8 _ 925
este: g =T X, Prin rotunjire, in catalog se va completa
a n media 9.

2. La disciplinele la care se da tezd (notam cu T nota obtinuta la tezad), media se face in doua etape:

a) Se calculeaza media aritmetica a notelor Vlad a obtinut la matemetica, in semestrul I,

inscrise in rubrica Note, cu exceptia notele: 9, 9, 10, 9, 10, iar la teza, a luat 10.

tezeli, si se exprima sub forma de fractie Sé-i calculdm media:
zecimala, cu doud zecimale exacte. Sa 9+9+10+9+10

' ' M=m,= =94
consideram 1/ aceastd medie. 5

Observatie: Unele numere se pot repeta de mai multe ori in calculul mediei aritmetice. De exemplu, in problema
de mai sus, Vlad are la matematica doua note de 10 si trei note de 9. Calculul mediei ar fi fost mai rapid si mai
Ca - 2-10+3-9 . . . 9 . .
practic in felul urmator: M = 2—3 =9,4, adica folosind media ponderatd. Ponderea notei 10 este 2, iar
+

ponderea notei 9 este 3. Evident, numdrul total al notelor este suma ponderilor.

b) Se calculeaza media aritmetica a numerelor M si T, avand ponderile 3, respectiv 1.

Definitie: Se numeste media aritmetica ponderatd a n Media semestriala la matematica va
numere reale x , x,, x,, ..., x_cuponderilep , p,, ..., p,_ A m = IM+T _ 3.9,4+10 _9.55.
< P X, tp,x, Tt p, X, ’ 4 4 ’
numrul s, = ) Prin rotunjire, in catalog, se va scrie
ptp,t..tp, JIre, &
O vom numi, pe scurt, media ponderata a celor n media 10.
numere.

In exemplul dat, vom spune ci media M are ponderea 3, iar nota T are ponderea /, sau ci M are ponderea 75%,
IM+T 75 25
- M+T

iar nota 7" are ponderea 25%. m, = T 100 100

b8



Cand se calculeaza media aritmetica a unui numar mare de numere este foarte potrivita folosirea mediei ponderate.
Formula pentru media ponderata este doar o sistematizare a formulei pentru media aritmetica simpla, folosind
comutativitatea si asociativitatea adunarii numerelor reale.

Cei 20 de elevi ai unei clase au obtinut, la | Nota 7 8 9 10
ultima evaluare sumativa, notele din tabelul | Numarul elevilor care au 3 6 7 4
alaturat. Dorim s aflim media clasei la acest | obtinut aceasta nota

test de evaluare. Ponderea notei 3 6 7 4

(10+10+10+10)+(9+9+9+9+9+9+9)+(8+8+8+8+8+8)+(7+7+7)

m, = 30 =8,6 (media aritmeticad
simpla) sau m, = 4-10+7-9+6-8+3-7 = 172 =8,6 (media ponderatd).
! 4+7+6+3 20

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Proprietati ale mediei aritmetice:

1. Media aritmetica a doua sau mai multe numere Fie n numere reale, dintre care a este cel mai mic, iar b,
. - .. . . n-a n-b
este cel putin egald cu cel mai mic dintre numere cel mai mare. Atunci, a = — < m, < — = b.
n n
si cel mult egala cu cel mai mare dintre numere. In exemplul al doilea, 7 < 8,6 < 10.

In calculul mediei semestriale la matematica, media

. < < . M are ponderea mai mare decat 7, iarm —M<T—m
2. Media ponderati a doua numere este mai P »

apropiata de numarul care are ponderea mai mare.
ey P M=94,T=10si 3MT+T=9,55

Sorana si Dragos au acelasi numar de note la istorie,

. . D numai de 9 si de 10. Totusi, cei doi au medii diferite:
3. Pentru aceleasi numere, media aritmetica poate ’ ’
fi diferita, in functie de ponderile numerelor. 3.9+10

m=—-—

9,25, iar m, =#=9,75.

Retinem!

.J * Dacdsedaunnumererealex ,x,,x,, ....,x ,atunci 1. Media aritmeticd a doua sau mai
media lor aritmetica simpla, numita pe scurt
X +X, +..t+x,

multe numere este cel putin egald cu

medie aritmetica, este m, = cel mai mic dintre numere si cel mult

n
egala cu cel mai mare dintre numere.
* Se numeste media aritmetica ponderata

a n numere reale x , x,, X,, ..., X €U
ponderile p , p,, ..., p,, numarul 2. Media ponderatd a doud numere
m =P tTp Xt p, X, este mai apropiata de numarul care are
, .
+p, ..+ :
PPy TP, ponderea mai mare.

* Multimea numerelor reale
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* Multimea numerelor reale

&

J ¥ Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Calculati media aritmetica a numerelor reale a

si b in fiecare din situatiile:

a)a=2,b=18; d)a=l—§,b=l+0,8;

b)a=7.25b=2275; ¢) a=26, b=86;
Q) a=55"b=183); f) a=35,b=175;
) a=+/63 —242, b=+/7 +/8;

h) a:1+\/§+\/§,b:2+\/§+\/§.

n Calculati media aritmetica a numerelor a, b, c:

a=3v20 —/48: b=+108 —38; c=72 -12.

B Media aritmetica a numerelor a, b, ¢ este

4+842.

a) Stiind ¢d a=3++/32, b=5++/72, aflati
numarul c;

b) Determinati cele trei numere, dacd 2a = 3b = 6c¢.

n In clasa a VII-a C, sunt 25 de elevi, dintre care

9 baieti. Media inaltimii baietilor este 170 cm,
iar media Indltimii fetelor este 165 cm. Calculati
media Tnaltimii elevilor clasei a VII-a C.

Lorena a cumparat struguri din doua magazine
diferite. Din primul magazin, a cumparat 1,5 kg
de struguri si a platit 13,5 lei, iar din celalalt
magazin a cumparat 2,25 kg de struguri si a
platit 15,75 lei.

a) Aflati pretul cu care se vand strugurii (suma
incasata pentru 1 kg de struguri) in fiecare
dintre cele douda magazine.

b) Aflati pretul mediu pe care I-a platit Lorena
pe struguri.

Masurand temperatura aerului, la ora 9
dimineata, in cele sapte zile ale unei saptamani,
un meteorolog a consemnat valorile din tabelul
urmator. In primele trei zile ale siptamanii
urmatoare, s-au inregistrat, la ora 9, aceeasi
temperatura pe care o consideram x grade
Celsius.

ziua

L | Ma | Mi J \% S D L | Ma | Mi

7°C | 8°C | 9°C [12°C|15°C|15°C|18°C | x°C | x°C | x°C

a) Calculati temperatura medie din prima
saptamana.

b) Stiind ca temperatura medie a celor 10 zile
este 13,5 °C, aflati numarul x.

@Media geometrica a doua numere reale pozitive

[ Wo amintin 2

Pentru orice doua numere reale pozitive a si b, se poate considera

b . A
raportul — =k, relatie care se poate scrie si in forma b =a - k. A B C
a

Exemplu: Segmentul 4B are lungimea de 4 cm, iar segmentul

BC are lungimea de 6 cm. Scriem BC_¢ sau BC = 6. AB sau
AB 4 4

BC=1,5- AB.

Aria patratului cu latura / este A= .
Aria dreptunghiului, avand lungimea L si latimea / este cA_=L-1.
_a'9

Aria triunghiului dreptunghic este cApy. = 5 VES R




Descoperim, intelegem, exemplificam

1. Fie A4, B, C, D puncte coliniare in aceasta a b . c .
ordine, astfel incat AB = a, BC=b si C D
CD=c.Sestieca BC=k- ABsi

N
oo )

BC b k
CD=k- BC. -
AB a b ¢ 2 _ _
a) Formati o proportie folosind numerele CD ¢ = a b S eSS bova-e
pozitive a, b, c. BC - b -
b) Exprimati numarul pozitiv b in functie Vom spune cd numarul b este media geometrica a
de numerele pozitive « si c. numerelor « si c.

2. Consideram dreptunghiul ABCD, cu
AB =9 i BC =25. Fie a lungimea laturii patratului. A4 ,, ., = AB - BC=9 - 25,
a) Calculati aria dreptunghiului. A =@ =a=9-25 deci a=+9-25=15.
b) Determinati lungimea laturii pitrat 5 7 , ] L
pitratului care are aria egali cu aria Yom sp}mc? ca latura patr'atuh.n este meafta geometrtca a
dreptunghiului dat. dimensiunilor dreptunghiului cu aceeasi arie.

Definitie: Media geometrica a doud numere reale pozitive x si y este numarul pozitiv m, = JXx-y.

Pornind de la echivalenta —% = RPN m, =4/x-y, media geometricd a numerelor x $i y se mai numeste si media

X mg

proportionald a numerelor x si y. Datoritd multiplelor aplicatii in geometrie, denumirea de medie geometrica este
mai des intalnita.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

A. 1. Se considera sirul de numere pozitive: 2, 4, 8, 16, 32, ... (fiecare termen, incepand cu al doilea, se
obtine din termenul precedent prin inmultire cu 2).
a) Scrieti urmatorii 3 termeni ai sirului.
b) Sa observam ca 4>=2 - 8 sau 4 = J2-8. Identificati alte doua astfel de relatii intre termenii sirului.
2. Compuneti o problema asemanatoare celei de mai sus, folosind alte numere.

B. Proprietati ale mediei geometrice a doud numere pozitive x $i y:

1. Media geometrica a doud numere pozitive este cel putin egald cu cel mai mic dintre numere si cel mult egala
cu cel mai mare dintre numere; dacad numerele sunt egale, atunci media geometrica este egala cu fiecare
dintre ele.

. . 2 2 .
Fie 0 <x <y, atunci x =vx~ < x-y <4y =y Cum m, =/x-y, obgmemximgiy.
Pentru x =y obtinem m, =/x-y =+x-x =x.
2. Media geometrica a doud numere pozitive este mai mica sau egald decat media aritmetica a acelorasi numere.

2418 9+10

Y Exemple: V218 =6<10= 5 910 ~9,4868 <9,5 = >

Oricarearfix>0siy >0, \/x-y <

2 o o . . X+
3. Daca x si y sunt numere pozitive, atunci /x-y = Ty Sx=y.

* Multimea numerelor reale



* Multimea numerelor reale

Aplicatie practica

La aceasta aplicatie, lucrati in echipe de cel putin doi elevi.
Aveti nevoie de: carton, markere, instrumente geometrice, foarfece.

1. Desenati pe carton un triunghi dreptunghic.

2. Construiti Tndltimea corespunzatoare ipotenuzei. Notati cu / indltimea, apoi notati cu x si y segmentele
determinate de ea pe ipotenuza.

3. Hasurati, folosind culori diferite, cele doud triunghiuri dreptunghice formate.

4. Decupati triunghiurile obtinute.

5. Desenati si apoi decupati un patrat cu latura / si un dreptunghi cu dimensiunile x, respectiv y.

6. Alaturati, pe un carton mai mare, cele doud triunghiuri si patratul astfel incat sa obtineti un triunghi.

Desenati, apoi decupati triunghiul mare care se formeaza.
7. Asezati cele doua triun-

ghiuri mici impreuna cu

dreptunghiul pregitit, astfel h h

incat sa fomagl un trlunghl < y X ¥

dreptunghic. Ce constatati?

8. Comparati materialele » X »

realizate cu imaginile + , + h

aldturate si observati relatiile <| 7| = p D~

obtinute. 7 X Y h
Hy—H Hy—H

h+y h+y

Cand alaturam triunghiurile si patratul cu aria /2%, obtinem un triunghi dreptunghic cu catetele / + x, respectiv
h+y.

Prin alaturarea celor doua triunghiuri mici cu dreptunghiul de arie x - y, obtinem un triunghi dreptunghic
congruent cu primul.

Concluzie: Aria patratului si cea a dreptunghiului sunt egale, adicd #° =x-y = h=./x-y, deci iniltimea
corespunzatoare ipotenuzei este medie proportionald (geometricd) a lungimilor segmentelor determinate de ea
pe ipotenuza.

Observatie: Prin aceastd aplicatie, ati demonstrat un rezultat foarte important pentru geometria triunghiului
dreptunghic, numit 7eorema inaltimii. Ne vom ocupa de acest rezultat la geometrie.

Este important sa identificdm, in practica, necesitatea folosirii mediei geometrice in rezolvarea problemelor.

Exemple

Tatal lui Mihnea face parte din echipa de marketing a unui

magazin. Un produs din acest magazin costa 500 de lei. Isi

propune sa realizeze, in viitor, doud scumpiri succesive ale
acestuia. Vrea sd mareasca pretul, mai intai, de 1,28 ori si dupa S o

de 1,28 ori  de 1,62 ori

6 luni sd mareasca noul pret de 1,62 ori. Dupa ce face calculele
necesare, constatd ca produsul va costa, in final 1036,8 lei.

Mihnea 1i propune ca preturile sa creasca, in cele doua etape, de

acelasi numar de ori, notat cu x, astfel ca in final sa obtina acelasi 1036.8 Iei
9
pret.

Sl & © 0, o 0 2 A =0 ~ @ @y —_ r
Tatal il felicita pe Mihnea pentru idee si intreaba: de x ori de x ori
Cum calculdm numaérul x?



Mihnea calculeaza media aritmetica a numerelor care reprezinta

=1,45. Dar, isi da seama ca nu obtine @

e ... L28+1,62
cele doua mariri: ——

acelasi pret.

Dupa ce se gandeste mai bine, Mihnea 1si da seama ca este necesar
1036,8 lei
A e 4 e,

sa foloseasca media geometrica: x =+/1,28-1,62 =1,44.

Explicati de ce trebuie folositd media geometrica.

~_  _r—_
de 1,45 ori  de 1,45 ori

* Multimea numerelor reale

de 1,44 ori  de 1,44 ori

Retinem!
|

.) 1. Pentru orice 0 <x <y, ximgiy. \
c . . < . . x+y
Media geometrica sau media 2. Dacax>0siy>0,atunci \Jx-y < ,
proportionala a doua numere adica m,<m, 2
reale pozitive x si y este 3. Daca x s1y sunt numere pozitive, atunci

numdrul pozitiv m, = \/x- .

.y:x—i_Ty@x:y’

adicd m = m, dacd si numai daca x = y.

L

! J o, Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

.. Calculati media geometrica a numerelor reale
pozitive a si b:
a)a=2,b=18;
c)a= 14 , b= m;

5 7
e)a=1,2,b=3,03).

bya=3,b=12;

d)a=112, h=2

b

n Calculati media geometrica a numerelor reale
pozitive a si b:

a) a=672, b=3V2;

b) a=315, b=515;

c) a=\/§+\/§, b=m—\/§;

d) a=+/98 +/32 =50, b=162 —/72.

a Media geometrica a doua numere pozitive este
44/2, iar unul dintre ele este 2+/2. Aflati cel
de-al doilea numar.

BN Media geometricd a doud numere pozitive este

54/3, iar unul dintre ele este /5. Calculati
media aritmetica a celor doua numere.

Se considerda numerele a =+/5v625, b= 4\/3 .

Calculati media aritmetica m  si media
geometrica m, a celor doud numere. Comparati
numerele m  si m,.

a) Determinati doud numere naturale a caror
medie geometrica este J1ot.

b) Gasiti doua numere naturale a caror medie
geometrica este 5.

Determinati numerele naturale de forma ab,
stiind ca media geometrica a numerelor 2¢ si 4°
este 8.

Media geometrica a numerelor pozitive 8 si x

este 12.

a) Aflati numarul x.

b) Aflati cu cat trebuie marit numarul x pentru
ca media geometrica sa se dubleze.

.. . 4 .
Raportul numerelor pozitive a si b este I iar
media lor geometrica este 18. Aflati numerele El

asib.
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* Multimea numerelor reale

Se acorda 10 puncte din oficiu.

I.  La cerintele urmatoare, alegeti litera care indica raspunsul corect; doar un raspuns este corect.

5p | 1. Tudor are la limba engleza o nota de 7, trei note de 8 si cate doud note de 9 si doua note 10.

Dupa rotunjire, media lui Tudor la limba engleza este:

A. 7 B. 8 C.9 D. 10
5p | 2. Media geometrica a numerelor 6 si 54 este:

A. 18 B. 16 C. 14 D. 12

. 3 12 3 . .

5p | 3. Media ponderata a numerelor >3 si 1 cu ponderile 8,12, respectiv 16, este:

A+ B. 2 c 2 p. 2

- - 3 - - 3

5p | 4. Media geometrica a numerelor x si 12 este 18. Numarul x este:

A. 24 B. 27 C. 30 D. 36
Ip |5. Media geometrica a numerelor 3 si y este 54/3. Numirul v este:

A. 20 B. 24 C. 25 D. 50
ap | 6. Media geometrica a numerelor ab si ac este 6:/6. Media aritmetica a acestor numere este:

A. 10 B. 12 C. 15 D. 18
10p | 7. Numarul pozitiv x din proportia 03 __ = este:

| Tox o 23,04

A 15 B. 14 C. 1.3 D. 1,2

10p |8. Daca % = % = @, atunci produsul dintre media geometrica a numerelor « si ¢ si media
c
geometrica a numerelor a si b este:
A. 63 B. 3J6 C. 43 D. 3\2
II. La problemele urmatoare se cer rezolvari complete.
1. Se considerd numerele naturale a si b, cu 0 <a <b.
10p a) Calculati media geometricd a numerelor « si b stiind cad media aritmetica a acestora este egald cu 2.
10p b) Calculati media aritmetica a numerelor a si b stiind cad media geometrica a acestora este egala cu 3.
5p ¢) In conditiile punctului b), calculati media ponderati a numerelor « si b stiind ca au ponderile 25
si 7a.
. . 2 2
2. Fie numerele x si y astfel Incat \/(x - 2\/?_>) + \/(6\/§ - y) <0.

10p a) Aflati numerele x si y.
ap b) Comparati numerele 2

o1
x+y ¥ E




Ecuatii de forma x° = ¢, unde a € R

w
a)7*=49si (-7)*=49
2 . 2
1. Oricare ar fix € R, au loc relatiile: x*> = (—x)*. b) V57 =5 $1 (_\/g) =5;
2 2
o) (243) =12 5i (-23) =12.
2
. ) a) (2\/§ ) > 0;
2. Patratul oricarui numar real este un numar 5
real pozitiv sau nul. b) (-243) >0;
c) 02=0.
3. Pentru fiecare numar real nenegativ a, se o NG
defineste radacina patratd a acestuia, notata ) V9 =3; ©) V6,25=2,5 ) V5~2,23.
\/E , care este, de asemenea, numar real b) 9 3 \/— .
nenegativ, rational sau irational. 75 5’ d) V3 =173
4. OI'IC? numar ne.gatlvAeste mai mic decat orice Daci a<0sib> 0, atunci a < b.
numar pozitiv si decat 0. ’
5. Dacaa>0sib>0,atuncia>=»b*>=a=h. Dacaa>0sib>0,atuncia=>5b < ~Ja =+b.
\_ ,

Rezolvam si observam

Sa rezolvam urmatoarea :

Se considera multimea M = {— 6,—5,—-4, 2, 5}.

a) Determinati numerele reale x apartinand multimii M,
pentru care x* = 25.

b) Determinati numerele reale x pentru care x> = 25.

Solutie: a) M = {— 6,—5,—4, 2, 5}. Pentru fiecare element

x al multimii M, calculam x? si obtinem:

(= 6)*=36+#25; (-5 =25, (-4)>=16+#25;

22 =4 +25; 52 =25. In concluzie, singurele numere, ele-

mente ale multimii M, care verifica egalitatea, sunt 5 si —5.

b) Din a) rezulta ca numerele 5 si —5 verifica egalitatea,
deci sunt noastre.

Se constata ugor ca: 1) Dacad x > 5 sau x < -5, atunci

x2> 25, deci nu verifica egalitatea.

2) Dacax>-5six <35, atunci x* <25, deci nu verifica
egalitatea.

Rezulta ca singurele numere reale, ,

sunt 5 si —5.

rezolvata poate fi reformulata

astfel:
Se considera multimea
M=1{-6,-5,-4,2,5}.
a) Rezolvati, in multimea M, ecuatia x> = 25.
b) Rezolvati, in multimea numerelor reale,

ecuatia x> = 25.
Solutie: Vom spune ca ecuatia data are

X.

Am demonstrat ca numerele 5 si —5 verifica
ecuatia, deci sunt solutiile ecuatiei date, atat in
multimea M, cat si in multimea R.
Multimea S ={-5, 5} este
ecuatiei date, in ambele cazuri.
Demersul realizat in scopul determinarii
tuturor solutiilor unei ecuatii se numeste
rezolvarea ecuatiei.

* Multimea numerelor reale
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Descoperim, intelegem, exemplificam

O ecuatie de forma x*> = a, cu a € R conduce
la determinarea tuturor numerelor reale care
verifica egalitatea.

* Necunoscuta ecuatiei este x.

* Fiecare valoare atribuitd necunoscutei,
numar real, care verificd ecuatia, se numeste
solutie a acesteia.

* Multimea valorilor reale ale neunoscutei x
care verifica egalitatea se numeste multimea
solutiilor ecuatiei.

* A rezolva o ecuatie iInseamna a determina
toate solutiile sale.

Rezolvarea ecuatiei de forma x> =a, cua € R.

1) Daca a > 0, ecuatia x> = a se poate scrie
|x| =a, egalitate care are loc daca si
numai dacd x=+a sau x= —a.

Vom spune ca ecuatia are solutiile reale
X, =\/E§i X, =—\/2.

Multimea solutiilor ecuatiei este

S={—ﬁ,\/5}.

2) Ecuatia x> = 0 are doar solutia x = 0, iar
S={0}.

3) Ecuatia x* = a, unde a < 0, nu are nicio
solutie, numar real, pentru ca x> > 0 si a <0,
deci x? # a, oricare ar fi numarul real x.
Multimea solutiilor ecuatiei este S = <.

Rezolvati in R ecuatia x* = 256.

Numarul 16 este solutie a ecuatiei, deoarece 16> = 256.

De asemenea, numarul —16 este solutie a ecuatiei, deoarece
(-16)*> = 256. Daca x > 16 sau x <—16, atunci x> > 256,
deci nu verifica egalitatea. Daca x > —16 si x < 16, atunci
x* < 256, deci nu verifica egalitatea. In concluzie, 16 si —16
sunt singurele solutii ale ecuatiei.

Vom scrie x; = 16 si x, = —16. Multimea solutiilor va fi:
S={-16,16}.

Observatie: Numarul 16 este radacina pdtratd a numarului
256, iar — 16 este opusul numarului 16.

Putem scrie: x, =256 =16 si x, =—/256 =—16.

x> =64 = x, =64 =8 i x, =—/64 =8, deci

S={-8,8};

b) x’=15 = x, =+/15 si x, =—/15, deci
s={-15,\15;

©) x*=18 = x, =18 =32 si x, =—/18 =342,

deci §={-3v2,3V2}.

a) (xyP=0=>2x=0=>x=0siS={0}.
b) (2x-1012=0=2x-10=0=x=55siS={5}.

a) Ecuatia x> =—16 nu are nicio solutie si S = <.
b) Ecuatia x* =—1 nu are nicio solutie si S = &.

Observatie: 1) Necunoscuta unei ecuatii se poate nota si cu alte litere. De exemplu, ecuatia 2 = 16 cu necunoscuta
t, are solutiile ¢, = —4 si ¢, = 4, iar multimea solutiilor va fi § = {4, 4}, ca si In cazul ecuatiei x* = 16 sau m*> = 16

sau chiar a® = 16.

2) Se recomanda ca rezolvarea unei ecuatii sa se incheie cu scrierea multimii solutiilor sale.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Ne amintim ca doud ecuatii pentru care necunoscuta apartine aceleiasi multimi si care au aceleasi solutii, se
numesc ecuatii echivalente. Vom numi transformari echivalente acele transformari prin care se obtin ecuatii
echivalente. Putem folosi, In acest sens, urmatoarele transformari:

1) adundm sau scddem la ambii membri ai ecuatiei acelasi numar real;

2) Inmultim sau Impdrtim ambii membri ai ecuatiei cu acelasi numadr real nenul;

3) dacaa>0sib>0,atunci a = b daca si numai daca \/; = \/B

Multe dintre ecuatiile propuse spre rezolvare sunt prezentate intr-o alta forma, dar prin transformari echivalente,

putem obtine ecuatii de forma x*> = a.



Exemple
a) 2x*+5=133 |-5 b) (-9 =144
2x* =128 :2 [x=9=
x* =64 x—9=-12saux—-9=12
|x|=\/6_4<:>|x|= x,=-3saux,=21
x =-8, x,=8 S={3,21.
S={-88}.

Retinem!

V144 =[x -9|=12

c) (2x—-9)2=25
2x 9| =25 < |2x-9|=
2x—9=-Ssau2x—-9=5
2x=4sau2x=14

x1=25aux2=7
S=1{2;7}

1) Daca a > 0, atunci x2=a<:>|x|=\/;c>x=\/;sau x=—a. S:{—\/Z, \/;}

2) x? =0 daca si numai daca x = 0. S = {0}.

3) Daca a < 0, atunci x? # a, oricare ar fi numarul real x. S = &.

.

3 ) 0 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Rezolvati in N ecuatiile:

a) x> = 625; d) -7 - x* =-343;
b) x* = 256; e)3 x>+ 1=76.
¢)2 - x*=800;

Scrieti toate perechile (¢, a), stiind ca:
a)a’ € {16,81,400} sia € N;
b) a*> € {25,49,144} sia € 7,
c)a’ e {16,81,400} sia € Q.

Determinati solutiile reale ale ecuatiilor:

a)x>=36; c) x2=%; e) x> +7=907
b)x*=324; d)x*=-9; 4 -x*+1=92
Rezolvati, in R, ecuatiile:
4
a) 5x* =320; d = = —5;
20 x
4 1 21
by .02 =10, e 212X,
3 27 8x 14
2 2m—1 27
c) (x—1) =2,(7); — =
) (-1 =2,(7) 2
Determinati solutiile reale negatlve ale
ecuatiilor:
a) 2x> +7=105; by 14 X
15x 105
Determinati solutiile reale negative ale
ecuatiilor:
2 2 2 7
a) x* +15=51; b) 3 +0,(6)= Ly

Rezolvati in multimea
M ={xeZ|94<x* <169} ecuatiile:

12,

a) x> +15=51;
9

b) %-xz £0,(6)=

Rezolvati, in R, ecuatiile:

a) x* =5; d) 12x2+7=§,

b) 72 _; e) x> +3° =(-2)";

¢) 2-x* =0; nLiei3oi6)
B 2 2 b .

Fie multimea: M = {0,81; %; -1;0;2; -9; 225}.

Calculati probabilitatea ca, alegand la
intamplare, un numar a din multimea M, ecuatia
x* = a sa admita:
a) solutii rationale;
b) solutii intregi;

c) solutii reale;

d) o singura solutie
reald.

Desenul alaturat

reprezintd schita

unui teren format

prin alaturarea a trei

suprafete patratice

ABIJ, BCGH si CDEF. 4 B c D

Punctul H este mijlocul

segmentului B/, iar F este mijlocul segmentului

CG. Stiind ca Intreaga suprafata are 0,035 ha,

calculati lungimile laturilor celor trei patrate.

J 1

F E

* Multimea numerelor reale

v

-
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* Multimea numerelor reale

Se acorda 10 puncte din oficiu.

I.  La cerintele urmatoare, alegeti litera care indica raspunsul corect; doar un raspuns este corect.
5p | 1. Multimea solutiilor ecuatiei x> — 81 = 0 este:
A. {-81,81} B. {-3,3} C. {-9,9} D. {-27,27}
5p | 2. Multimea solutiilor ecuatiei —4x* + 25 = 0 este:
A 22 B 22 C 22 D 0,25; 0, 25
. 5 b} 5 . 2 ] 2 . 5 ] 5 . {_ s s Yy }
5p | 3. Dacad x>0 si(x—3)*= 36, atunci x este:
A. 3 B. 3 C. 6 D. 9
2
p | 4. Dacax<0si (x—l)2 =(1—\/§) , atunci x este:
A 245 B. 25 C. J5-2 D. J5-3
10p | 5. Numaérul natural a pentru care a - (a +6) =6 - (a + 1,5) este:
A. 6 B. 3 C. 1,5 D. 9
< s . b-1 27
10p | 6. Numarul intreg negativ b pentru care —— = , este:
21 7b-7
A. 8 B. 10 C. -8 D. -10
II. La problemele urmdtoare se cer rezolvari complete.
10p | 1. Un teren are formd de patrat. Daca se mareste latura cu 25 m, se obtine un teren cu suprafata de
0,5625 ha. Determinati latura patratului.
2. In figura alaturati este reprezentatd schita unui
teren format prin aldturarea a trei suprafete
patratice cu aceeasi arie. Aria suprafetei
terenului este 2187 m?.
10p a) Aflati latura unui patrat.
5p b) Determinati dimensiunile dreptunghiului.
ap ¢) Calculati lungimea unui gard care ar
inprejmui complet terenul.
20p |3. In camera lui Cilin, pe un perete cu dimensiunile 6 m si 2,4 m, este lipit un poster cu forma

patratica, avand latura exprimata printr-un numar natural, In metri. Stiind ca suprafata posterului

depaseste 2 din suprafata peretelui, calculati dimensiunile posterului.

+*5)

/Véféa;fﬁ&%

2 =)




ECuatil Sl sisteme

de ecuatil liniare

2.1 Transformarea unei egalitati intr-o egalitate echivalenta. Identitati

2.2 Ecuatii de forma ax + b = 0, unde a si b sunt numere reale
2.3 Sisteme de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute
2.4 Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor sau al sistemelor de ecuatii

liniare

Competente specifice:



* Ecuatii si sisteme de ecuatii liniara
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Transformarea unei egalitati intr-o egalitate echivalenta.

Identitati

~
1) Relatia de egalitate, pe multimea numerelor reale, are proprietétile:
a) Orice numar real este egal cu el insusi, adica x = x.
b) Daca x =y, atunci y = x.
c)Dacax=ysiy=z, atuncix = z.
2) Intr-o egalitate, expresia scrisi in partea stangd a semnului ,,=" se numeste membrul stdang al egalititii,
iar expresia scrisd in membrul drept al semnului ,,=” se numeste membrul drept al acesteia.
\= —/

Descoperim, intelegem, exemplificam

« In rezolvarea problemelor, observim ci o informatie poate fi comunicati in mai multe moduri, prin
enunturi aparent diferite.
De exemplu, enunturile ,,x +3 =77, ,.x —2 = 2" si ,.x = 4” sunt formulate diferit, dar ne ofera aceeasi
informatie si anume ca numarul 4 este singura valoare a necunoscutei x pentru care are loc egalitatea.
Despre astfel de enunturi, vom spune ca sunt echivalente.
Vom scrie: ,x +3=7<x—-2=2"sau,x+t3=7<x=4"sau ,x—2=2 < x=4".

B
1 - [l ——p [T

A. Pornind de la o egalitate, se pot obtine egalitati echivalente prin urmatoarele transformari:
1) Se aduna sau se scade, din ambii membri ai egalitatii, acelasi numar real.
2) Se inmultesc sau se impart ambii membri ai egalitatii, cu acelasi numar real nenul.
3) Daca cei doi membri ai egalitatii sunt numere pozitive, se pot obtine egalitati echivalente si astfel:
a) se ridica la puterea n, numar intreg, ambii membri ai egalitatii.
b) se extrage radical din ambii membri ai egalitatii.
In limbaj matematic, transformarile enumerate pot fi formulate astfel:

Exemple
1) x=y&x+a=y+a,oricarearfia € R; 1) x=yeox+3=y+3
xX=y<x—a=y—a,oricarearfia € R. x=y&ex-5=y-5
2) x=y< x-a=y-a,oricarearfia € R”; 2) x=ye x:25=y-25
y
x=y<:>£=z, oricare ar fia € R”. X=y= —=—">
a a -3 3
. | * 3 e (3)
3) Dacix>0siy>0,atuncix=y<x"=y" nelZ 3) 1,5=§<:>1,5 =13

Dacax>0siy=0,atuncix=y < \/_=\/;

1,2:2@«/1,2 =\E



Pentru redactarea unor transformari echivalente, observati urmatoarele exemple:

a) 5x—6=5y—6|+6 b) 3—x=3—y|—3 )x=y [:7 d x_vy (5-9)
5x=5y|:5 —-x=-y |-(—1) X _y > 9
x=y x=y 7 7 9x:5y

B. Fiind date doua egalitati, se pot obtine noi egalitati utile, folosind una dintre urmatoarele transformari:
1) Se adund, membru cu membru, cele doua egalitati.
2) Se scad, membru cu membru, cele doud egalitati.
3) Se inmultesc, membru cu membru, cele doud egalitati.
4) Se impart, membru cu membru, cele doua egalitati.

5) Se ridica la putere, membru cu membru, cele doua egalitati.

o) O o) O ams| ) ams| ) aeh

xX+a=y+a x—a=y-b x-a=y-b X _
a

S =
=
Il
<

az0,b#0

C. Numim identitate matematici o egalitate care contine una sau mai multe variabile si care este adevarata
pentru orice set de valori atribuite variabilelor.

Exemple

la) x+0=x; b) 9x-7x=2x; ¢ x-(x+3)=x+3x; d)Vx" =|x|
sunt egalitati care au loc pentru orice x € R, deci sunt identitati cu o singura variabila.
2.a" - a’=a"", pentru orice a € R*sin, p € N, deci este o identitate cu trei variabile.

n(n+1)

3.142+43+.....+n= , pentru orice n € N".

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

1) Calculatia + b+ x +y, stiind cax + b =27 si 2) Daca 3x + 2y = 7x, demonstrati ca y este dublul lui
y+a=4.

x.
Solutie: x +b =27 Solutie: 3x +2y="Tx | —3x
’ ™) 2y=4x | :2
y+a=4 y=4x | :

a+b+x+y=31 y=2x

4) Calculati 7a +4b + 7x + 4y stiind ca a + x = 10 si
3)Dacia=bsix=y,unde x >0, y > 0, aratati ca ) Caleulati 7a xraysndeaasx 4

b+y=38.
a x=b\/;.
Solufie: x = y & \x =y Solutie: atx=10 |.7si bry=8 |4
a=b Ta+T7x =70 4b +4y =32
Vr =y () Ta+7x =10 )
4b + 4y =32
=b
o \/; Ta+4b+7Tx+4y =102

« Ecuatii si sisteme de ecuatii liniara
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S)Dacaa+b=14six+y=17, calculati
atb—x—y
Solutie: x +y =17 | (=D

—x—y=—17
a+b=14
+
—x—y=—17‘ ( )

a+b-x-y=-3

Tema de portofoliu

1) Pentru fiecare dintre transformarile descrise la A. si la B., formulati cate un exemplu, urmand modelele
prezentate.

2) a) Daca “

si

W | 0
o |

b c

= %, calculati a4 b) Dacda-c=38sib-c =19, calculati a si

6)Dacaa+b=5sib+c=7,calculati
7a+10b + 3¢ si 7Ta +4b — 3c.
Solutie: a+b=5]-7 si b+c=T]-3
Ta+7b =35 3b+3c =21

Ta+7b =35 Ta+7b =35
3+ 3¢ =21 (*+) . 3b 43¢ =21 )
_ . _

Ta+10b + 3¢ = 56 Ta+4b -3¢ =14

a+b
a-b

Pornind de la o egalitate, se pot obtine egalitati echivalente prin urmatoarele transformari:
* Se aduna sau se scade, din ambii membri ai egalitatii, acelasi numar real.

* Se Inmultesc sau se impart ambii membri ai egalitatii cu acelasi numar real nenul.

* Daca cei doi membri ai egalitdtii sunt numere pozitive, atunci se pot obtine egalitati echivalente si

astfel:

a) Se ridica la puterea », numar intreg, ambii membri ai egalitatii.

b) Se extrage radical din ambii membri ai egalitatii.
Numim identitate matematica o egalitate care contine una sau mai multe variabile si care este
adevarata pentru orice set de valori atribuite variabilelor.

~

.

3 ) 0 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Dacaa=7sib+c=77, calculati:

a)77-a+3-b+3-¢c; b)88-a-7-b-7"c.

Calculati numarul n stiindcaa—b—1=5si

n=-3-a+19+3-b.

Sestiecax+4-y=3-y+2-z=14.

Aflati numarulm=5-x+11-y—6-z.

Numerele x si y verifica egalitatea

x-(y+3)+y=098.

Aflati numerele naturale x, y stiind ca x < y.

Au loc egalitatile gzi, —=Z, £=l,
b 5 b 5 d 11

d

z - 1 . Comparati numerele a si 6271,
x 183 X

Fiea,b,ceR, cua - b=6,b" c=12,
c-a=8.

Aflatia - b - ¢ si a*b’c + ab*c® + a*bc?.
Calculati 7a + 4b + 7x + 4y stiind ca
a+x=10sib+y=8.

Daca a + b =21 six+y =15, calculati
a+b—-x—y.

Daca a +b=15sib+ c =23, calculati
7a+10b +3csi 7Ta +4b - 3c.
Dacaa—-2b=1,2b-3c=2,3c—4d=2

si4d — 5e =1 calculati a — Se.



Ecuatii de forma o - x + b =0, unde q, b € R.

Mul;imea solu’;iilor unei ecua;ii. Ecua;ii echivalente

[ Mo amintin__ A

1) Am invatat sa rezolvam, in multimea numerelor Exe!n ple . .
rationale sau In submultimi ale acesteia, ecuatii b In Q, ecua‘g}a 6-x+3=0are solu'pa x=-0.5.
de forma a-x + b =0, cu coeficienti rationali. 2) In Z, ecua‘gl'a 3 -x+6=0are solutia ),C,: -2
o 3) In N, ecuatia 2 - x + 6 = 0 nu are solutii.
necunoscuta
Numerele a si b se numesc coeficienti ai ecuatiei,
iar x se numeste necunoscuta ecuatiei. a-x+ b — O
Numarul b se mai numeste termenul liber al
ecuatiei. coeficientul necunoscutei termenul liber
2) Doud ecuatii sunt echivalente a) Ecuatiile 2x —7=35,x € Z §i 8 —x =2, x € Z sunt echivalente,
dac3 au acelasi domeniu si deoarece au aceeasi solutie, x = 6.
cerllered calmier, ’ b) Ecuatiile 2x = 8, x € Q six —3 =4, x € O nu sunt echivalente,
\_- ’ i deoarece prima are solutia x =4, iar a doua are solutiax=7. )

Ne propunem sa rezolvam, in multimea numerelor reale sau in submultimi ale multimii numerelor reale,
ecuatii de forma a-x+b=0,unde a, b € R.

Descoperim, intelegem, exemplificam

A. Problema B. Ecuatie

Fie D - {_1} \/E’ 35 Rezolvati in multimea D = {-1, V2, 3} ecuatia
Determinati numerele x € D, pentru care are loc \/5 x—2=0

egalitatea V2 - x+2=0.

2 | Determinati numerele reale x, pentru care are loc Rezolvati in R ecuatia —3 - x + 243 =0.

egalitatea —/3 -x + 2\/§ =0.

Multimea D céreia se doreste sa apartind solutiile sau multimea pe care expresiile care apar in formularea
ecuatiei au sens se numeste domeniul ecuatiei.

Fiecare valoare, element al domeniului, pentru care se obtine egalitate, se numeste solutie a ecuatiei.
Observatie: Multimea solutiilor unei ecuatii este o submultime a domeniului acesteia.
A rezolva ecuatia Inseamna a determina multimea S a tuturor solutiilor.

Copiati pe caiet tabelul, apoi completati-1 folosind modelul prezentat:

Problema domeniul coeficientii termenul liber | necunoscuta
Rezolvati in Z ecuatia: ~Bx+23=0 Z —V3 si 23 243 X
Rezolvati in R ecuatia: 2 -7+2=0 4
Rezolvati in ... ecuatia: .......cccooeeeierienieeennne. R - 75103 0,3 y
Rezolvati in ... ecuatia: ......ccccceeeeierienieeenene. Q J2 si 22 NG Z

« Ecuatii si sisteme de ecuatii liniara
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Rezolvam si observam

A. Pentru identificarea solutiilor ecuatiilor este foarte important domeniul D, in care se cere rezolvarea. Dacd nu
se precizeaza explicit care este domeniul unei ecuatii, acesta se considera ca fiind multimea formata din toate
valorile pentru care ecuatia are sens. La majoritatea ecuatiilor pe care le vom intalni pe parcursul clasei a VII-a,
domeniul ecuatiei este R.

1) Rezolvati, in 4 = {~1,0, 3}, ecuatia x— /3 =0 | —1—+3 #20; 0—+3 %0; 3—+3 =0.
2) Rezolvati, in Q, ecuatia x — V3 =0 Daca xeQ, atunci (x — \/g)eR\Q, deci x—~f3 #0

3) Rezolvati ecuatia x — V3 =0 Se observa usor ca x = J3 este singura solutie, numar
real, a ecuatiei.

Concluzie: O ecuatie poate sa aibd solutii intr-o multime si sd nu aiba solutii 1n altd multime.

B. Rezolvarea ecuatiei a - x + b = 0, unde a, b € R, in multimea numerelor reale.

1) Ne ocupam, pentru inceput, de ecuatiile de formaa-x+b=0,unde a, b € R,a=0.

. C . . a
Folosind transformdri echivalente, obtinem: a-x+b=0 | -b <a-x=-b | :ax= 5 care este un
. . . . . . b
numar real si care este singura solutie a ecuatiei. Vom scrie S = {— — .
a

2) In practica, intilnim situatii in care unele ecuatii se reduc, prin transformari echivalente, la ecuatii de forma
a-x+ b =0, iar despre a nu stim ca este nenul.
Pentrua =0, ecuatiaa - x+b=0devine0-x+b=0,b € R.
Sunt posibile urmatoarele cazuri:
a) b =0 si egalitatea are loc pentru orice valoare reala a lui x, deci S =R.
b) b # 0 si egalitatea nu are loc pentru nicio valoare reald a necunoscutei, deci S = .

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Frecvent, ecuatiile pe care le avem de rezolvat nu sunt scrise in forma a - x + b = 0, dar sunt echivalente cu
ecuatii de aceasta forma. Pentru a identifica coeficientii si pentru a aplica algoritmul de rezolvare, este necesar sa
fie efectuate mai multe transformari echivalente. Ecuatia obtinuta 1n acest fel este echivalenta cu ecuatia initiala
si prin urmare, va avea aceleasi solutii.

Parcurgem etapele:

1) Se aduce ecuatia la forma a-x + b =0, unde a,heR.

2) Se aplica algoritmul de rezolvare a ecuatiei.

3) Se scrie multimea solutiilor ecuatiei, avand in vedere domeniul acesteia.

Observatie: Daca se doreste doar rezolvarea ecuatiei, algoritmul se poate reformula astfel:

a) Se separa termenii (in membrul stang se vor gési termenii care contin necunoscuta, iar iIn membrul drept se
vor afla numai termenii care nu contin necunoscuta)

b) Se efectueaza calculele 1n cei doi membri ai ecuatiei.

¢) Se determind multimea solutiilor ecuatiei.

Exemplul 1: Sa se rezolve in R ecuatia 3(0,5x+ 1) —7=38.

Solutia I Solutia a Il-a:
3(05x+1)-7=8| + 7<= 3(05x+ 1) -7=8 <
3(05x+1)=15 |: 3 < L5x+3-7=8¢
05x+1=5|-1< 15x-4=8¢&
05x=4 |2 15x=12 =
x=8=8={8} x=12:15&

x=8 = §={8}



8x—1 6x+1

3
Solutie: 3(8x—1)=4(6x+ 1) =24 x—3 =24 x+ 4 < — 3 =4, afirmatie fals3, deci S= &.

Exemplul 2: Sa se rezolve in R ecuatia

Exemplul 3: Sa se rezolve in R ecuatia 5(2x+1)-3=8-2(3-5x).
Solutie: 10x+5—-3=8—-6+ 10 x < 2 =2, relatie adevérata pentru orice valoare reald a necunoscutei x,
deci S=R.

Exemplul 4: Sa se rezolve in R\{0; 4} ecuatia 3 1 =

2
. . x ' . . .
Solutie: Domeniul ecuatiei este R\{0; 4} pentru ca valorile 0 si 4 atribuite necunoscutei conduc la anularea

numitorilor si fractiile nu ar avea sens.

3 2
4=— & 3x=2-(x—-4) & 3-x=2-x-8 & x=—-8§,deci S={-8}.
x-4 x

Uneori, rezolvarea unor ecuatii consta in rezolvarea mai multor ecuatii de forma a-x + b =0, unde a,be R.

Numarul solutiilor depinde de domeniul in care se cere rezolvarea.

Exemplul 5: Rezolvati ecuatia (x — 1)(2x — 3)(x + 4) = 0 in fiecare dintre multimile: R, Q, Z, N.
In rezolvarea ecuatiei, se va folosi urmdtorul rezultat matematic:
Dacd a si b sunt numere reale sia - b =0, atunci a =0 sau b=0.

(x—1)(2x-3)(x+4)=0 < x—1=0 sau 2x—3=0saux+4=0 < x=1lsaux=15saux=—4.

a)inR, §={1;—4;1,5}. b)InQ,S={1;-4;1,5. c)inz, S={1;-4}. d)inN, §={1}.

Estimarea solutiei unei ecuatii

Sa rezolvam urmatoarea problema: O nava de pescuit poate transporta cel mult 20 de tone de peste. Dupa
ce s-a incarcat la 95% din capacitatea sa, vasul s-a intors 1n port. Stiind ca greutatea medie a unui peste este de
aproximativ 700 de grame, estimati, la ordinul miilor, numarul de pesti pe care i-a transportat nava.

Solutie: Pentru a formula o ecuatie, masa unui peste si masa intregii cantitati de peste vor fi exprimate in
aceeasi unitate de masura. Este optim sa folosim kilogramul. 700 g = 0,7 kg; 20 t =20 000 kg.

< < . . . . . 95
Notam cu x numarul pestilor transportati. Vom estima solutia ecuatiei 0,7 - x = — - 20 000.
. c . . 190 000
Prin transformari echivalente, se obtine 0,7 - x = 19 000 < x = .
Aproximarea la ordinul miilor a numarului de pesti este 27 000.
3 ’ o Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
n Numerele a, b, ¢, d sunt reale, d # 0 si a = b. n Se considera ecuatia 0,25 - x+2 =0.
Completati spatiile libere astfel incat sa obtineti a) Verificati daca ecuatia data are solutii in
propozitii adevarate: multimea 4 = {_4, 0, 42 }
prrate= b+..% b) Decideti daca ecuatia data are solutii intregi.
pinb—c=a—-.." o : .
2 b . n Decideti, prin verificare, care dintre ecuatiile
t,acc=b- .7 5 :
P, ., urmatoare are solutia x = /2.
pinbid=a:..n A)x+2=0;  b)2-x=0;
ced =" X
P €) 2-x+8=0; d) ——+1=0.
P Daca a >0, b > 0 atunci \/Z =...7 \/5

« Ecuatii si sisteme de ecuatii liniara
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n Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatiile:

a) x+\/§=\/§;
c) \/g-x—2=1;

e)$+\/ﬁz\/ﬁ; NG

g) V18- x+9=0; h) V24 -x=0.

B Scrieti trei ecuatii de forma a - x + b =0,
care admit solutii in multimea

Bz{—l, 0,2, %}

b)4,5-x+9=135
d) —3%-x—1,5=\/§2;

f) x-\/_—L=0;

n Determinati multimile:
A:{xeR‘ﬁ-erl:\ﬁJrl};
2
Bz{xe(@ g-x+3:5,4};

C={xeR\Q‘l+\/7'x=\/§+l};
\/g-x 3 }

—— =0}

33

na) Rezolvati, in R, ecuatiile 3x — 57 =0 si

—5x + 95 = 0, apoi scrieti, S, multimea

solutiilor primei ecuatii si S,, multimea
solutiilor celei de-a doua ecuatii.

b) Stabiliti relatia intre multimile S si S,.

Dz{er

n Pentru x € R, demonstrati ca urmatoarele perechi
de ecuatii sunt echivalente:

a) -1,5-x+0,75=0 si l-x—l=0;
2 4

b)\/§x+\/_ 0 si _ﬁ x—#-O

n Demonstrati ca urmatoarele perechi de ecuatii nu
sunt echivalente:
a)3x-6=0si6x—3=0;
b) = +/5=0si9x+1,6=0.

J5

m Determinati numarul real a astfel incat ecuatiile

0,1-x+§:0 si E-x+a:0, sd fie echivalente.

n Rezolvati, in Z, ecuatiile:
a)3x+7=x+21; b) 0,5x +3=0,25x + 4;

¢) 2343 x=/48; d) (x-2)(x+2)=

e)g—gzzs; -3+ 1)=2"(x+6);
)x 1+§_x—5+L
¥ e T

m Rezolvati, in multimea numerelor reale,
ecuatiile:
a) V3-x+3=0; b) —/5-x+10=+20-x-20;

d) (y-v3)-(y-V5)=0; o7~

Rezolvat,:i in Q, ecuatiile:

V7 x| =14.

1
vl ld)
b) V3 x+1=x+3; ¢) 32 ;x,
i _x
NN
¢) 3y+7—0,1+%=0,3-(4y—5).

Determinati multimea solutiilor reale pentru
fiecare dintre ecuatiile urmatoare:

7 8 2

) =) (x+ﬁ) =8

¢) [x—4|—|x+1]=0;

d) x+l+x+2+x+3+m+x+9_920.
2 3 4 10

a) Scrieti o ecuatie care admite o singura solutie
in multimea R\Q.

b) Scrieti o ecuatie care admite o singura solutie
in multimea Q\Z.

¢) Scrieti o ecuatie care admite o infinitate de
solutii reale.

d) Scrieti o ecuatie care nu admite nicio solutie
reala.

16 |

Determinati numarul real m pentru care numarul
-3 este solutie a ecuatiei x —2 =m - x + 4, avand
necunoscuta x.

m a) Formulati o ecuatie cu necunoscuta x,
reductibild la o ecuatie de formaa-x+b =0,
folosind datele din figura de mai jos, stiind ca
ABCD si BEGF sunt dreptunghiuri.

D 30 C
20 G x+5:F
. .

4 15 E B

b) Rezolvati ecuatia obtinuta la subpunctul a).
¢) Determinati lungimile segmentelor GE si CF.



L. La cerintele urmdtoare alegeti litera care indicd varianta corectd, doar un raspuns este corect.

Se acorda 10 puncte din oficiu.

5p | 1. Dintre ecuatiile urmatoare admite solutie numarul —2:
A 2-x-4=0 B. 3-x-J12=0 C. |4 x=38 D. 5-x+10=0
5p | 2. Ecuatia 5 - x + 3 =x — m admite solutia —1, pentru m egal cu:
A1 B. 2 C. -1 D. -2
. . 1 1 B
5p | 3. Solutia ecuatiei 2-x— 5 =3.x—— este numarul:
Al B. _1 C.6 p. L
3 6
5p | 4. Valoarea numarului a, pentru care ecuatiile 8 =3 -x=11si2 -x+a =3 - a - x + 10 sunt echivalente,
este:
A1 B. 2 C. 3 D. 4
5p | S. Solutia ecuatiei |3 - x —1| + 1 = 6 este multimea:
A -2o B. {-2.2 c. {2 D. -2
3 4 3 4
9 | 6.Dacd /x+222 =22, atunci x este:

A. 264 B. 262 C. =200 D. 200

II. La problemele urmdatoare se cer rezolvari complete.

1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:

10p | a)5-{4-[3-2-x+1)+1] +1}-44=876
10p _ _
by X1 xm X3 40,25

4

1
10p | o —=(x-2)+V48 =112

3
10p d) Stabiliti daca printre cele trei ecuatii exista ecuatii echivalente.
2. Fie numerele n = 3ratly si m= 2-at9l , unde a este numar natural.

10p a) Daca n € N, aratati ca sim € N.
10p b) Determinati numérul @ € N pentru care » $i m sunt numere naturale consecutive.

« Ecuatii si sisteme de ecuatii liniara
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Sisteme de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute.

Rezolvarea prin metoda substitutiei si/sau prin metoda reducerii

@Sisteme de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute

Rezolvam si observam

Problema:

La o partida de baschet, Adrian marcheaza in total 20 de puncte din aruncari de 3 puncte
si din aruncari de 2 puncte (cel putin una de fiecare fel).

Aflati cate aruncari de 3 puncte si cate aruncari de 2 puncte a reusit Adrian.

Reformulare:
Daca vom nota cu x numarul aruncarilor reusite de 3 puncte si cu y numarul aruncarilor reusite de 2 puncte,
atunci trebuie sa aflam valorile naturale nenule ale lui x si ale lui y pentru care are loc egalitatea 3x + 2y = 20.

Solutie: Cum x si y sunt numere naturale nenule, deducem usor ca x este numar parsica2 <x<6.
Vom obtine: x=2siy=7 sau x=4siy=4 sau x=6siy=1.
Aceasta scriere a solutiilor nu este una practica si poate fi inlocuita cu: (2, 7), (4, 4), (6, 1).
Analizand problema rezolvata, putem observa:
a) Ecuatia 3x + 2y = 20 stabileste dependenta intre punctajul total, de 20 de puncte, numarul aruncarilor
reusite de 3 puncte si numarul aruncarilor reusite de 2 puncte.
b) Ecuatia are mai multe solutii, deci si problema are mai multe solutii.
c) Fiecare valoare atribuita lui x realizeaza egalitatea (verificd ecuatia) doar impreuna cu o anumita valoare
atribuita lui y. Deci fiecare solutie a ecuatiei (si a problemei) constd intr-o pereche de numere, scrise in

ordinea in care apar necunoscutele in ecuatie (o pereche ordonata).

Se numeste ecuatie liniara cu doud necunoscute o ecuatie de forma a - x + b - y + ¢ =0, unde a, b, ¢ sunt numere
reale.
Numerele reale a, b, ¢ se numesc coeficientii ecuatiei, ¢ se mai numeste si termenul liber al ecuatiei, iar x si y,
in aceastd ordine, sunt necunoscutele ecuatiei.
Observatii:

a) Necunoscutele x si y desemneaza numere reale sau elemente ale unor submultimi de numere reale.

b) Necunoscutele se pot nota si cu alte litere. Este, Insd, esentiald ordinea in care acestea apar in ecuatie.

Exemplu: Completati casutele libere ale tabelului:

Ecuatia necunoscutele coeficientii termenul liber
1) 2x+3y -8 =0 xsiy a=2; b=3; c=-8 c=—-38
2) 9x-45y=1< 9x-45y-1=0
3) 3 +2t =1 ysit
4) =0 xsiy a=-1; b=2; c=1-2 c=1-2

Ne propunem sa raspundem la urmatoarele intrebari:
1) Ce reprezinta o solutie a unei ecuatii liniare cu doud necunoscute?

2) Cate solutii are o astfel de ecuatie?



Rezolvam si observam

1) Determinati numerele naturale x si y pentru care x —y =35.

Observamca: 5—-0=5;6-1=5;7-2=5;8-3=5;9-4=5 ...

Pentru fiecare numar natural x > 5, gasim numarul natural y = x — 5, astfel incat sa aiba loc
egalitatea. Fiecare pereche ordonata de numere naturale (x, x — 5) va fi o solutie a ecuatiei.
2) Determinati numerele reale x si y pentru care x —y = 5.

Pe langa perechile de numere identificate la 1), pentru fiecare numar real x, gdsim numarul real y =x—35,
astfel incat sa aiba loc egalitatea. Fiecare pereche ordonata de numere reale (x, x — 5) va fi o solutie a ecuatiei.

Exemple de solutii: (8,7; 3,7), (5+ V2; \/5).

Descoperim, intelegem, exemplificam

Comentariu: Sa remarcam faptul ca solutiile ecuatiilor liniare cu doud necunoscute sunt perechi de numere.

Scriind cé (0, 7) este solutie a ecuatiei, vom intelege ca daca primei necunoscute (de regula x), i se atribuie
valoarea 0, iar celei de-a doua necunoscute (de regula y) i se atribuie valoarea 7, atunci se obtine egalitate (este
verificatd ecuatia).

a) Perechea (a, b) este ordonata daca si numai daca Exemplu: (1,3) = (3, 1)
pentru a # b are loc (a, b) # (b, a).
b) Doua perechi ordonate (a, b) si (¢, d) sunt egale Exemplu: Perechile (42, 1°) si (24, 5°) sunt egale

daca sinumai daca a=csi b=d.

Se numeste solutie a unei ecuatii liniare cu doud Exemplu: Perechile (0, 7), (1, 5), (2, 3), (3, 1) sunt sin-
necunoscute o pereche ordonata de numere care gurele solutii ale ecuatiei 2x + y = 7, unde x si
verifica acea ecuatie. y sunt numere naturale scrise cu o cifra.

Daca x si y desemneaza numere reale, atunci ecuatia Exemplu: Orice pereche de forma (o, 7—2a), unde o € R,

de gradul intai cu doud necunoscute are o infinitate de este solutie a ecuatiei 2x + y = 7, unde
solutii. x,y € R.
Daca a =0, ecuatia devine 0 - x+b - y+c¢ =0, iar Daca b =0, ecuatia devinea - x+0 - y+ ¢ =0, iar
. . c . . c
solutiile ecuatiei sunt de forma (x,—gj. solutiile ecuatiei sunt de forma (——, yj.
a

Multimea tuturor perechilor ordonate care verifica ecuatia se numeste multimea solutiilor ecuatiei.
O ecuatie liniara cu doua necunoscute se obtine, de fapt, formuland matematic modul in care depind una de
alta doud marimi.
Problemad: Pe scara A a blocului 1n care locuieste Sorana, sunt 16 apartamente de céte 2 sau 3 camere, in total
36 de camere. Aflati cate apartamente au doua camere si cate apartamente au trei camere.
Solutie: Consideram x numarul apartamentelor cu doua camere si y numarul apartamentelor cu 3 camere.
Atunci, x+y =16 si 2x+3y=36.
Cum x si y reprezintd numere naturale, este usor sa observam ca x =12 si y = 4.
S-au stabilit urméatoarele conventii:
1) Se scriu ecuatiile una sub alta, asociate printr-o acolada, intelegand prin asta faptul ca trebuie sa fie
satisfacute simultan.
2) Ordinea termenilor este aceeasi in cele doud ecuatii. Vom spune cd am scris un sistem de doud ecuatii
liniare, cu doud necunoscute.
3) Scriem solutiile sistemului, ca si la ecuatiile liniare, sub forma de perechi ordonate.

« Ecuatii si sisteme de ecuatii liniara
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Doua ecuatii liniare cu doua necunoscute formeaza
un sistem de ecuatii liniare cu doud necunoscute.
Forma generald a unui sistem de ecuatii liniare cu
ax+by=c¢

, unde

doua necunoscute este
ax+by=c,

a,b,c,a,b,c, eR.

Numerele a, b, c,, a,, b,, ¢, se numesc coeficientii
sistemului; @, b , a,, b, se numesc coeficientii

necunoscutelor, iar ¢, ¢, se numesc termeni liberi.
Definitie: O pereche ordonata de numere reale

se numeste solutie a sistemului daca este solutie
pentru ambele ecuatii care formeaza sistemul.

Exemple:

. {x+5y=8 ; ‘Fx+7y—5=0
2x+y =17 2x—-4y+9=0
—xV2-y=1 % {x+2y=3
2x2+y=1 x+2y=3

Exemplu:

Pentru sistemul 3) de mai sus, a, =3, b =7, ¢, =35,
a,=2, b,=-4, ¢,=-9.

Exemplu: 3 +5-1=8si2-3 +1=7, deci perechea

x+5y=8
(3,1) este solutie a sistemului Y .
2x+y=7

A rezolva un sistem inseamna a gasi multimea tuturor solutiilor sale. Multimea solutiilor unui sistem de
ecuatii este intersectia multimilor solutiilor celor doua ecuatii.

Doua sisteme de ecuatii liniare se numesc echivalente daca au aceeasi multime de solutii.

Observatie: Daca inlocuim o ecuatie a sistemului cu o ecuatie echivalentd cu ea, sau dacd inlocuim ambele
ecuatii ale sistemului cu ecuatii echivalente, obtinem un sistem echivalent cu cel initial.

Exemplu: Fie sistemul:
fx+4y:2

. Prin transformarile
Tx—-6y =20

3x+4y=2
Tx-6y=20 |2

|3 9x+12y =6

obtinem sistemul echivalent .
14x-12y =40

Prin adunarea membru cu membru a ecuatiilor unui sistem se obtine o noua ecuatie.

Daca inlocuim una din ecuatiile sistemului cu aceasta noua ecuatie, se obtine un sistem echivalent cu cel initial.

L —Sx+9y=4
Exemplu: Fie sistemul
Tx—-5y=2
) 2x+4y=6 . |[-5x+9y=4
Sistemele s
Tx-5y=2 2x+4y =6

solutiilor unuia dintre ele.

A8

Ko,
’ ’ O Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Verificati care dintre perechile (4, 7), (3, —4),
(2,-7), (7, 4) sunt solutii ale ecuatiei
4x -2y =20.

B Verificati care dintre perechile
(v3,1), (143), (243: - 0.5), (3, 4)
sunt solutii ale ecuatiei x3+2 y=5.

n Aratati ca perechea (3 — 2m, m), unde m € R, este
solutie a ecuatiei x + 2 y =3.
n Verificati daca perechea de numere (2\/5 , 0)
este solutie a sistemului de ecuatii:
xN2—- y=4
0,5-x+5y=+2"

. Adunand membru cu membru cele doua ecuatii obtinem 2x + 4y = 6.

sunt echivalente cu cel initial. Este suficient sa determindm multimea

B Se considera sistemele de doua ecuatii liniare, cu
necunoscutele x si y:

1 x+y=9; 2) 2x—y=6; 3) X — y:I‘
2x—-y =0 3x+y=9 -x+2y=3

Alegeti, prin verificare, sistemul pentru care
perechea (5; 4) este solutie.

n a) Determinati doud perechi de numere naturale
care verifica egalitatea (2x +y —4)?=0.
b) Scrieti intr-un sistem, ecuatiile obtinute din
egalitatea |x—y+ 1| +(2x+y— 47 =0.
c) Verificati daca perechile gasite la subpunctul a)
sunt solutii ale sistemului obtinut.



@Metoda substitutiei si metoda reducerii

~
Consideram un sistem de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute.
e Daca inlocuim una sau ambele ecuatii ale sistemului cu ecuatii echivalente, obtinem un sistem
echivalent cu cel initial.
e Prin adunarea membru cu membru a celor doud ecuatii ale sistemului se obtine o noud ecuatie.
e Daca inlocuim una din ecuatiile sistemului cu aceasta noud ecuatie, se obtine un sistem echivalent
L cu cel initial. )

A rezolva un sistem de ecuatii liniare Tnseamna a determina multimea tuturor solutiilor sale.

Se folosesc, de regula, metoda reducerii sau metoda substitutiei si tehnici de transformare a egalitatilor n

egalitati echivalente.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Metoda substitutiei - Algoritm de rezolvare

1. Se alege necunoscuta pe care vrem sa o
inlocuim (sa o substituim).

2. Folosind una dintre ecuatii, se exprima
necunoscuta aleasd in functie de cealalta.

3. Seinlocuieste in ecuatia rimasa necunoscuta
aleasa, folosind relatia gasita.

4. Serezolva ecuatia obtinuta si se afla una dintre
necunoscute.

5. Seinlocuieste valoarea gasita in una dintre
ecuatii si se afla cealalta necunoscuta.

6. Se scrie solutia sistemului.

Metoda reducerii - Algoritm de rezolvare

1. Daca este necesar, se rescriu ecuatiile astfel
incat necunoscutele notate cu aceeasi litera sa
fie plasate pe aceeasi pozitie (x sub x si y sub y).

2. Se alege una dintre necunoscute cu scopul de a
o reduce.

3. Daca este necesar, se iInmultesc sau se Tmpart
ecuatiile cu numere nenule, astfel incat
coeficientii necunoscutei alese sa devina
numere opuse, in cele doud ecuatii.

. x-3y=2
Fie sistemul .
2x-7y =3

Alegem sa Inlocuim necunoscuta x.
Din prima ecuatie deducem x = 2 + 3y.

In ecuatia 2x — 7y = 3 vom inlocui pe x cu
2 + 3y siobtinem 2(2 +3y)—T7y=3

4+6y—-Ty=3
y=1

In relatia x = 2 + 3y, inlocuim pe y cu 1
si obtinem x = 5.

x=5y=1,deci S={(5 1)}.

) Ty+2x=8 1 2x+T7y =8
Sistemul se rescrie .
3x-4y =5 3x -4y =5
2x +7y =8
Alegem necunoscuta x.
3x —4y =5

2x+7y=8 |3 _ [6x+21y=24
3x—4y=5 |-(-2) [-6x+8y=-10

« Ecuatii si sisteme de ecuatii liniara
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6x+21ly =24
4. Se aduna cele doua ecuatii si se reduce _ ("’)
° 3 —-6x+8y =-10
necunoscuta aleasa.
29y =14
< . . 14
5. Serezolva ecuatia obtinuta. y= 29
2x+7y =8|-4 8x+28y=32()
. .. . - : +
6. Sereiau pasii 3, 4 si 5 pentru cealalta 3x—dy=5 | 7 21x - 28y =35
necunoscuta.

29x =67 = x=ﬂ
29

67 14

7. Se scrie solutia sistemului. xX=—, y=—si S= ﬂ’ 14
29 29 ° 2929

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Observatie: In practicd, pentru economie de timp, pasul 6 din algoritmul de rezolvare prin metoda reducerii
poate fi inlocuit cu: ,,Se inlocuieste valoarea aflatd intr-una din ecuatii si se afla cealaltd necunoscuta”.
Exeml 5x-3y=7 |-2 10x -6y =14 ()
xemplu: +
" 5x+2y =8 |-3 9x + 6y = 24
19x =38=>x=2
Inlocuim pe x cu 2 in ecuatia 3x + 2y = 8 si obtinem 6 + 2y =8, deci y =151 S= {(2, 1)}.

Un sistem de ecuatii liniare cu doud necunoscute poate avea:

) . ) ) 3x+2y=8 . .
a) o singura solutie a) Sistemul are solutia unica S = {(2, 1)}.
5x -3y =7
o . _ x+2y=9 . ..
b) o infinitate de solutii b) Sistemul are o infinitate de solutii.
—2x—-4y=-18

Ecuatiile care il alcatuiesc sunt echivalente.

Sz{[m,g_ij‘meR} sauS={(9-2a,a)|a e R}

. x+2y=8 . . .
¢) poate sa nu aiba nicio solutie c) Sistemul { 2y i nu are nicio solutie. Scazand cele doua ecuatii,
X+2y=
obtinem o propozitie falsa: ,,8 —5=0". Deci S=O.
. .a b . . ax+by=c o
Observatie: Daca — # —, a' si b' fiind nenule, atunci sistemul ¢ , , are solutie unica.
a b ax+by=c




0 |

.

J o Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Se considera sistemele de ecuatii:
x =2 ) x+y=35 x+y=3
c

Rezolvati sistemele si scrieti multimea solutiilor

pentru fiecare sistem.

Scrieti un sistem de douad ecuatii liniare cu doud
necunoscute, care sa admita solutia (1; —1).

Scrieti urmatoarele sisteme de ecuatii liniare
intr-o forma convenabild, apoi rezolvati-le, prin
metoda substitutiei.

2x—3y+ 5=0 2x+y-1_,

3 1320 d) x+2

X yHio= 5x — y=5

X l+ =12

_+X=2 X Y=
b)13 4 e) |

-x+y=1 ——2y=6

x

2(x+y—1)—y:—3

{ 3(x—y)—y=—3x
Rezolvati prin metoda substitutiei:

2(x+y+1)—3(2x—y—3):12

{4@x—y—0+3@—x—y)=3

3
by VAT e i
Y y-b y-
\/E'x—\/i-yzo

x—4-y=06

Se considera numerele reale x, y care verifica

simultan ecuatiile:

(1) x+y=101 2) x—y=23

a) Adunati, membru cu membru, cele doua
egalitati, rezolvati ecuatia obtinuta i aflati
valoarea reala a lui x.

b) Scadeti, membru cu membru, cele doud
egalitati, rezolvati ecuatia obtinuta si aflati
valoarea reala a lui y.

¢) Scrieti multimea solutiilor sistemului format
cu cele doua ecuatii liniare.

n Rezolvati, prin metoda reducerii, urmatoarele

sisteme de ecuatii liniare:

b)

x+2y=11 2x+1=3y-7
8x—2y=-2 3(x—y)+l=x+y-11
x+3y=-10 6x+7y= 4
e
—x+2y=-5 2x+9y=-24

{2x—3y= 7,5 {'3x+11y=—1
C

n Rezolvati, prin metoda reducerii, urmatoarele

Sx+ y=-4,1

sisteme de ecuatii liniare:

£+y:13 14_1:1 X+X=
AL L]
2 4 6 4 2 2 7

—2x+9y=-24

(1{xx+y—0=2x—y+@5

n Determinati numerele reale a si b pentru fiecare

din situatiile:

a)
b)

|a71| + |a27b2| =0
a-2 1‘ a+3 2‘

b-3 5| |[b+4 5

2x+ 9y=17

n Rezolvati urmédtoarele sisteme de ecuatii

liniare, prelucrand mai intai ecuatiile si alegand

convenabil metoda de rezolvare.

b)

2(x—0+3(y+%)=4
12—6(y—%)=4(x+n

x—%-(x—y+l)=y—2

y—%-(y—x—l)=x+3

« Ecuatii si sisteme de ecuatii liniara
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Evaluare sumativa
Se acorda 10 puncte din oficiu.

L. La cerintele urmatoare alegeti litera care indicd varianta corectd, doar un raspuns este corect.

5p | 1. Perechea (3, 1) este solutie a ecuatiei:

A, 3-x+y=11 B. 3-x—-y=11 C. 3-x+y=10 D. 3-x-y=11
. a-x+y=>5 . . .
5p [2. Sistemul admite solutia (-1, 3). Atunci, @ + b este:
2-x+b-y=7 ’
A. 0 B. 1 C. 2 D. 3
4. x+y="7
ap | 3. Solutia sistemului { Ty este perechea de numere:
2-x—y=5
A (2,1 B. (1,2) C. (2,-1 D. (-1,2)
5p | 4. Numerele reale a si b care verifica egalitatea |a — b+ 1|+ |a + 2 - b—3]| =0, sunt:
4 1 1 4 1 4 1 4
A a=—,b=—; B. a=—,b=—; C. a=—=,b=——; D. a=—,b=—.
3 3 3 3 3 3 3 3
50 |5. Numarul ab care are suma cifrelor 13 si verifica egalitatea ab—ba =27, este:
A. 85 B. 76 C. 49 D. 94
9p | 6. Are loc egalitatea 2-a5+b-1=b-J5-3+a pentru:
A, a=-2,b=4 B. a=-2,b=-4 C. a=2,b=4 D. a=2,b=—-4
II. La problemele urmatoare se cer rezolvari complete.
20p | 1. Fie ecuatia 3x —4y + 5 =0 . Completati tabelul 2
alaturat astfel incat fiecare pereche (x, y) sa fie x| -3 0,6 I+4y2
solutie a ecuatiei. y -1 1,4 a
w2zl 2
20p | 2. Rezolvatiin R sistemul de ecuatii 3 3 .
2-x+3
-3-y=10,5
. . .. ca+l 1 a 1 .
20p | 3. Aflati numerelereale @ sibstindcd —=—, ——=— si he R\ {—1,0}.
b 4 b+1 5




Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor
sau al sistemelor de ecuatii liniare

Pasul 1. Stabilirea necunoscutei

« Ecuatii si sisteme de ecuatii liniara

Multe dintre problemele intalnite n practica ’
pot fi rezolvate matematic, fie prin metode \ .
aritmetice, fie prin metode algebrice. Pasul 2. Scrierea ecuatiei
Atunci cand problema poate fi reformulata *

printr-o ecuatie liniara cu o necunoscuta si cu
coeficienti rationali, iar solutiile problemei

sunt numere rationale, rezolvarea problemei *
presupune respectarea algoritmului aldturat.

Pasul 3. Rezolvarea ecuatiei

Pasul 4. Verificarea solutiei si
L interpretarea rezultatului )
Vom deduce algoritmul de rezolvare a unei probleme in urmatoarele situatii:
1) atunci cand problema poate fi reformulata printr-o ecuatie liniard cu o necunoscutd si cu coeficienti reali,
iar solutiile problemei sunt numere reale;
2) atunci cand problema poate fi reformulata printr-un set de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute si
cu coeficienti reali (un sistem de doud ecuatii liniare, cu doud necunoscute), iar solutiile problemei sunt
perechi de numere reale.

Problema: Un triunghi Solutie: Vom rezolva problema urmand algoritmul descris mai sus.

dreptunghic isoscel are Pasul 1. Notam cu x lungimea unei catete (necunoscuta).

perimetrul 6 + 32 (m). Pasul 2. Folosind teorema lui Pitagora, lungimea ipotenuzei este x+/2. El
Aflai laturile triunghiului. Perimetrul triunghiului este ‘P= x + x + X2

B
Am identificat ecuatia: 2x + N2 =6+32

W2 Pasul 3. 2x+x\/§=6+3\/§<:>x(2+\/§)=3(2+\/§)c>x=3.
Pasul 4. x=3 = AB=AC=3 (m)si BC = 32 (m).
cC x A4 Verificare: P = x + x + x7/2 =3+ 3+ 3v2 = 6 + 34/2 (m)

Uneori, verificarea solutiei este omisa, ea nefiind obligatorie.
Totusi, este foarte utila, deoarece permite corectarea eventualelor greseli.

Problema 1: Darius trebuie sa realizeze un cadru dreptunghiular si

D C
diagonalele acestuia dintr-o tija metalica cu lungimea de 10 m, folosind toata
tija, ca in figura alaturata. Lungimea dreptunghiului este egala cu dublul
latimii.
a) Aratati ca lungimea dreptunghiului este mai mica de doi metri.
b) Cu ajutorul calculatorului, exprimati lungimea dreptunghiului prin 1 B

rotunjire, la doud zecimale.
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Solutie: a) Notam cu x latimea dreptunghiului, deci 4D = BC =x $i AB=DC =2x.
Din teorema lui Pitagora, se obtine AC = BD = x/5.

Avem: AB + BC+ CD + AD + AC + BD = 10 = 6x + 2x/5 = 10 ‘:2 — 3x+ x5 =5, adicd x = —>

3+\/§'

5 . . .
< 3° 1 si2x <2.Lungimea este AB = 2x, prin urmare este

Din \/§>2,,rezulté 3+\/§>5, deci x = S
mai mici de 2 metri. 3+4/5

b) Cu ajutorul calculatorului, obtinem lungimea dreptunghiului 48 =2x = 1,91.

\
J
3
J

Problema 2: Andrei si Bogdan au impreuna 100 de lei. Daca Andrei 1i da lui
Bogdan 7 lei, Andrei va avea triplul sumei lui Bogdan. Ce suma avea fiecare a b
la Inceput?

Solutie: Notdm cu a suma de bani pe care a avut-o Andrei si cu b suma pe care a
avut-o Bogdan. Atunci, a + b = 100. Dupa ce Andrei ii da lui Bogdan 7 lei, sumele a—"71 \b+7
vor fi @ — 7, respectiv b + 7. Deoarece suma lui Andrei devine egala cu triplul
sumei lui Bogdan, avem a — 7 =3(b + 7).

a+b =100
a-7=3(b+7)
Andrei a avut 82 de lei si Bogdan a avut 18 lei.

Obtinem sistemul de ecuatii liniare { . Rezolvand sistemul, obtinem a = 82 si b = 18, adica

Problema 3: Daca elevii unei clase se asaza cate doi in banca, vor ramane cinci elevi 1n picioare.
Daca se asaza cate trei Intr-o banca, vor rdmane doud banci libere. Aflati numarul elevilor din clasa.

Solutie: Notam x = numarul elevilor si n = numarul oo oo oo o —~n+5=x
de banci. n\ banci 51 .2n co iji

) ) 2n+5=x ’ P
Obtinem sistemul 3(n-2)=x \|ooo|_‘_|000|j| || | =3n-2)=x
=2n+5=3n-2)=>n=11six=27 n — 2 banci si 3(n - 2) copii

Problema 4: Un bazin al unui strand poate fi umplut, folosind doua robinete cu debit constant, in 5 ore. Daca
unul dintre robinete functioneaza 7 ore singur, apoi este deschis si al doilea, atunci ar fi nevoie de inca trei ore
pentru ca, impreund, sa umple bazinul. Aflati in cate ore ar umple bazinul fiecare robinet.

Solutie: Notdm cu ¢, timpul (exprimat in ore) necesar umplerii bazinului prin functionarea primului robinet si
cu ¢, timpul necesar umplerii bazinului prin functionarea celui de-al doilea robinet. Fie C capacitatea bazinului.

. < . .. . . . C
Cantitatea de apd care curge, Intr-o ord, prin fiecare dintre cele doud robinete este < respectiv. —.

>

4 t
5~£+5-£=C|:C i+i=1
. .. h 5} hoh
Se formeaza sistemul de ecuatii: c C c & 0 3
7-—+3-—+3-—=C |:C —+—=1
Ut Ut 5] h b
5 1 1 - , Sx+5y=1 : 2 .1
In exemplul nostru, notdm —=x si — =y si obtinem sistemul , cusolutia x=— si y=—.
4 1, 10x+3y =1 35 7

Revenind, 7, = 17,551 ¢,= 7.
In concluzie, primul robinet poate umple bazinul in 17,5 ore, iar cel de-al doilea poate umple bazinul in 7 ore.

Observatie: Unele probleme pot conduce la sisteme care nu au forma celor studiate de noi. Pentru rezolvarea
acestora, se pot face unele transformari, artificii, notatii care permit tratarea lor ca sisteme de ecuatii liniare.



Problema 5: La festivitatea de absolvire a clasei a VlI-a, s-au oferit premiantilor 18 buchete de flori, formate
din 5 trandafiri albi sau din 7 trandafiri galbeni. Stiind ca, in total, au fost oferiti 116 trandafiri, aflati numarul
buchetelor albe si numarul buchetelor galbene.

x+y=18
5x+7y=116

Rezolvand sistemul, obtinem x =5 si y = 13, deci s-au oferit 5 buchete albe si 13 buchete galbene.
Rezolvarea problemelor cu ajutorul ecuatiilor sau cu ajutorul sistemelor de ecuatii liniare presupune parcurgerea
algoritmului descris, sintetic, mai jos.

Solutie: Notam cu x numarul buchetelor albe si cu y numarul buchetelor galbene. Rezulta {

« Ecuatii si sisteme de ecuatii liniara

Retinem!

Ly, | — . R
( Pasul 1: Observarea si intelegerea problemei J Se citeste cu atentie enuntul.
Se identificd ipoteza si concluzia.
Stabilirea si notarea necunoscutelor. Se identificd marimile necunoscute.

( Pasul 2: ,, Traducerea” in limbaj matematic ) Se exprima cat mai clar legaturile dintre
date, folosind desene, scheme, vizualizari.
Scrierea ecuatiilor Se transpun in limbaj matematic relatiile
Scrierea sistemului de ecuatii dintre valorile marimilor necunoscute.

[Pasul 3: Realizarea rationamentului si redactarea) Se rezolva ecuatia/sistemul de ecuatii,

{ folosind metoda substitutiei, metoda
reducerii sau o variantd mixta.
Rezolvarea ecuatiei/sistemului de ecuatii Se redacteaza clar pasii parcursi, se scrie
solutia sau multimea solutiilor.
( Pasul 4: Verificare si autoevaluare ) Se verifica solutia gasita, folosind ipoteza
problemei.
Verificarea solutiei si interpretarea rezultatului Se interpreteaza rezultatul. Y,

LN

@
) 0 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Vlad si Dragos au cumparat un set de 60 de B Dacé se micgoreaza un numadr real a cu 10, apoi

abtibilduri. Dragos a cumparat cu 12 abtibilduri rezultatul se dubleaza, se obtine acelasi rezultat
mai multe decat Vlad. Determinati numarul
abtibildurilor folosite de fiecare dintre cei doi
copii, in doud moduri.

ca atunci cand se imparte acelasi numar la 3.
Determinati numarul a.

a) cu ajutorul unei ecuatii echivalente cu o n Norma sdptdmanald a unui muncitor este
ecuatie de forma a - x +b = 0; de x piese. Daca muncitorul ar realiza Inca
b) cu ajutorul unui sistem de doud ecuatii 40 de piese, acesta ar realiza triplul normei

liniare, cu doud necunoscute. sdptdmanale. Aflati numarul x.

n Suma preturilor de vinzare a doua obiecte E
este 400 de lei. Daca pretul primului obiect ar
creste cu 15 lei, iar pretul celui de-al doilea

Un pahar are masa de 100 g, iar o cana are
masa de 270 g. Aflati cum trebuie sa distribuim

s-ar micsora cu 5%, atunci suma preturilor de 300 ml de apa in cele doua recipiente, astfel
vanzare ar rimane neschimbata. Aflati pretul incat, la final, acestea sa aiba aceeasi masa.
fiecarui obiect. (Consideram ca 1 1 de apa cantareste 1 kg.)
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* Ecuatii si sisteme de ecuatii liniara

Silviu locuieste in localitatea A, iar prietenul
lui, Dan, locuieste in localitatea B. Distanta
dintre localitatile A si B este de 12 km. Silviu
si Dan au plecat, in acelasi timp, din cele doua
localitati, unul spre celalalt. in momentul

in care cei doi prieteni s-au intélnit, Silviu
parcursese cu 800 de metri mai mult decat
Dan. Aflati ce distanta a parcurs fiecare pana in
momentul Intdlnirii.

In imaginea de mai jos, suma numerelor scrise
in doud casute vecine este completata in cdsuta
situatd deasupra lor.

| 1(1)0 |

[ 13-x [26+2x | 39-x |

a) Completati tabelul, apoi formulati ecuatia
corespunzatoare pentru a determina numarul x.

b) Rezolvati ecuatia si scrieti in fiecare casuta
din tabel numerele descoperite.

L. La cerintele urmatoare alegeti litera care indica varianta corecta,; doar un rdaspuns este corect.

Diferenta a doud numere naturale este 53.
Impartind pe unul dintre ele la celalalt, se obtine
catul 3 si restul 1. Aflati cele doud numere.

Intr-o tabara, au sosit primii 400 de elevi, din
care 60% sunt baieti. Dupa 7 zile, cativa baieti
au plecat, numarul celor ramasi fiind de doua ori
mai mare decat 60% din numarul fetelor. Aflati
numarul bdietilor care au plecat din tabara.

In laboratorul de chimie, Cezara vrea s obtina
un litru de solutie salind cu concentratia de
24%, prin amestec Intre o solutie cu concen-
tratia de 20% si o alta solutie, cu concentratia
de 30%. Determinati cantitatile de solutii
(exprimate in litri) pe care trebuie sa le
foloseasca Cezara in acest scop.

Compuneti o problema care sa se rezolve:

. .. x+5 4
a) cu ajutorul ecuatiei =—;
. . X3 x3y=13
b) cu ajutorul sistemului de ecuatii .
4x-y=11

Se acorda 10 puncte din oficiu.

A. 41 B. 42

10p | 1. Suma a cinci numere Intregi impare consecutive este 2025. Cel mai mare dintre numere este:
407 B. 409 C. 411 D. 413
10p | 2. Pretul unui obiect s-a redus cu 20 lei, apoi s-a mai redus o datd cu 20%. Ca sa se ajungd la pretul
initial, ar trebui facutd o scumpire /majorare cu 30%. Pretul initial a fost:
A. 520 lei B. 5251ei C. 530lei D. 540 lei
10p | 3. Dan parcurge o distanta cu trei mijloace de transport astfel: % din distanta cu trenul, 5 din distanta
cu feribotul si restul de 12 km cu taxiul. Distanta parcursa cu trenul este de:
A. 220 km B. 210km C. 230km D. 216 km
10p | 4. Pentru un spectacol s-au vandut 124 bilete de doua categorii, bilete cu 12 lei si bilete cu 20 lei,

incasandu-se 1832 lei. Numarul biletelor cu 20 lei a fost:
C. 43 D.

44

II. La problemele urmdtoare se cer rezolvari complete.

10p

1. Numaratorul unei fractii ordinare este cu 4 mai mic decat numitorul. Dubland numaratorul si
marind numitorul cu 1 se obtine o fractie echiunitara. Aflati fractia de la care se porneste.

20p

cele doua fete.

2. Ana si Maria au impreuna o suma de bani. Daca Ana i-ar da Mariei o sesime din suma sa, atunci
Maria ar avea jumatate din cat i rimane Anei. Dacd Maria i-ar da Anei o zecime din suma sa,
atunci Ana ar avea cu 96 lei mai mult decat ii raman Mariei. Aflati ce suma de bani au Tmpreuna

20p

Calculati suma si produsul numerelor.

. - . 5. . . 1
3. Suma inverselor a doud numere rationale este —, iar diferenta inverselor numerelor este r
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Produsul cartezian a doua multimi nevide.

Sistem de axe ortogonale in plan

@Produsul cartezian a doua multimi nevide

Perechea (a, b) este ordonatd dacd si numai daca pentru a # b are loc (a, b) # (b, a).
Doua perechi ordonate (a, b) si (¢, d) sunt egale dacd si numai dacaa=csib=d.

Rezolvam si observam

Problema 1. In vacanti, Matei si Vlad isi petrec diminetile in aceleasi trei locuri de joaca din oras, hotarand
in fiecare zi, individual, unde doresc sa mearga. Ei parcurg distanta pana la locul de joaca pe trasee diferite.
a) Determinati numarul de trasee folosite de cei doi copii.

b) Determinati probabilitatea ca cei doi sd meargd simultan in acelasi loc de joaca.

Solutie: Notam cu M locul in care este casa lui Matei si cu V' locul in care este cea .
’ ; Vlad Matei

alui Vlad. Notam cu L, L, L, cele trei locuri de joaca. Vom avea traseele ilustrate

in schita aldturata. M

Fiecare drum determina o pereche ordonata, in care prima componenta este unul

dintre copii, iar a doua componenta este locul de joaca spre care merge.

Fied={V,M} siB={L,L, L.}.ldentificam multimea de perechi ordonate:

(VL) (V.L). (V. L), (M. L), (M. L), (M, L)}

Notam aceastd multime 4 x B si citim: ,,Produsul cartezian al multimilor 4 si B”.

b) Sunt posibile urmatoarele cazuri de a merge la locurile de joaca:
(L,L),(L,L),(L,Ly),(L,L),(Ly,L,),(L,L,),(L,L),(L,L,),(L,L,).

Dintre acestea, sunt favorabile cazurile: (L, L)), (L,, L,), (L,, L,).

Probabilitatea este p = % = % = 0,(3) .

Problema 2. Sara si familia ei s-au  Solutie: Constatam ca fiecdrui perete putem sa-i asociem doud

mutat intr-un apartament nou. culori, deci fiecare perete determina doua perechi ordonate.

1) Noténd cu p,, p,, p,, p, cei patru pereti si cu a, respectiv m cele
douad culori, putem realiza tabelul:

peretele P, p, Dy p,

culoarea a|m a|m a|m a |m

Pentru vopsirea celor patru pereti ai
camerei, Sara are la dispozitie 2 culori:
alb si mov.

Pentru a decide cum sa coloreze peretii
camerei, ea vrea sd stie cate perechi 2) Datele din tabel conduc la perechile: (p,, a), (p,, m), (p,, @),

exista, astfel incat prima componenta (P, m), (ps, @), (P, ”_')’ P, @), P, m).. Considerztim multimile
A=1{p, Py PP, $1B={a, m}. Obtinem multimea:

{(pp a)a (pla m)a (pza a)a (pza m)a (p35 (1), (p3a m)a (p4a Cl), (p45 m)}:
: pe care o notdm cu 4 x B.
acestuia. Se pot forma 8 perechi ordonate corespunzatoare cerintei problemei.

sa fie un perete al camerei, iar a doua
componentd si fie culoarea asociata

colorare a camerei!
Fiecare posibilitate de colorare a camerei presupune sa stim ce culoare va avea fiecare perete, numarul lor fiind
16 (cu regula produsului). Fiecare perete poate fi colorat in 2 moduri, deci pentru colorarea camerei (a celor 4



Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitie: Fie A si B doud multimi nevide.

Se numeste produsul cartezian al multimilor 4 si B si se Ax B = {( a b) ‘ acA. be B}
noteazd A x B multimea perechilor (a, b) cu proprietatea ca > ’

a este element al multimii 4, iar b este element al multimii B.

Produsul cartezian poate fi reprezentat si sub forma unor diagrame care ilustreaza atat asocierea, cat si sensul
asocierii (ordinea componentelor perechilor).

Exemplu: Fie multimile 4 = {2, 4, 6} si B= {1, 3}.
Atunci, 4 x B = {(2,1), (2,3), (4,1), (4,3), (6,1), (6,3)} se poate reprezenta sub forma urmatoarelor doua

diagrame.
(2,3) 4,3) (6,3)

©R

A xB

1 [ ]
( )B 2,1 4, 1) (6, 1)

) )

Numarul elementelor produsului cartezian 4 x B este 3 -2 = 6.

Dacd 4 si B sunt multimi diferite, atunci 4 x B#=B x 4.

Exemplu: Pentru multimile 4 = {2,4, 6} si B= {1, 3} de mai sus, avem:
AxB={(2,1),(23), (4,1),(4,3), (6,1), (6,3)},
BxA={(1,2),(1,4),(1,6), (3,2), (3,4), (3,6) }.

Observati diagrama alaturata.

Daca 4 = B atunci 4 x A se noteaza si A%. De exemplu R x R = R2,

Fie multimile nevide A4 si B astfel incat card 4 = a si card B = b. Observand exemplele de mai sus, deducem
ca fiecare dintre cele a elemente ale multimii 4 genereaza cu elementele multimii B exact a - b perechi.

Teorema
Daca 4 si B sunt multimi nevide si card 4 = q, card(A x B ) = (cardA) . (cardB)
card B=b, atuncicard A x B=a - b.

' Retinem!
o/ R

¢ Pentru multimile nevide 4 si B se defineste produsul lor cartezian 4 x B = {(a,b) | acA,be B}.
* Produsul cartezian se poate reprezenta si prin diagrame sau grafice.

*Daca A #B,atunci A x B# B x A.
* Card (4 x B) = (card 4) - (card B)

* Card (4 x B) = card (B x A).

* Elemente de organizare a datelor
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J o Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Fie 4 si B multimi nevide. Completati spatiile

libere pentru a obtine propozitii adevarate:

a)AxB= {(a,b)]a €....,be ... };

b) Daca card 4 = n si card A = m, atunci
cardAxB =....

c)AxB...BxA.

Fie multimile 4 = {-2; —1; 3} si B= {0; 2}.
Determinati 4 x B,BxA,AxA,BxB.

Se considera multimile:
C= {31} 5i D={reZ|x|<2}.
Scrieti produsele carteziene C x D si D x C.

Daca 4 x B = {(4,0),(-4,2), (-4, 4),
(=4, 6), (=2,0), (-2, 2), (=2, 4), (-2, 6)}
determinati multimile 4 si B.

Dati patru exemple de multimi 4 si B, stiind ca
multimea 4 x B are sase elemente.

In cazurile alese, multimea 4 sa aiba numar
diferit de elemente.

Determinati multimea
Mz{(x,y)erZ ‘x+x-y=—4}.

Aflati multimile 4 si B stiind ca

A x B = {(2, a), (-1, a), (-2, b), (-1, D),
(-2, ¢), (-1, ¢)} si a, b, ¢ sunt cele mai mici
numere Intregi pozitive distincte, cu proprietatea
|c—a-b| =0.

Reprezentarea geometrica a produsului
cartezian 4 x B este redata in figura de mai jos.
Precizati elementele multimilor 4 si B.

y
o--9--r--1}--0---0
SRt 1t
AR
PR SRSt

n Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale

elementele multimilor:

Mlz{(x,y)erZ “x|=3, —3<y<1};
M2={(x,y)erZ ‘|x|£1,y2=4};
M3:{(x,y)erZ ‘(3x)2+y2:10}.

Fie multimile

A={x€eZ 3 el ; si
2x-1

B=<xeZ —4 el ;.
2x+1

Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale
multimea B x 4.

Echipa de organizare a Balului Bobocilor
decide ca are nevoie de doi prezentatori, o fata
si un baiat. La selectie, participa 5 fete: Denisa,
Elena, Larisa, Gabriela, Harieta si 3 baieti:
Andrei, Liviu, Cristian.

a) Scrieti multimea F a numelor fetelor si
multimea B a numelor baietilor care au
participat la selectie folosind pentru numele
copiilor doar initiala.

b) Scrieti multimea F' x B, apoi B x F.

c) Aflati in cate moduri se poate alege perechea
de prezentatori. Justificati raspunsul dat.

Pentru reprezentarea din figura de mai jos,
identificati coordonatele punctelor marcate.
Copiati desenul pe caiete si completati spatiile
libere, urmand modelul: A(4, 3).

Y
E 3 A
24D
F 1 c
B
-3: -2 =13 O] 1@ 2 3i 4
-1
_'»H P
G




@Sistem de axe ortogonale

Se numeste axa a numerelor o dreapta pe care s-au fixat o origine (punctul O), o unitate de masura si un
sens de parcurgere. Distanta dintre doua puncte 4 si B situate pe axa este 4B = |x, —x |.

Putina istorie

René Descartes, cunoscut si sub numele Cartesius, a fost filosof si
matematician francez. A trait intre anii 1596—1650. De numele lui se leaga
multe dintre conceptele stiintifice. intre numeroasele contributii in matematica
este si crearea geometriei analitice, acea ramura a matematicii care studiaza
geometria utilizand calculul algebric.

In acest scop, se definesc sisteme de coordonate pe dreapta sau in plan (sistem
de coordonate carteziene sau reper cartezian).

Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitie:
O pereche ordonata de axe perpendiculare (ortogonale) care au aceeasi origine se numeste
sistem de axe ortogonale sau reper cartezian ori sistem de coordonate in plan.

e Originea comuna a celor doud axe se numeste originea sistemului y
de axe sau originea reperului cartezian. Se noteaza, de regula, cu O.
e Axa orizontald se noteaza cu Ox si se numeste axa absciselor.

Sensul de parcurgere este de la stanga la dreapta. 1
* Axa verticald se noteaza cu Oy si se numeste axa ordonatelor.
Sensul de parcurgere este de jos in sus. 0 1 "
*  Reperul cartezian se noteaza xOy sau (Ox, Oy).
In plan, se considera un sistem de axe ortogonale xOy. YA
Fiecarei perechi de numere reale (a, b) € R x R 1i corespunde un unic punct
in plan, care se reprezinta astfel: vy B N 'M
— se reprezintd pe axa Ox punctul 4, avand coordonata a; :
— se reprezintd pe axa Oy punctul B, avand coordonata b; A 4
— se deseneaza dreptunghiul avand varfurile O, 4 si B; O x'M ?

— al patrulea varf al dreptunghiului, notat cu M, este punctul cautat.

M se numeste reprezentarea geometrica a perechii de numere reale (a, b).

Numerele a si b se numesc coordonatele punctului M. Acestea se mai noteaza si x, , respectiv y, .

Punctul M se mai noteaza si M(x,, y, ). Se citeste ,,Punctul M cu coordonatele x, siy, .

Coordonata x, = a se numeste abscisa punctului M, iar coordonata y,, = b se numeste ordonata punctului M.

Reciproc, fiecarui punct P din plan i se asociaza, in mod unic, o y

pereche de numere reale (x, y), notata si (x,,, y,,), care se determind P
astfel: din punctul P se traseaza perpendicularele pe axele de Vp forreereranenenas °
coordonate, care vor intersecta axa Ox in punctul de coordonata

x, si axa Oy 1n punctul de coordonata y,,. V
Numerele x,, si y, sunt coordonatele punctului P. 0 Xp =

* Elemente de organizare a datelor

agy
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Concluzie: Intre multimea punctelor din plan si multimea perechilor de numere reale (x, ) exista ,,o corespondenta
unu la unu™.
Unitatea de masura aleasa pentru cele doud axe este aceeasi.

y
Stim sa aplicam, identificam conexiuni 3

A 3 - P B olM
In figura alaturata, sunt reprezentate punctele o 2

0(0,0); 4(V8,0); B(0.5); M(V8.V5); P(=/3,2) si 0(1,5:-V2). 1

Observatii: 4

* Un punct este situat pe axa Ox dacd si numai dacd are ordonata nuld, 2 -1 0 > 3 X
adicda M € Ox <y, =0. In desen avem 4 € Ox. -1 o

Un punct este situat pe axa Oy dacd si numai dacd are abscisa nula, adica -2 0
M e Oy < x,=0.Indesen avem B € Oy.

»  Originea reperului cartezian are coordonatele O(0, 0)

In desenul alaturat, punctele 4, B, C, D, O sunt situate pe axa Ox: A(-3, 0),

B(-2, 0), 00, 0), C(1, 0) si D(3, 0), iar punctele £, F, G, P, M sunt situate pe Y

dreapta orizontald care intersecteaza axa Oy in punctul de ordonata 2. EF _IGP M

Doua puncte situate pe aceeasi dreapta orizontald au aceeasi ordonata.

Avem E(-3, 2), F(-2, 2), G(0, 2), P(1, 2), M(3, 2), deciy, =y, =Ve=YVp=V\r
Distanta dintre doud puncte 4 si B, situate pe aceeasi dreapta orizontala, este
AB = | Xp—Xy |

h Y W

In desenul alaturat, 4, O, B, C € Oy: A(0, 1), O(0, 0), B(0, 1), C(0, 2).

Doua puncte situate pe aceeasi dreapta verticala au aceeasi abscisa.

Punctele D, E, F, G sunt situate pe dreapta verticala care intersecteaza axa Ox

in punctul de abscisa 3 si D(3, —1), E(3, 0), F(3, 1) si G(3, 2).

Distanta intre doud puncte 4 si B, situate pe aceeasi dreapta verticala este 3IE

AB=|yp -y, 0 X
A

=
B

Distanta dintre doui puncte, 4(x , y,), B(x,, ,), in plan, este datd de formula:

AB=\/(xB —xA)2 +(yB —yA)z.

Demonstratie:

Consideram punctul E(x,, y ). Atunci, AE =|xz—x,

Aplicand teorema lui Pitagora in AABE, avem:
AB?= AF* + BE>. o g X

a . 2 2 . .
Tinand cont ca | Xp—X A| = (xg —-X A) , obtinem formula de mai sus. A

, lar BE=|yB—yA|. Y, E

Problemd. Intr-un sistem de axe ortogonale, considerdm punctele 4(3, 2) si B(-1, 3). [
a) Calculati distanta dintre cele doud puncte. :
b) Precizati coordonatele punctelor 4, B, si M|. Folosind informatiile prezentate |

mai sus, identificati abscisa punctului M, mijlocul segmentului 4B. B

Solutie:
a) AB:\/(XB—XA)2+(yB—yA)2 :>AB=\/(—1—3)2+(3—2)2 ~J17.

b) Se observa usor ca M, este mijlocul segmentului 4 B, .

MM, este linie mijlocie in trapezul 4 B BA, adica MM || Oy, deci M si M| au aceeasi abscisa: x = 1.



Tema de portofoliu

1) Consideram punctele M(x,, y,) si P(x,, y,). Alegeti cite 4 perechi de valori convenabile pentru
coordonatele celor doua puncte si reprezentati-le in sisteme de coordonate diferite.
2) Pentru fiecare dintre cele 4 cazuri, identificati, folosind un rationament similar celui de la pag. 94,
.. . . . . + . AF
coordonatele mijlocului segmentului MP si comparati-le cu numerele %, respectiv Iu T Vp
) X Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
n Fie punctul A(a, b). Completati, pe caiet, n Se considera un sistem de axe ortogonale xOy.
spatiile libere cu unul dintre cuvintele: a) Punctele A(=3, a), B(1, b — 1), C(4, 2¢ — 6)
coordonatele, abscisa, ordonata, pentru a apartin axei Ox. Calculatia + b + c.
. o - A U R
obtine propozitii adevarate: b) Calculati —+—+—, stiind ca punctele
a) a este ... punctului 4; q r s
b) b este ... punctului 4; Oq — \/5, =2),R(r— NCE 4,-1),

¢) asi b sunt ... punctului 4.
Completati, pe caiet, spatiile punctate. S(_S +. VI8, 1) sunt situate pe axa Oy.
Distanta dintre punctele A(x, y,) si B(x,y,) este n Precizati coordonatele punctelor reprezentate

J J?i)lss.istemul de coordonate din desenul de mai

Reprezentati in acelasi sistem de axe y

ortogonale punctele A(1, 3), B(2, 0), C(-2, 4), B -

D(-3,0), E(~4,2), F(0, -3), G(-2, -2). N SR o

Fie punctele A(3, 0), B(—5, 0), C(0, —2), D(0, 4). E G i

a) Reprezentati intr-un sistem de axe 1 E (0) ‘ | X
ortogonale xOy punctele 4, B, C si D. : 1 F

b) Reprezentati in acelasi sistem de axe i D !
ortogonale punctele 4', B’, C' si D' (‘j ______ i
simetricele punctelor 4, B, C, respectivD, — f------ ‘E
fata de punctul O. n Intr-un sistem de coordonate se considera

Fie punctele E(2, 3), F(—3, 2), G(3, -1). punctele A(3, 2), B(—1, 2), C(-1, -2) si D,

a) Reprezentati intr-un sistem de axe simetricul punctului 4 fatd de axa absciselor.
ortogonale xOy punctele E, F, G si a) Determinati coordonatele punctului D.
simetricele lor fatd de axa Ox. b) (?ﬁcgla‘;i lungimile segmentelor 4B, BC, CO

si AC.

b) Notati P, O, respectiv R, aceste puncte si T 5
¢) Aratati ca ABCD este un patrat.

determinati coordonatele lor. ] )
C . m a) Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale
Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale: punctele M(2, 5), N(0, 1).
a) punctul P(4, 3) si calculati OP; b) Calculati lungimea segmentului MN.
b) punctele A(=3, 0) si B(2, 0) si calculati 45; c) Fie P(4, y). Determinati numarul y, astfel incat
¢) punctele C(0, 6) si D(/13, 0) si calculati CD. triunghiul MNP sa fie isoscel, cu baza NP.
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Dependente functionale

Rezolvam si observam

O fisa de monitorizare a temperaturilor inregistrate la o statie meteo contine urmatorul tabel:
Ora 4:00 8:00 12:00 16:00 | 20:00 | 24:00
Temperatura -6°C -5°C| 0°C 2°C -5°C | =7°C

a) Citim acest tabel: La ora 4:00, temperatura aerului era de —6°, la ora 8:00, temperatura era de —5° si asa
mai departe, adica temperatura depinde de ora la care a fost masurata.

b) Stabilim relatia de dependenta dintre ora la care s-a masurat temperatura si valoarea acesteia:
4:00 > —6 °C; 8:00 > =5 °C; 12:00 — 0 °C; 16:00 — 2 °C; 20:00 — =5 °C; 24:00 — —7 °C.

c¢) Daca notaim cu 4 multimea orelor la care s-a masurat
temperatura si cu B multimea valorilor inregistrate de
termometru, dependenta descrisd poate fi evidentiata si prin
diagrama alaturata.

d) Urmarind sagetile care indica dependenta, observam ca fiecarui
element din multimea A i corespunde un singur element din
multimea B.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitie: Fiind date doud multimi nevide 4 si B, vom spune ca intre ele are loc o dependenta functionala,
daca, printr-o regula oarecare, facem ca fiecarui element al multimii A sd-i corespunda un singur element al
multimii B.

Dependentele functionale se pot reprezenta prin tabele, diagrame circulare, diagrame coloane sau bare, grafice,
poligonul frecventelor.

Problema I: In tabelul alaturat, este redati dependenta functionala dintre x 0 3 9
marimile x si y. Aflati numarul a. y=x-3 -3 0 a
Solutie: a=9 -3 =6.

Problema 2: Intr-o clasi sunt 25 de elevi. Nu a lipsit niciun elev de la test, asa ca se stabileste o dependenti
functionald intre multimea elevilor clasei si multimea notelor obtinute. Elev 1 — nota 6, Elev 2 — nota 7,

Elev3 — nota 6, ..., Elev 25 — nota 7, unele note fiind luate de mai multi elevi. Numarul de aparitii ale
notei 6 se numeste frecventa absoluta a acesteia.
Rezultatele obtinute la ultima evaluare sumativa sunt redate in tabelul nofa s 161 7 1819l 10

alaturat, numit tabel de date. Acesta reda dependenta functionald dintre or de
nota acordata si frecventa acestei note. Astfel de dependente sunt foarte aparitii L3 1416615
utile pentru studiul evolutiei elevilor dintr-o clasa.
Reprezentarile prin diagrame sau grafice, calcularea mediei, dau informatii succinte, care pot fi comparate cu
cele de la alte teste si care pot indica progresul clasei, in timp.

Graficul unei dependente functionale de la multimea 4 la multimea B este multimea perechilor (x, y), x € 4,
y € B, astfel incat lui x 1i corespunde y.




Vom reprezenta datele oferite de tabelul din problema 2 in diferite moduri:

Diagrame Venn-Euler

a) Se reprezintd multimile intre care
are loc dependenta functionald.

b) Se asociaza, prin sageti, fiecarui
element al primei multimi elementul
corespunzator din a doua multime.

Reprezentare prin coloane
sau batoane

frecventa
6 T —
5 —_ — — — = 4 —
4 —_—
3¢ —
2
1
I nota
o] 5 6 7 8 9 10

a) Se reprezintd, intr-un sistem de axe de coordonate, punctele
corespunzatoare graficului dependentei functionale.

b) Se reprezinta segmentele verticale cu un capat in unul dintre
aceste puncte si celdlalt pe axa Ox, numite coloane sau
batoane.

In reprezentarea de mai sus, segmentele rosii sunt coloane sau
batoane.

Poligonul frecventelor a) Se reprezinta, intr-un sistem de axe de coordonate, punctele

corespunzatoare graficului dependentei functionale.

frecventa b) Se reprezinta linia franta determinata de segmentele obtinute unind,

nota

—
o= — — -

- - = = =

o — — — —— — —
co———————|—

in ordine, punctele desenate. Aceasta linie se numeste poligonul
frecventelor (in desen, linia formata din segmentele albastre).

Observatie: Poligonul frecventelor ne ajutd sa comparam frecventele a
doua valori (note) diferite, sa observam care dintre aceste valori (note)
are ponderea mai mare, sa estimam media valorilor (notelor).

In cazul acestei probleme, notele de 8 si de 9 au ponderea cea mai
mare (dominantd), iar nota 5 are ponderea cea mai mica. Putem estima
10 ca media clasei la aceasta evaluare este aproximativ egala cu 8.

Folositi calculatorul si calculati media ponderata.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Problema 1: Determinati ultima cifrd a
numarului 2” + 3", unde n este numar natural
nenul.

Prin calcul, rezulta ca ultima cifra a
puterilor lui 2 si ale lui 3 se repeta din 4 in 4.
Scriem acest lucru printr-o dependenta
functionala intre forma numarului » (de
fapt, restul prin Tmpartire la 4) si ultima
cifra a puterilor lui 2, respectiv ale lui 3,
reprezentate prin tabele.

Realizam un nou tabel, in care completam
datele aflate si care ne ajuta sa identificdm o
atreia dependenta functionala: intre forma
numadrului » si ultima cifrd a numarului
27+ 3m,

nuljg;“u?ui n=4k| n=4k+1 | n=4k+2 | n=4k+3
u(2"y 6 2 4 8
nui:;ﬁui n=4k| n=4k+1 | n=4k+2 | n=4k+3
(3" 1 3 9 7
nan(i;nuellui u(2") u(3") u(2" + 37
n=4k 6 1 7
n=4k+1 2 3 5
n=4k+2 4 9 3
n=4k+3 8 7 5
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Problema 2: Fie multimea 4 = {4, -3, -2,

si corespondenta de la 4 la multimea numerelor naturale:

xX—>y=|x]|

a) Justificati faptul ca intre 4 si N are loc o dependenta
functionala.

b) Reprezentati graficul dependentei.

Solutie: a) Modulul oricarui numar intreg este un numar

natural unic, deci corespondenta x — y =

dependenta functionala.

c¢) Aceasta dependenta este reprezentata prin graficul din
imaginea aldturata, format din punctele de coordonate
(x, | x|),cux e A.

| x | defineste o

_15031,25354} |
DZ
T____“h____T
C, C,
I = 1T — 7 |
B B
Il e — -
| | | .1—420—TA1| | |
) U S R S -
0

Punctele 4 (1, 1), 4,(-1, 1), B,(2, 2), B,(-2, 2),
C/(3,3),C(-3,3),D,4,4), D,(-4, 4) formeaza
graficul dependentei functionale.

Exista numeroase alte tipuri de tabele care ajuta la sintetizarea datelor culese pentru studii statistice si tipuri de
diagrame prin care se reprezintd dependentele studiate. Pe unele dintre ele le vom cunoaste prin aplicatii.

Retinem!

® Corespondenta x — y de la multimea nevida A4 la multimea
nevida B este o dependenta functionala daca aceasta face
ca fiecarui element al multimii 4 sa-i corespunda un singur

element din multimea B.

Dependentele functionale se
pot reprezenta prin: tabele,
grafice, diagrame.

; J X¥ Exersim, ne antrendm, ne dezvoltim

.. Un kilogram de struguri costad 7,5 lei. Aflati
cat platim pentru 2 kg, 3 kg, 4 kg, 5 kg, 8 kg,
respectiv 10 kg de struguri. Scrieti aceste date
in tabelul de mai jos:

Cantitatea de

struguri (kg) L12(3]4]38

10

Suma platita (lei) | 7,5

E Calculati aria unui patrat cu latura /, exprimata
in centimetri, unde / € {2; 3.5; 6; 10,4;v/201}.
Scrieti datele obtinute intr-un tabel.

Reprezentati, prin diagrame, dependenta
functionala dintre raza unui cerc si lungimea
cercului, pentru valorile 7 ale razei, exprimate
in centimetri, unde r € {1; 2,5; 0,75; 4,4}.

n Un ciclist se deplaseaza cu viteza medie de

18 km/h. Scrieti distantele parcurse de ciclist

in 2 ore, 3 ore, 4,5 ore, 300 min si completati
datele pe caiete, intr-un tabel, dupa modelul dat:

2h
36 km

Timpul

Distanta parcursa

B Perimetrul unui dreptunghi este egal cu 24 cm.

a) Exprimati lungimea dreptunghiului in functie
de latimea acestuia.

b) Calculati lungimea dreptunghiului, stiind ca
latimea ia, pe rand, valorile: 2 cm, 3 cm, 4,5 cm,
5 cm. Scrieti datele obtinute intr-un tabel.
Reprezentati dependenta / — L folosind
graficul.

Elevii unei clase au obtinut la un test urmatoarele
note: 9, 8,4,7,8,9,7,8, 10, 10, 5, 8,9, 6, 9, &,
10,7,7,6,4,8,9,8,09.

Nota 4 1516|789
Numar elevi

10

a) Completati pe caiet, asociind fiecarei note
frecventa ei in datele prezentate.

b) Calculati media clasei.

c¢) Reprezentati grafic dependenta dintre notele
obtinute si frecventa acestora.

d) Reprezentati prin diagrame dependenta dintre
notele obtinute si frecventa acestora.

e) Precizati nota cu ponderea cea mai mare.



n Fie dependenta functionald x — y, de la multimea m In diagrama de mai jos, sunt prezentate

{0, 1,2,3,...,9} lamultimea N, data de regula preferintele elevilor unei clase pentru studiul
,,v este ultima cifra a numarului x*”. celei de-a doua limbi straine. Aflati numarul
a) Determinati multimea valorilor pe care le elevilor din clasa si numarul elevilor care
poate lua y. prefera limba italiana
b) Reprezentati dependenta functionala intr-un
tabel.
c¢) Reprezentati dependenta prin grafic si prin L.F. — limba francezi
diagrame. L.G. — limba germana
In desenul de mai jos, este reprezentarea grafica LI —limba italiand 8 elevi

a unei dependente functionale x — y.

a) Determinati coordonatele punctelor 4, B, C, L.G.
D, E, F, stiind ca abscisa punctului D este 5. n In diagrama de mai jos, sunt reprezentate efecti-
b) Reprezentati aceasta dependentd functionala vele claselor a VII-a (numarul elevilor din
prin tabel, apoi prin diagrama Venn-Euler. aceste clase) dintr-o scoald. Coloanele albastre
reprezintd numarul baietilor, iar coloanele rosii
y E reprezintd numarul fetelor din fiecare clasa.
------- ’ }
D : numar.
- elevi
I T »
— —— X
B 5
C

n Stabiliti care dintre urmatoarele reprezentari
sunt dependente functionale:

il

>
aVIl-aA aVIl-aB aVIl-aC aVIl-aD clasa

a) Determinati, cu ajutorul diagramei, efectivul
fiecarei clase.

b) Calculati numarul baietilor de clasa a VII-a,
din acea scoala.

c) Identificati clasele in care numarul fetelor este
mai mare decat numarul baietilor.

d) Determinati efectivul mediu al claselor a
VllI-a din scoala.

e) Observati diagrama si completati, pe caiete,
tabelul de date in baza caruia a fost realizata
diagrama, urmand modelul:

Clasa |aVIl-aA|aVIl-aB |aVIl-aC |aVIl-aD
Numarul
fetelor 16
Nﬂm?.ml 12
baietilor
Efectl\{ul 28
clasei
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L. La cerintele urmatoare alegeti litera care indicad varianta corectd, doar un raspuns este corect.

Se acorda 10 puncte din oficiu.

5p |[1. Se considerd punctele 4 (-3,8) si B (0,4). Lungimea segmentului 4B este:

A. 6 B. 5 C. 7 D. 8
5p | 2. Daca C(0,-5), D (a,3)si CD = 10, atunci valoarea pozitivd a numarului a este:

A. 6 B. 7 C. 5 D. 4
5p | 3. Simetricul punctului £ (-3, 2) fatd de originea sistemului de axe ortogonale este punctul F.

Coordonatele punctului F sunt:

A. (-3,2) B. (-2,3) C. (-3,-2) D. (3,-2)
5p [4. Fiepunctele A(—4, 1), B(-1,5), C(2, 5), D(5, 1) intr-un sistem de axe ortogonale.

Perimetrul patrulaterului ABCD este:

A. 25 B. 26 C. 22 D. 28
5p | 5. Dacd multimea 4 are trei elemente, atunci produsul cartezian 4 X 4 are:

A. 3 elemente B. 6 elemente C. 9 elemente D. 27 elemente
5p [6. Dacad xB=1{(2,4),4,a),(6,4),(2,b),(4,6),(6,b)}, atunci multimea B este:

A. {4,6} B. {4,2} C. {2,4} D. {2,6}
5p | 7. Tabelul prezentat asociaza fiecareia dintre cele 4 probleme, date la un concurs, numarul elevilor care

au rezolvat-o corect. In total, pentru problemele de concurs, s-au primit 221 de rezolviri corecte.

Problema 1 2 3 4
Numar elevi | 27 |[2a—1 a+25|a+10

Problema 3 a fost rezolvata de:

A. 45 elevi B. 55elevi C. 65elevi D. 75 elevi
5p |8. In tabel urmitor, este inregistrat cursul de schimb euro-leu, pe parcursul unei siptimani.

luni marti | miercuri joi | vineri | sambata | duminica
4,59 4,57 4,56 4,53 | 4,54 4,53 4,53
Cursul mediu euro-leu, pentru aceasta saptamana, a fost:

A. 457 B. 4,56 C. 454 D. 4,55

II. La problemele urmatoare se cer rezolvari complete.

10p | 1. In tabelul aliturat este prezentati o dependenta
: N . N - X -3 | 2 | -1 0 3
functionald. Reprezentati aceasta relatie 1
intr-un sistem de axe ortogonale. Y 2| 3]+ 4
10p (2. O harta est-e reahzatavla scara 1/500 000. Distania pe harta (cm) | 5 75 2
Completati tabelul alaturat tinand seama .
. . : Distanta pe teren (km) 20 350
de unitatea de masura ceruta. :
3. Intre multimile 4= {x ez | —1<x< 3} si B= {x ez | —4<x< 6} se stabileste o dependenta
functionala dupa regula x — y, y = —2x + 3. Reprezentati aceasta relatie:
5p [a) intr-un tabel;
5p [b) prin diagrame;
10p [c) folosind graficul.
4. In graficul din desen este prezentati dependenta functionala intre multimile y
AsiB. T
34
5p |a) Determinati multimile 4 si B. oL - I ~
5p |b) Gasiti o formuld cu ajutorul careia se exprima y in functie de x. N .
| | X
S R




Patrulaterul

4.1 Patruleter convex. Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex
4.2 Paralelogramul: proprietati. Aplicatii in geometria triunghiului

4.3 Paralelograme particulare: dreptunghi, romb, patrat

4.4 Trapezul: clasificare, proprietati. Linia mijlocie in trapez

4.5 Perimetre si arii

Competente specifice:




Patrulater convex.

e Patrulaterul

Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex

Trei puncte necoliniare determind un triunghi.

Daca le notam 4, B si C, vorbim despre triunghiul ABC si scriem ,,A4BC”.

Teorema 1. Suma masurilor unghiurilor interioare ale unui triunghi este 180°.

Teorema 2. In orice triunghi, lungimea unei laturi este mai mici decat suma lungimilor celorlalte dou.

Geometria este fascinantd, multe rezultate geometrice, referitoare la figuri geometrice diferite, ne surprind cu
componente comune, asemanatoare atit in ceea ce priveste enuntul, cat si in ceea ce priveste concluzia. Vom
observa astfel de asemanari in cele ce urmeaza.
Patru puncte, oricare trei necoliniare, determina un patrulater'. Daca le notam 4, B, C si D, vorbim despre
patrulaterul ABCD. Din pacate, nu avem o notatie ca la triunghi; prin urmare, vom scrie: ,,patrulaterul ABCD”".
Fiecare dintre figurile alaturate D D D B
indeplineste conditia de a fi 4
determinat de patru puncte,
oricare trei necoliniare, deci

H toate aceste figuri geometrice ¢ B C

sunt patrulatere. B A C A

Fig. l.a Fig. 1.b Fig. 1.c
Descoperim, intelegem, exemplificam

Punctele 4, B, C, si D se numesc varfurile patrulaterului.

Segmentele AB, BC, CD si DA se numesc laturile patrulaterului. Putem considera
si dreptele care includ laturile patrulaterului si le vom numi dreptele suport ale
laturilor patrulaterului (acestea sunt desenate punctat, in figurile 2.a, 2.b).

Sa analizam figura 2.a in comparatie cu figura 2.b.

1) Infigura 2.a, oricum am alege o latura, dreapta suport a acesteia nu intersecteaza
alta latura, decat cel mult in varfurile patrulaterului, ceea ce nu se intampla si
in figura 2.b.

2) Oricum am alege o latura a patrulaterului din figura 2.a, celelalte doud varfuri se
afla de aceeasi parte a dreptei suport a acestei laturi, in timp ce, la cel din figura
2.b, punctele C si D sunt situate de o parte si de alta a dreptei suport a laturii AB.

Definitia 1: Se numeste patrulater convex un patrulater in care dreapta suport a
oricarei laturi intersecteaza celelalte laturi, cel mult, in varfurile patrulaterului.

Patrulaterele cu proprietiti analoage celui din figura 2.a sunt patrulatere convexe’. Fig. 2.b

IE' Definitia 2: Un patrulater in care oricare doud laturi se intersecteaza cel mult in virfurile patrulaterului
si care nu este convex se numeste patrulater concav.

Patrulaterele din figurile 1.b si 2.b sunt patrulatere concave.

Observatia 1. Un patrulater este convex dacd, pentru oricare dintre laturi, doua varfuri ale patrulaterului se
afla de aceeasi parte a dreptei sale suport. In figura 2.b, dreapta suport a laturii AB taie latura CD in M, care
nu este varf al patrulaterului, iar varfurile D si 4 sunt de o parte si de alta a dreptei BC.

' Pentru analogie cu definitia triunghiului si pentru simplitatea formularii, optdm pentru aceasta definitie, mai putin folosita, a patrulaterului.
2

109 in clasa a VII-a vom studia doar patrulaterul convex, uneori, numindu-1 simplu patrulater.



Observatia 2.

Daca patrulaterul 4BCD este convex, atunci
schimband circular ordinea varfurilor, el raimane
convex. (fig. 3.a)

Prin schimbdri circulare, obtinem patrulaterele: - A9 B
BCDA, CDAB si DABC. Nicio alta schimbare . ABC?’ . ACBD nu este
Fig. 3.a patrulater convex Fig. 3.b patrulater convex

a varfurilor nu pastreaza proprietatea de
convexitate. (fig 3.b) B
Ordinea vérfurilor in numirea patrulaterului este de mare circular — aici cu sensul de jur fmprejur
importanta, spre deosebire de ordinea varfurilor in numirea

triunghiului, care nu conteaza.

Sa analizam in detaliu un patrulater convex ABCD, punctand asupra notiunilor geometrice pe care le intalnim.

* Punctele 4, B, C si D sunt varfurile patrulaterului.
Varfurile 4 si B sunt varfuri vecine, la fel B si C, C si D, dar si 4 si D.
Varfurile 4 si C, de asemenea varfurile B si D, sunt varfuri opuse.

* Patrulaterul ABCD are laturile: AB, BC, CD si DA.(fig. 4)
Un patrulater convex are:

— doua perechi de laturi opuse: (4B; DC) si (AD; BC);

— patru perechi de laturi alaturate: (4B; BC), (BC; CD), (CD; DA), (DA; AB).
Orice doua laturi alaturate au in comun un punct, varf al patrulaterului.
De exemplu, varful 4 este comun laturilor AB si AD.

* Doua varfuri opuse ale unui patrulater convex determina o diagonala:
segmentele AC si BD sunt diagonalele patrulaterului ABCD.

* Oricare doud laturi aldturate ale unui patrulater convex formeaza cate un unghi. ‘
Unghiurile patrulaterului ABCD sunt: «<DAB, <ABC, <BCD si <CDA.
Varfurile acestor unghiuri coincid cu varfurile patrulaterului: 4, B, C, respectiv D. <
Daca nu este pericol de confuzie, se pot nota cu <4, «<B, «<C, <D si se numesc A
unghiurile interioare sau, mai simplu, unghiurile patrulaterului. (fig. 5) .
* Un patrulater convex are: B
— patru perechi de unghiuri aliaturate: (<4, <B), («B, xC), (xC, «D), (XD, <A); Fig. 5
— doud perechi de unghiuri opuse: (X4, «C) si («B, «<D).
* Partea comuna a interioarelor a doud unghiuri opuse formeaza interiorul
patrulaterului convex.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Teorema 1. Suma masurilor unghiurilor interioare ale unui triunghi este 180°.
Evident, ne intrebam daca pentru unghiurile unui patrulater convex putem descoperi ca suma mdsurilor
unghiurilor sale interioare este un numar constant. Neasteptat, dar raspunsul este afirmativ.

Teorema 2. Suma masurilor unghiurilor interioare ale unui patrulater convex este 360°.

Demonstratie: La geometrie, Inainte de a incepe orice demonstratie,
trebuie sd ne gandim intens la rezultate asemanatoare pe care le cunoastem.
Evident, rezultatul aflat despre ,,suma masurilor unghiurilor...” este cel
referitor la triunghi. Observand ca 360° =2 - 180°, incercam sa identificaim
doua triunghiuri printr-o constructie care sa pastreze cat mai multe unghiuri
ale patrulaterului, dar s apara si triunghiuri.

Construim o diagonala. Fie AC aceasta diagonala. (fig. 6)

o Patrulaterul
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Am obtinut triunghiurile ABC si ACD. Gasim, 1n cele doua triunghiuri, <4, respectiv <4, , unghiuri care sunt

Eldiacente $1 <4, + ¥4, =<4 . Analog, «C| +<«xC, =<«C.

In AABC, <4, +<B +<«C, =180°, iar in AACD, <4, + «D + <« C; =180°. Adunam cele doua relatii si finem
cont de relatiile de la unghiuri adiacente.

LA, + LB+ <XCy + <4, + XD+ () = x4+ <B +«XC + <D =180°+180° =360°.

Am evidentiat, prin rationamentul de mai sus, faptul cd la un rezultat cunoscut anterior am addugat sau am schimbat
ceva si am obtinut un rezultat nou. Astfel de asocieri sunt benefice pentru sedimentarea cunostintelor de geometrie si
pentru dobandirea abilitatilor specifice geometriei.

Retinem!
|

* Un patrulater in care dreapta suport a oricarei laturi nu intersecteaza celelalte laturi decat,
cel mult, in varfurile patrulaterului, se numeste patrulater convex.

* Ordinea vdrfurilor in numirea patrulaterului convex este de mare importanta.

* Suma masurilor unghiurilor interioare ale unui patrulater convex este 360°.

n a) Desenati patrulaterul convex 4BCD. B In patrulaterul convex EFGH au loc relatiile:
b) Scrieti perechile de laturi opuse ale EF = EH, GF = GH, <FEG =28°, <EGH =173°.
patrulaterului. Calculati:
¢) Scrieti perechile de laturi alaturate ale s L. .
i . a) Masurile unghiurilor patrulaterului EFGH.
patrulaterului.
d) Scrieti perechile de unghiuri opuse ale b) Masura unghiului format de diagonalele
patrulaterului. patrulaterului EFGH.
e) Scrieti perechile de unghiuri alaturate ale n in triunghiul ABC cu masura unghiului <4BC
patrulaterului.

de 44°, se considera inaltimea AD, D € BC,
mijlocul M al laturii 4B si bisectoarea DN a
unghiului <4DC, N € AC.

Se considera patrulaterul convex MNPQ, in care
<M =73°, «P=107°, <O =64°.
Calculati masura unghiului <{V.

B Se considera patrulaterul ABCD, in care Stiind ca <AND = <« AMD, calculati masurile
AB 1 AD, BC L CD si <ABD =<«BDC. unghiurilor patrulaterului AMDN.
Demonstrati ca: EA Triunghiul ABC este echilateral; perpendiculara

8) $ABC=ADC; b) AD = BC; ) AC=BD. in punctul B, pe dreapta 4B, intersecteaza

n In desenul de mai jos, dreptele MO si NP dreapta AC in punctul D, iar punctul E este
sunt pa.ralele, iar dreptele MQ si PO sunt mijlocul segmentului BD.
perpendiculare. a) Realizati un desen care sa corespunda date-
lor problemei.
b) Calculati masurile unghiurilor patrulaterului
ABEC.
n Triunghiul ABC este echilateral, iar patrulaterul
Folosind datele inscrise pe figura, determinati convex ABCD are doua unghiuri opuse drepte.
masurile unghiurilor patrulaterului MNPQ. Determinati masurile unghiurilor patrulaterului.



Paralelogramul: proprietati. Aplicatii in geometria triunghiului

@Paralelugramul. Proprietati

[ e anmintin__ A

Axioma paralelelor, cu o lunga istorie si de o importantd deosebita in dezvoltarea geometriei euclidiene
si neeuclidiene, are un enunt scurt si clar: printr-un punct exterior unei drepte se poate construi o singurd
dreapta paralela cu aceasta.
X4 =<x6,x3=<5
Doua drepte paralele formeaza cu o Ll =«7,«2=<8
secantd oarecare: ‘ 14 23 =5 0= =6
—  perechi de unghiuri alterne interne,
alterne externe, corespondente X4=<8,43=x7

congruente; 58 67 x4+ x15=180°
—  perechi de unghiuri interne sau <3+ <x6=180°
externe de aceeasi parte a secantei Fig. 1 <1+ %8 =180°
suplementare. 5+ 47 =180
x2+<«7=180°

\_ ,

In clasa a VI-a, am consumat multd energie rezolvand probleme despre paralelism. Am observat c¢i, uneori,
trebuie sd demonstram cd doua drepte sunt paralele, alteori stim cd dreptele sunt paralele si demonstram alte
proprietati, folosind acest fapt.

Sa ne oprim putin si s admirdm puterea unor termeni din geometrie. O simpla afirmatie prin care aflim cd o
dreapta taie doua drepte paralele atrage dupa sine § congruente de unghiuri si 4 relatii de suplementaritate.
Conditiile suficiente ca doua drepte taiate de o secanta sa fie paralele, carora le spunem criterii de paralelism, ne
invata tehnici prin care demonstram ca doua drepte sunt paralele, folosirea definitiei nefiind intotdeauna eficienta.
In mod natural, apare intrebarea: cate dintre cele 12 relatii dintre unghiuri ar trebui sa fie indeplinite pentru ca
dreptele sa fie paralele?

* Daca doua drepte formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri alterne interne sau o pereche de unghiuri
alterne externe ori o pereche de unghiuri corespondente congruente, atunci dreptele sunt paralele.

* Daca doua drepte formeaza cu o secantd o pereche de unghiuri interne de aceeasi parte a secantei sau
o pereche de unghiuri externe de aceeasi parte a secantei suplementare, atunci dreptele sunt paralele.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Problema: Cu ce proprietati este Imbogatit un patrulater convex de proprietatea de paralelism a laturilor sale
opuse?

* Un patrulater convex care are o pereche de
laturi opuse paralele se numeste trapez.

* Un patrulater convex care are doua perechi
de laturi opuse paralele se numeste
paralelogram. A

D C D C

Trapez Paralelogram

B A B
Fig. 2a Fig. 2b

o Patrulaterul
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Paralelogramul este ,,campion” in privinta bogdtiei proprietatilor.  Dicfionar

Proprietatile paralelogramului au implicatii fascinante in poligon — o figura FOEEE pland, inchisa,

demonstrarea proprietatilor altor poligoane. determinatd de trei sau mai multe

’ segmente (laturi)

Sa analizam figura 2.b, observand, pe rand, laturile paralele AB si CD, apoi laturile paralele AD si BC.

1) AB || DC si secanta AD. Unghiurile 4 si D ale paralelogramului sunt unghiuri interne de aceeasi parte a secan-
tei, deci sunt suplementare, adicd <4 + <D = 180°. Deoarece suma masurilor unghiurilor unui patrulater este
360°, rezulta ca <B + «xC = 180°.

2) AD || BC si secanta AB. Unghiurile 4 si B ale paralelogramului sunt interne de aceeasi parte a secantei, deci
suplementare, adica <4 + «B = 180°. Deoarece suma masurilor unghiurilor unui patrulater este 360°, rezulta
ca <C + <D = 180°. Am obtinut (demonstrat) o prima proprietate a paralelogramului:

Teorema 1. <A + «B =180° <B +<«C=180°

Intr-un paralelogram, unghiurile aliturate sunt suplementare. <C + <D = 180° <A + <D =180°

Folosim aceastd proprietate si observam ca <D este suplementar atat cu %4, cat si cu «<C, deci <4 = «C.
Evident, acelasi rezultat se obtine si pentru <B si <D. Am demonstrat rezultatul:

Teorema 2. <4 =<xC

Intr-un paralelogram, unghiurile opuse sunt congruente. «B=<«D

Sa construim o diagonala (fig. 3). Ne conduce aceasta spre rezultate noi?
Diagonala AC este secantd pentru ambele perechi de laturi paralele ale
paralelogramului. Unghiurile <<DCA si <BAC sunt alterne interne pentru
paralelele AB si CD, iar unghiurile <xDAC si <tBCA sunt alterne interne pentru
paralelele BC si AD, deci diagonala determina, cu laturile opuse, doua perechi
de unghiuri congruente.

Pentru diagonala BD, se obtine un rezultat similar.

Teorema 3. XDCA = «BAC
Fiecare diagonala a unui paralelogram formeaza, «DAC = <«BCA
cu laturile opuse, unghiuri congruente. <CDB = <«A4BD
<XADB = <« CBD Fig. 4

Remarcam faptul ca triunghiurile formate (fig. 4) au elemente congruente. Cu unul dintre cazurile de congruenta
U.L.U. sau L.U.U., obtinem AACB = ACAD, apoi AB = CD si AD = CB. Am ajuns la o noud proprietate a
paralelogramului:

Teorema 4. AB =CD AD = CB
Laturile opuse ale unui paralelogram sunt congruente.

Sa observam figura 5. Am trasat cele doua diagonale ale paralelogramului si am notat cu O punctul lor de intersectie.
S-au format patru triunghiuri care ne atrag atentia. Observam ca <xOAB = <XOCD si <OBA =<« ODC, iar teorema 4
ne spune ca laturile paralele sunt si congruente, deci AB = CD. Prin urmare, AOAB = AOCD (U.L.U.). Atunci,
04 = OC si OB = OD. Am demonstrat, in acest fel, ca punctul O este mijlocul fiecarei diagonale. Vom spune ca
punctul O Injumatateste diagonalele.

Teorema 5. 04=0C

Diagonalele unui paralelogram se injumatatesc. OB = OD




Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Apare acum o noud problema: Care ar fi informatiile care, in ipoteza unei probleme sau pe parcursul rezolvarii,
ne-ar asigura ca un patrulater convex este paralelogram?

Cautam, deci, conditii suficiente ca un patrulater convex sa fie paralelogram. Care dintre proprietatile studiate si
cate dintre acestea sunt suficiente pentru a fi indeplinite si celelalte proprietati ale paralelogramului?

Teorema 6.

Daca un patrulater convex are
doua laturi opuse paralele si
congruente, atunci acesta este
paralelogram.

D C

Fig. 6

Teorema 7.

Daca un patrulater are ambele
perechi de laturi opuse
congruente, atunci patrulaterul
este un paralelogram.

Teorema 8.

Daca intr-un patrulater convex
diagonalele se injumatitesc,
atunci patrulaterul este un
paralelogram.

D C
0

Fig. 7

Teorema 9.

Daca intr-un patrulater
convex oricare doua unghiuri
alaturate sunt suplementare,
atunci patrulaterul este un
paralelogram.

Teorema 10.

Daca intr-un patrulater convex
ambele perechi de unghiuri
opuse sunt congruente, atunci
patrulaterul este paralelogram.

Demonstratie: Consideram laturile opuse AB si CD paralele si congruente.
Pentru ca ABCD sa fie paralelogram, ramane de aratat ca laturile opuse 4D si
BC sunt paralele. Desenam diagonala AC. (fig. 6)

Paralelismul 4B || CD ne oferd congruenta <xCAB = <«xACD.

Din ipoteza, AB = CD, iar AC este latura comuna a triunghiurilor AADC si
ACBA. Folosind cazul de congruentd L.U.L., obtinem AADC = ACBA, prin
urmare <XDAC = <BCA.

Am demonstrat ca 4D si BC formeaza cu secanta 4C unghiuri alterne interne
congruente, deci sunt paralele si, conform definitiei, ABCD este paralelogram.

Demonstratie: Fie triunghiurile AADC si ACBA.

Din ipoteza, AB = CD si AD = BC. Cum AC este latura comuna celor doua
triunghiuri, rezulta AADC = ACBA, deci unghiurile omoloage ale triunghiu-
rilor vor fi congruente. Acestea sunt, insa, unghiuri alterne interne, formate
de cate doua laturi opuse cu diagonala (secantd), rezultand paralelismul
laturilor opuse.

Conform definitiei, patrulaterul ABCD este paralelogram.

Demonstratie: Se formeaza doua perechi de triunghiuri congruente. (fig. 7)

1) In AOAB si AOCD avem: AO=OC, BO= OD, iar <AOB= < COD (unghiuri
opuse la varf). Din cazul de congruenta L.U.L. rezultd AOAB = AOCD,
de unde <OAB = < OCD, adica dreptele AB si CD, cu secanta AC,
formeaza o pereche de unghiuri alterne interne congruente, deci AB || CD.

2) InA40D 5i ACOB avem: AO=OC, OD= OB, iar <AOD= < COB (unghiuri
opuse la varf). Din cazul de congruenta L.U.L. rezultd AAOD = ACOB,
de unde <OAD = << OCB, adica dreptele AD si CB, cu secanta AC,
formeaza o pereche de unghiuri alterne interne congruente, deci AD || CB.
Patrulaterul ABCD are laturile opuse paralele, deci este paralelogram.

Demonstratie: Oricare doud unghiuri alaturate ale unui patrulater convex
pot fi considerate unghiuri interne de aceeasi parte a secantei, pentru doua
laturi opuse ale patrulaterului. Secanta este una dintre celelalte doud laturi.
Folosind criteriul de paralelism corespunzator, rezulta ca laturile opuse ale
patrulaterului sunt paralele. Conform definitiei, patrulaterul este paralelogram.

Demonstratie: Consideram doua unghiuri alaturate, de exemplu <4 si «B.
Din <4 = «Csi «B = «D, rezultd <4 + «B = «<C + «D. Deoarece suma
masurilor unghiurilor unui patrulater convex este 360° rezulta

X4+ <«B=<«C+<«D=180°. La fel pentru perechile de unghiuri alaturate
XA si «D, respectiv «<B si <C, deci conform teoremei anterioare,
patrulaterul este paralelogram.

o Patrulaterul
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Teorema 11.

Daca intr-un patrulater convex unghiurile formate de
o diagonala cu cele doua perechi de laturi opuse sunt
congruente, atunci patrulaterul este paralelogram.

Demonstratie:

Diagonala 4 Cdinfigura 8 formeaza culaturile
opuse perechile de unghiuri congruente
ADCA = «<BAC si «DAC = «xBCA.

Cum acestea sunt alterne interne pentru A5 si
DC cu secanta AC, respectiv alterne interne
pentru AD si BC cu secanta AC, rezulta
AB || DC si AD || BC, adica patrulaterul este
paralelogram.

' Retinem!

!J Un patrulater convex care are ambele perechi de laturi opuse paralele se numeste paralelogram.N
Daca un patrulater este paralelogram, Pentru ca un patrulater convex sa fie paralelogram, este suficient sa fie
atunci: indeplinita una dintre conditiile:

— Laturile opuse sunt paralele.
— Laturile opuse sunt congruente.
— Unghiurile opuse sunt congruente.

— Ambele perechi de laturi opuse ale patrulaterului sa fie congruente.
— Doua laturi opuse ale patrulaterului sa fie paralele si congruente.
— Ambele perechi de unghiuri opuse ale patrulaterului sa fie

Unehiurile aliturat " congruente.

— Unghiurfle alaturate sun — Oricare doua unghiuri aldturate ale patrulaterului sa fie
suplementare. suplementare.

— Fiecare diagonali formeaza cu — Unghiurile formate de o diagonali cu cele doui perechi de laturi
laturile opuse unghiuri congruente. opuse si fie congruente.

— Diagonalele se injumatitesc. — Diagonalele patrulaterului sa se injumatateasca. )

; J o Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
.. a) Desenati un paralelogram ABCD.
b) Identificati:
— perechi de laturi paralele;
— perechi de laturi congruente;
— perechi de unghiuri congruente;
— perechi de unghiuri suplementare.
n Fie paralelogramul ABCD, cu AB =7 cm si
BC=9cm.
a) Aflati valoarea de adevar a propozitiilor.
p,:»CD=7cm”
p,: »AD =9 cm”
p,:»AC>16 cm”
B Construiti paralelogramul MNPQ, pentru fiecare
dintre cazurile:
a) MO =6 cm, <M =50°, MN =4 cm;

b) <N +<«Q=210°, NP=2 - PO =10 cm.

a) Calculati masurile unghiurilor paralelogra-
mului ABCD, stiind ca %4 =100°.

b) Calculati masurile unghiurilor paralelogra-
mului DEFG, stiind ca <D =1,5-(<E).

c¢) Calculati masurile unghiurilor paralelogra-
mului4ABCD, stiind cd %4 + «B + <« C =300°.

Desenati paralelogramul 4ABCD. Fie P

punctul de intersectie a diagonalelor acestuia.

Completati:

a) Daca AC =20 cm, atunci AP = ... cm si
CP=..cm.

b) Daca BP = 7,5 dm, atunci DP = ... dm si
BD = .. cm

Triunghiurile 4BC si BCD sunt echilaterale, iar

punctele 4 si D sunt distincte. Demonstrati ca

patrulaterul ABDC este paralelogram.



n Se considera paralelogramul MNPQ. Punctul £

este este mijlocul segmentului MN, iar punctul
F este mijlocul segmentului PQ.

Demonstrati ca:

a) EF = MQ; b) EF || NP.

In paralelogramul 4BCD, punctul M este
mijlocul laturii 4B, iar DM N BC = {E}.
Demonstrati ca:

a) AADM = ABEM,

b) ADBE este paralelogram.

In paralelogramul ABCD, AB > BC. Bisectoarea
unghiului «BAD intersecteaza latura CD in E,
iar bisectoarea unghiului <xBCD intersecteaza
latura AB in F.

a) Demonstrati ca triunghiul ADE este isoscel.
b) Demonstrati ca AECF este paralelogram.

Fie paralelogramul ABCD cu AC "N BD = {0}
Prin O, se deseneaza o dreapta d care
intersecteaza laturile 4B si CD 1n punctele £,
respectiv F si prelungirile laturilor BC si AD 1n
punctele P, respectiv Q. Demonstrati ca:

a) EO = OF;

b) BPDQ si APCQ sunt paralelograme.

Pe laturile EF si GH ale paralelogramului
EFGH, se considera punctele 4, respectiv

B, astfel incat EF = 3A4E si HB =2BG.
Demonstrati ca:

a) EA = BG;

b) AEBG este paralelogram;

c) dreptele £G, FH si AB sunt concurente.

Punctul P este situat pe latura BC a triunghiului
ABC. Punctele M si N sunt simetricele punctului
P fata de mijloacele laturilor AB, respectiv AC.
Demonstrati ca:

a) punctele M, 4, N sunt coliniare;

b) BCNM este paralelogram.

Punctul M este mijlocul laturii EF,, a triunghiului
DEF. Paralela prin punctul £ la dreapta DM
intersecteaza dreapta DF in punctul N, iar
punctul P este simetricul punctului M fata de D.
a) Demonstrati ca EF || NP.

b) Demonstrati cd MN = PF.

In paralelogramul MNPQ, avem <M > < N.
Fie MR 1. MN, R € NP si PS 1 PQ, SeMQ.
Demonstrati ca:

a) MRPS si NRQS sunt paralelograme;

b) dreptele MP, NQ si RS sunt concurente.

15 |

16 |
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Triunghiul 4BC este isoscel, cu baza BC, iar
AD este bisectoarea unghiului <BAC, D € BC.
Segmentul DP este mediana a triunghiului
ABD, iar segmentul DQ este mediana a
triunghiului ACD.

a) Demonstrati ca «xAPD =<AQD.

b) Demonstrati ca CDPQ este paralelogram.

c) Daca PO N AD = {E}, calculati valoarea

. ED
raportului — .
AD

in paralelogramul ABCD, AD 1 BD,

<CBD =3- (<):ABD) si AB =24 cm. Asociati
fiecarei litere care numeste cerinta, din coloana
intai, cifra care numeste raspunsul corect, din
coloana a doua.

1. 100°
2) <dBC= 2. 120°
b) «C = 3. 60°
4,72 cm
¢) BC= 5.12 cm
P~ 6. 102 cm

Triunghiurile ABC si AMN au aceeasi mediana
AD, iar M ¢ BC. Aratati ca patrulaterul cu
varfurile B, C, M, N este paralelogram.

Fie C mijlocul segmentului 4B. Dreapta d
intersecteaza mediatoarele segmentelor AC

si BC in punctele D, respectiv E, situate de
aceeasi parte a dreptei AB. Demonstrati ca daca
DC = EC, atunci ADEC este paralelogram.

In paralelogramul 4BCD notim cu E si

F mijloacele laturilor DC, respectiv BC.
Dreapta AE intersecteaza BC in G, dreapta AF
intersecteaza DC in H. Arétati ca patrulaterul
DBHG este paralelogram.

In patrulaterul convex ABCD, AC N BD = {0}
Se stie ca A0 = OC si <ABC =<xADC.
Demonstrati ca patrulaterul dat este
paralelogram.

Punctul P este situat in interiorul paralelogra-
mului ABCD, iar E si F sunt pe laturile acestuia.
Folosind datele din figura de mai jos, aflati
masura unghiului <EPF.

o Patrulaterul
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@Aplicatii ale paralelogramului in geometria triunghiului

_teamintin A

1) Se numeste mediana a unui triunghi un segment care uneste unul dintre varfurile triunghiului cu mijlocul
laturii opuse acestuia.

Medianele unui triunghi sunt concurente. Punctul de intersectie a medianelor se noteaza, de reguld, cu G
si se numeste centru de greutate.

2) Se numeste mediatoarea unui segment dreapta perpendiculard pe segment care contine mijlocul sau.
Mediatoarele laturilor unui triunghi sunt concurente. Punctul de intersectie a mediatoarelor se noteaza,
de regula, cu O si se numeste centrul cercului circumscris triunghiului.

3) Se numeste indltime a unui triunghi segmentul determinat de un véarf al triunghiului si piciorul
perpendicularei duse din acel varf pe dreapta suport a laturii opuse.

Inaltimile unui triunghi sunt concurente. Punctul de intersectie a indltimilor se noteazi, de reguld, cu H
si se numeste ortocentru.

4) Se numeste bisectoare a unui unghi semidreapta interioara unghiului care are originea in varful unghiului
si determind, cu laturile acestuia, doud unghiuri congruente.

Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sunt concurente. Punctul de intersectie a bisectoarelor se noteaza,
de regula, cu / si se numeste centrul cercului inscris in triunghi.

e Patrulaterul
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Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitie: Segmentul care uneste mijloacele a doud laturi ale unui triunghi C
se numeste linie mijlocie a triunghiului. E
1) Punctele D, E, F sunt mijloacele laturilor. 4 D

EEE 2) Segmentele DE, EF, FD sunt liniile mijlocii ale triunghiului ABC. 7
B

Teorema 1. Linia mijlocie determinata de mijloacele a doua laturi ale unui triunghi este paralela cu a treia
latura si are lungimea egala cu jumatate din lungimea acesteia.

Demonstratie: Consideram AABC si linia mijlocie MN, M € AB, N € AC.
Prelungim MN cu segmentul NP = MN. Deoarece N este mijlocul segmentului
AC, in patrulaterul AMCP diagonalele se injumatatesc, deci AMCP este
paralelogram. Rezultd ca PC || AM si PC = AM. Dar M este mijlocul laturii AB

si obtinem ca PC || BM si PC = BM, ceea ce arata ca patrulaterul BCPM este
paralelogram. Rezulté succesiv: MP || BC si MP = BC, adica MN || BC si

2MN = BC, iar in final, MN || BC si MN = BTC

Teorema 2. Centrul de greutate al unui triunghi este situat pe fiecare mediana, la doua treimi de varful pe care
il contine si la o treime de mijlocul laturii opuse acestuia.

Demonstratie: Considerdm triunghiul ABC si medianele sale AD si BE.
Dreptele AD si BE sunt concurente, deoarece formeaza cu secanta 4B
unghiuri interne de aceeasi parte a secantei care nu sunt suplementare.
Intr-adevar, <DAB + <EBA < <A+ <B <180°. Notim {G} = 4D N BE.
Fie M si N mijloacele segmentelor AG, respectiv BG.




In triunghiul G4B avem MN linie mijlocie, deci MN || AB si MN = %

In triunghiul CAB avem DE linie mijlocie, deci DE || AB si DE = %
Rezulta ca MN || DE, MN = DE, ceea ce arata ca patrulaterul DEMN este paraleogram si diagonalale sale se
injumatitesc. Obtinem AM = MG = GD si BN = NG = GE. In final, 4G = %AD, GD = %AD, BG= %BE si

GE = %BE . Se demonstreaza analog ca punctul G apartine si medianei CF si CG = %CF ,GF = %CE . Punctul

situat pe mediana 4D, la o treime de baza si doua treimi de varf este unic. Deducem ca cele trei mediane au in
comun acest punct, notat cu G si numit centru de greutate.

Teorema 3. Indltimile unui triunghi sunt concurente. Punctul in care se intersecteazd indltimile se noteaza, de
reguld, cu H si se numeste ortocentrul triunghiului.

Pentru a demonstra aceasta teoremd, vom folosi proprietatile paralelogramului si urmatorul rezultat, invatat
in clasa a VI-a: Mediatoarele laturilor unui triunghi sunt concurente intr-un punct, numit centrul cercului
circumscris triunghiului.

Demonstratie: Prin A, B si C construim paralele la BC, AC, respectiv 4B,

care se intersecteaza, doua cate doud, in punctele 4', B" si C'.

Patrulaterele BCAC' si BCB'A au laturile respectiv paralele, deci sunt paralelograme.
Asadar B', A, C'sunt coliniare si C'4 = BC = AB', adica A este mijlocul Iui B'C'.
Inaltimea AD este perpendiculara pe BC, iar BC || B'C', deci AD 1. B'C'.

Prin urmare, naltimea din 4 a AABC este mediatoare pentru latura B'C" a triunghiu-
lui A'B'C". Cu acelasi rationament, aratdm ca naltimea din B a A4BC este mediatoare
pentru latura A'C" a AA'B'C’, iar inaltimea din C a A4ABC este mediatoare pentru
latura B'A" a AA'B'C'. Stim cd, in orice triunghi, mediatoarele sunt concurente.
In concluzie, indltimile AABC, care sunt situate pe mediatoare, sunt concurente
intr-un punct. Notam acest punct cu H si il numim ortocentru al AABC.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1: Punctul £ este mijlocul laturii BC, a paralelogramului ABCD, cu AC N BD = {0} si AC N DE = {P}.

Demonstrati ca dreapta BP contine mijlocul laturii CD.

Solutie: In paralelogramul ABCD, segmentele AC si BD sunt diagonale, deci D F C
se Injumatétesc si CO va fi mediand in ABCD. ,
Cum si DE este mediana, rezultd ca punctul P este centrul de greutate al 0 P
acestui triunghi, deci mediana din B contine punctul . Daca BP N CD = {F}, oy

atunci BF este mediand si /' este mijlocul laturii CD. 4 B
Aplicatia 2: Fie ABCD paralelogram, AC N BD = {O} si fie M, mijlocul segmentului 40.
Dreapta EF contine punctul M si este paralela cu dreapta BD, E€eBC, Fe CD.
Demonstrati ca punctul O este centrul de greutate al triunghiului CEF.

Solutia I: Din proprietitile paralelogramului, 40 = CO,

iar A0 =2 - MO, deci M0=CTM. (D)

Réamane de demonstrat ca CM este mediana in triunghiul CEF.
Fie EF N AB = {N} si EF N AD = {P}. In AAOB, M este mijlocul laturii 40,

N € AB si MN || OB. Rezulta ca N este mijlocul laturii 4B si MN = %
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in AAOD, M este mijlocul laturii 4O, P € AD si MP || OD. Rezulta ci P este mijlocul laturii 4D si MP este linie
L . DO
mijlocie In AAOD, deci MP = - Deoarece BO = DO, rezulta ca MN = MP. 2)

NO este linie mijlocie In ABDA = NO || AD || BC, iar din ipoteza, NE || OB, deci patrulaterul BENO este
paralelogram, cu EN = BO. Analog, DFPO are laturile opuse paralele, deci DFPO este paralelogram si

FP = DO, de unde EN = FP. Folosind relatia (2), rezulta EM = FM. In concluzie, segmentul CM este mediana
in ACEF, iar din (1), O este centrul de greutate al acestui triunghi.

Solutia a II-a: Construim paralela prin 4, la BD, care intersecteaza dreapta
BCin X'si dreapta CD in Y. Patrulaterele DAXB si DBAY sunt paralelograme

(au laturile opuse paralele). Atunci, in AAOB, MN = % = % ,1ar iIn AABX,
NE = % = %, deci ME = %BD. Analog MF = %BD. Rezulta ME = MF, deci

CM este mediana in ACFE. Folosind (1), rezulta ca O este centrul de greutate al ACFE.

Aplicatia 3: Punctul G este centrul de greutate al triunghiului ABC, iar punctul P este situat in interiorul
triunghiului si este diferit de G. Se considerda M, N, Q simetricele punctului P fatd de mijloacele laturilor BC,
CA, respectiv AB, ale triunghiului.

a) Demonstrati ca punctul G este centru de greutate si pentru triunghiul 4APM.

b) Demonstrati ca dreptele AM, BN si CQ sunt concurente.

Solutie: a) Fie A' mijlocul laturii BC. Deoarece M este simetricul punctului P fata
de A', rezulta ca P, A" si M sunt coliniare si PA' = A'M, deci AA’ este mediana a
triunghiului APM si G este centrul de greutate al acestuia.

b) Analog, G este centru de greutate al triunghiurilor BPN si CPQ. Fie R mijlocul
segmentului AM. Atunci, G € PR si PG =2 GR. Fie S mijlocul segmentului BN.
Atunci, G € PS'si PG =2 GS. Fie T 'mijlocul segmentului CQ. Atunci, G € PT si
PG =2 GT. Obtinem R = S =T, deci dreptele AM, BN, CQ sunt concurente.

Aplicatia 4: Se considera triunghiul ABC si un punct G 1in interiorul sau. Demonstrati cd G este centrul de
greutate al triunghiului ABC daca si numai daca triunghiurile ABG, BCG si ACG au arii egale.

Solutie: Sa observam, mai ntai, ca in cerinta problemei apare sintagma daca si
numai dacd, ceea ce ne spune ca avem de demonstrat doua implicatii:

1) Daca G este centrul de greutate al triunghiului 4ABC, atunci triunghiurile ABG,
BCG si ACG au aceeasi arie.

2) Daca triunghiurile ABG, BCG si ACG au arii egale, atunci G este centru de
greutate n triunghiul ABC.

1) Daca G este centrul de greutate al triunghiului ABC si AG N BC = {M}, atunci
M este mijlocul laturii BC. Construim BD 1 AG, CE 1. AG, D, E € AG.
Folosind cazul de congruentd 1.U., obtinem ABDM = ACEM, de unde
i AG-BD AG-CE
BD = CE sl (‘/4/436 = 2 = 2 :CAACG .

Printr-un rationament similar, se obtine <A BG = A -

decicAd . =A, =Au

. AG-BD AG-CE
atunci =

2)DacacA,, . =A

ABG ACG®

, adicd BD = CE si ABDM = ACEM, deci BM = CM, adica
M este mijlocul laturii BC. Cum G este situat pe AM, rezultd ca G apartine medianei AM. Procedand la fel, din
C/4-/1136 = CA

BCG?

rezultd ca G apartine medianei din B a triunghiului 4ABC, adica G este centrul de greutate al AABC.



Aplicatia 5: Consideram paralelogramul ABCD, cu unghiul 4 ascutit si BM L. AD, M € AD, BN L. CD, N € CD.
Stiind ca H este ortocentrul triunghiului BMN, aratati cd DMHN este paralelogram.

Solutia I: Fie MP si NQ inaltimi in ABMN si MP N NQ = {H}. In patrulaterul MPND,
<{MPN + <{PND =180° = < PMD + <MDN = 180°, deci HM || DN. )
Deoarece BM L AD si NQ 1 BM, rezulta AD || NQ, deci DM || HN. 2)

Folosind definitia paralelogramului, relatiile (1) si (2) ne asigurd ca DMHN ]

este paralelogram.

Solutia a 1l-a:

Din MP L PN si PN L ND rezulta HM || DN.
Din NQ L BM si BM 1. AD avem HN || DM.
Deci HNDM este paralelogram.

Retinem!
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* Segmentul care uneste mijloacele a doua laturi ale unui triunghi se numeste linie mijlocie a

triunghiului.

* Linia mijlocie determinata de doua laturi ale unui triunghi este paralela cu a treia laturd si are

lungimea egala cu jumatate din lungimea acesteia.

* Medianele unui triunghi sunt concurente intr-un punct G care se afla, pe fiecare mediana, la
doua treimi de varful ei si la o treime de mijlocul laturii opuse. Punctul G este centrul de greu-

tate al triunghiului.

+ Iniltimile unui triunghi sunt concurente intr-un punct A, numit ortocentrul triunghiului.

~

J

Tema de portofoliu

I. a) Folosind o foaie suficient de mare si instrumente geometrice, realizati, respectand etapele sugerate,
urmatoarea configuratie geometrica.

1)
2)
3)

4)

Construiti paralelogramul ABCD,

cu centrul O.

Identificati centrele de greutate ale triunghiu-
rilor ABC $1 ADC. Notati-le cu G, respectiv G,.
Construiti segmentele AM si AN, unde
{M}=AG,N BC, iar{N}= CG, N AD.
Identificati centrele de greutate ale triun-
ghiurilor DNG, si BMG,. Notati-le cu G,,
respectiv G,.

5)

Trasati segmentele NG, si MG ,. Trasati cu
linie punctata segmentul MN.

Demonstrati ca@ patrulaterul AMCN este un
paralelogram care are centrul comun cu cel
al paralelogramului ABCD.

Demonstrati cd G,G,G,G, este paralelogram,
cu centrul O.

Enumerati toate paralelogramele care apar
in configuratia realizata.

b) Folosind desenul realizat, rezolvati complet
cerintele 6), 7) si 8).
Pentru fiecare etapa a demersului, descrieti
rationamentul facut.

I1. Demonstrati ca centrul de greutate al unui tri-
unghi este si centrul de greutate al triunghiului
format de simetricele varfurilor acestuia fata de
mijloacele laturilor opuse.

o Patrulaterul
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I. La cerintele urmdtoare alegeti litera care indica varianta corectd,; doar un raspuns este corect.

Se acorda 10 puncte din oficiu.

9 | 1. Patrulaterul ABCD are unghiurile 4 si B suplementare si <C = 100°. Masura unghiului D este:
A. 100° B. 90° C. 80° D. 180°
5p |2. Inpatrulaterul convex EFGH, EG N FH = {0}, EO este mediana in triunghiul EFH, FO este media-
na n triunghiul EFG. O pereche de drepte paralele este:
A. EOsi GF B. FOsi HG C. GOsiHE D. EFsiHG
5p |3. Inpatrulaterul MNPQ, MN = MQ si PN = PQ. Unghiul format de dreptele MP si NQ are misura de:
A. 90° B. 80° C. 120° D. 100°
5p | 4. Perimetrul paralelogramului ABCD este 54 cm, iar AB = 0,8BC. Latura CD are lungimea de:
A. 15cm B. 12cm C. 13cm D. l4cm
5p | 5. Triunghiul DEF este isoscel, D =30°, DE = DF. Paralela prin F' la DE intersecteaza paralela prin D
la EF in punctul P. Masura unghiului DPF este:
A. 70° B. 80° C. 75° D. 85°
9 | 6. Fie patrulaterul LMNP, in care <LMP = <MPN. Misura <LMN + <MNP este:
A. 90° B. 120° C. 150° D. 180°
9 |7. Semidreptele AE si BE sunt bisectoarele unghiurilor <DAB si <ABC ale paralelogramului ABCD.
Masura «X4EB este:
A. 60° B. 90° C. 30° D. 120°
5p | 8. ABCD este un paralelogram, AC = 20 dm, BD = 16 dm, BC = 6 dm, iar AC N BD = {O}. Perimetrul
triunghiului ADO este:
A. 30cm B. 20cm C. 24cm D. 18cm

II. La problemele urmatoare se cer rezolvari complete.

ap
ap

1.

In figura aldturata, segmentul AC este diametru al cercului 61 si BD
este diametru al cercului Q Cele doua cercuri au acelasi centru,
punctul O.

Demonstrati ca:

a) AB || CD;

b) <ABC = <ADC.

10p

BCDE este un paralelogram cu BC = 2CD si M este mijlocul laturii DE. Calculati masura unghiului
BMC.

15p

Laturile AB si AC ale triunghiului ABC se prelungesc cu segmentele BD, respectiv CE astfel incat
BD = CE = BC. Bisectoarele unghiurilor <4BC si <ACB se intersecteaza in punctul /, iar dreptele
BE si CD se intersecteaza in punctul L. Demonstrati cd BLCI este paralelogram.

ap
ap
ap

Fie paralelogramul ABCD, in care AB =4 cm, AB | BD si <BAD = 2« ADB. Punctul E este simetri-
cul punctului B fata de D, iar EA N BC = {F}.

a) Aflati masurile unghiurilor paralelogramului.
b) Calculati perimetrul paralelogramului.
¢) Determinati lungimile segmentelor CE si CF.




Paralelograme particulare: dreptunghi, romb, patrat

@Dreptunghiul. Proprietati

w
* Patrulaterul ABCD este paralelogram daca si numai daca <4 = < Csi <B= «D.
* Patrulaterul ABCD este paralelogram daca si numai daca are loc una dintre conditiile:
1) <A+ «<B=180°si «B+ «C=180°; 2) «B+ <«xC=180°si «C+ «D=180%
3) «xC+<«xD=180°si «D+ «x4=180°% 4) «D+ «xA4=180°si ¥4+ <« B=180°. i)

Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitie: Paralelogramul cu un unghi drept se numeste
dreptunghi.

Multimea tuturor punctelor situate in interiorul unui
dreptunghi sau pe laturile acestuia se numeste suprafata
dreptunghiulara.

—

Intalnim dreptunghiuri si suprafete dreptunghiulare in numeroase situatii practice: foaia de hartie a unei carti sau
a unui caiet, masa de scris, ecranul calculatorului, al telefonului etc., deci avem suficiente motive sa studiem, in
detaliu, proprietatile acestei figuri geometrice.

Dreptunghiul este un paralelogram; prin urmare, el are foate proprietatile paralelogramului. Adaugdm cateva
proprietati specifice.

Teorema 1. Toate unghiurile unui dreptunghi sunt drepte. D C

Demonstratie: Stim ca in paralelogram unghiurile opuse sunt congruente, iar
cele alaturate sunt suplementare. Daca unul dintre unghiuri este drept, atunci
unghiul opus este drept, iar unghiurile alaturate lui, fiind suplementare, sunt
si ele drepte. In consecinta, toate cele patru unghiuri ale unui dreptunghi

. B
sunt drepte, deci toate sunt congruente. El

D
Teorema 2. Diagonalele unui dreptunghi sunt segmente congruente. C

Demonstratie: Fie ABCD dreptunghi. Triunghiurile dreptunghice ADAB si
ACBA, 1n care AD = BC si AB este laturd comund, sunt congruente conform
cazului C.C.

Rezulta AC = BD, adica diagonalele sunt segmente congruente. A

Teorema 3. Daca diagonalele unui paralelogram sunt congruente, atunci acesta este dreptunghi.

Demonstratie: In paralelogramul ABCD diagonalele sunt congruente, AC = BD. Pentru a arita ci acesta este
dreptunghi, vom demonstra ci unul dintre unghiurile sale este drept. In acest scop, vom studia congruenta a
doua triunghiuri care contin diagonalele. in ADAB si ACBA, avem: AC = BD, AD = BC, iar AB este laturd
comuna. Aplicand cazul de congruenta L.L.L., avem ADAB = ACBA, adica < DAB = <« CBA. Dar, cele doua
sunt unghiuri alaturate in paralelogram, adica sunt suplementare. Fiind si congruente, ele sunt unghiuri drepte,
deci patrulaterul este dreptunghi.

o Patrulaterul
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Sunt remarcabile si urmatoarele proprietati:

1) Diagonalele unui dreptunghi formeaza cu doua laturi opuse ale acestuia

patru unghiuri congruente. D C
Demonstratie: Observam unghiurile formate de diagonalele AC si BD cu latu-
rile AB si CD. Triunghiurile dreptunghice AABD, ABAC, ACDB, ADCA sunt o
congruente, conform cazului de congruenta C.C., deci «xABD = < BAC =
= < CDB = «xDCA.
In mod analog, observam ci unghiurile formate de diagonalele AC si BD cu A B
laturile AD si BC sunt congruente: < CBD = «xBCA = <« DAC = < ADB.

2) Diagonalele unui dreptunghi formeaza, cu laturile acestuia, doud perechi de triunghiuri isoscele congruente.
Demonstratie: Fie ABCD dreptunghi. Diagonalele dreptunghiului sunt congruente si se injumatatesc, adica
AC=BDsi AO = BO = CO = DO, unde O este punctul de intersectie a diagonalelor.

Din 40 = CO, BO =DO si < AOB = < COD, rezulta AAOB = ACOD.

Din 40 = CO, DO = BO si < AOD = < BOC, rezulta AAOD = ACOB.

Din 40 = BO = CO = DO, rezulta ca toate cele patru triunghiuri sunt isoscele.

Rezultatele obtinute ne ofera doua tehnici de a demonstra ca un patrulater este dreptunghi:

1) definitia: ,,Dreptunghiul este un paralelogram cu un unghi drept”.

2) teorema 3: ,,Dreptunghiul este un paralelogram cu diagonalele congruente”.

Aplicatia urmatoare adauga la acestea un nou instrument prin care putem arata ca o figura este dreptunghi.

Aplicatie: Patrulaterul convex cu toate unghiurile congruente este dreptunghi.

Solutie: Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex este 360°. Cum cele patru unghiuri ale
patrulaterului sunt congruente, iar suma lor este 360°, rezulta ca fiecare unghi are 90°. Toate unghuiurile
patrulaterului sunt drepte, adica oricare doud unghiuri alaturate sunt suplementare. Patrulaterul este
paralelogram cu un unghi drept, deci este dreptunghi.

Retinem!

._) * Paralelogramul cu un unghi drept se numeste dreptunghi.

* Toate unghiurile unui dreptunghi sunt drepte.

¢ Un paralelogram este dreptunghi daca si numai daca are diagonalele congruente.
* Daca un patrulater are trei unghiuri drepte atunci este dreptunghi




¢

5
v ’ 0 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Construiti dreptunghiul ABCD pentru fiecare
din situatiile:

a)AB=6 cm, BC=5cm;

b) AB=8 cm, BD =10 cm;

c)AC =12 cmsi < ACB =30°.

Demonstrati ca orice patrulater cu trei unghiuri
drepte este dreptunghi.

Demonstrati ca orice patrulater In care masura
fiecarui unghi este media aritmetica a masurilor
celorlalte trei unghiuri este un dreptunghi.

In dreptunghiul ABCD cu AC N BD = {0},

X AOD = 60° 51 AC = 24,8 cm.

Calculati perimetrul triunghiului BOC.

Diagonalele dreptunghiului MNPQ se

intersecteaza in punctul O.

a) Daci < MOQ = 72°, calculati masurile
unghiurilor < MON si << MPQ.

b) Dacd < MQO = 26°, calculati masurile
unghiurilor < MOQ si < MPN.

Unghiurile «x40B si < BOC sunt adiacente

suplementare, iar OM, respectiv ON, sunt

bisectoarele acestora. Fie BD L OM, D € OM si

BE 1 ON, E € ON. Demonstrati ca:

a) patrulaterul BDOE este dreptunghi.

b) OB=DE.

Fie AD inaltime a triunghiului ABC, D € BC.

Punctele £ si F' sunt simetricele punctului

D fata de mijloacele laturilor AB, respectiv

AC. Demonstrati ca BCFE si ADBE sunt

dreptunghiuri.

Se considera dreptunghiul ABCD, cu

AB =15 cm, BC = 10 cm. Punctele £ si F apar-

tin laturii AB, astfel incat AE = EF = F'B, punctul

M este mijlocul segmentului BC, iar N este situat

pe latura CD, astfel incat DN = 2 CN. Demon-

strati ca:

a) BCNF este dreptunghi;

b) DF 1L FM;

c) daca P este simetricul punctului M fata de N,
atunci DFMP este dreptunghi.

Diagonalele dreptunghiului MNPQ se

intersecteaza in punctul O, < ONP = 30° si

MP =20 cm. Calculati:

a) masura unghiului MON;

b) lungimea segmentului MN.

AB este inaltimea corespunzatoare bazei CD

a triunghiului isoscel ACD. Daca punctul £
este simetricul punctului C fata de mijlocul
segmentului 48, demonstrati ca ABDE este
dreptunghi.

Punctele 4, B, C, D, E sunt coliniare, in aceasta
ordine, cu AB = BC = CD = DE, iar punctele M
si N sunt simetrice fata de punctul C, M ¢ AB si
AE =2 MN . Demonstrati ca:

a) AMEN este paralelogram.

b) BMDN este dreptunghi.

Punctul D este situat pe latura BC a triunghiului
ABC. Paralela prin D la AB intersecteaza
dreapta AC in punctul E, iar paralela prin D

la AC intersecteaza dreapta AB in punctul F.
Demonstrati ca AEDF este dreptunghi daca si
numai daca <BAC = 90°.

AB este diametrul cercului cu centrul O si
raza AO = r. Mediatoarea segmentului 40
intersecteaza cercul in punctele C si D, iar
mediatoarea segmentului BO intersecteaza
cercul 1n punctele £ si F.

Demonstrati ca punctele C, D, E, F sunt
varfurile unui dreptunghi.

Punctul P este situat pe latura AB a
dreptunghiului ABCD, astfel incat CP = AB si
XAPD =5 - (£ ADP). Calculati masurile
unghiurilor triunghiului CDP.

MNPQ este dreptunghi, S este simetricul
punctului P fatd de N, QS N MN = {R } si
PR N MQ={T}.

a) Demonstrati ca 7S = MN .

b) Daca PR N ON = {4 }, demonstrati
AT=2-PA.

0 P
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@Rumhul. Proprietati
%

Definitie: Paralelogramul care are doua laturi consecutive
(alaturate) congruente se numeste romb. C

Rombul este un paralelogram, prin urmare, rombul are toate
proprietatile paralelogramului. Addugam cateva proprietati
specifice. B

Teorema 1. Toate laturile unui romb sunt congruente.
Demonstratie: Fie rombul ABCD. Deoarece este paralelogram, laturile opuse sunt congruente, deci 4B = CD si

AD = BC. Conditia suplimentard, AB = BC, implica AB=BC = CD = DA.
In consecintd, toate cele patru laturi ale rombului sunt congruente. D

Teorema 2. Diagonalele unui romb sunt perpendiculare.

Demonstratie: Consideram rombul ABCD si AC N BD = {O}. o
Diagonalele sale se injumatatesc, deci O4 = OC. A
In triunghiul isoscel 4BC, BO este mediana corespunzitoare

bazei AC, deci este si indltime. Rezulta BO 1 AC sau BD L AC.

Teorema 3. Diagonalele unui romb sunt bisectoare ale
unghiurilor acestuia.

Demonstratie: Consideram rombul ABCD si AC N BD = {O}. D

Triunghiul ABD este isoscel, iar dreapta AC include mediana

AO, corespunzatoare bazei. Atunci, AC include si bisectoarea

unghiului < BAD, adicd < BAC = < DAC. o c
Dar, «xBAC = < ACD si <« DAC = <« ACB (sunt alterne interne). A

Cele trei congruente conduc la << ACB = «xACD,

adica dreapta AC include si bisectoarea unghiului <t BCD.

La fel se demonstreaza ca dreapta BD include bisectoarele B

unghiurilor <K ABC si <« ADC.

Stim sa aplicam, identificim conexiuni

Putem deduce acum conditii suficiente ca un patrulater sa fie romb.
C,: Daca un patrulater are toate laturile congruente, atunci acesta este romb.
C,: Daca diagonalele unui paralelogram sunt perpendiculare, atunci acesta este romb.
C,: Daca una dintre diagonalele unui paralelogram este si bisectoare a unui unghi al paralelogramului, atunci
acest paralelogram este romb.
Am identificat urmatoarele modalitati de a arata cd o figurd geometrica este romb:
1) Definitia: ,,Rombul este paralelogramul care are doua laturi alaturate congruente”.
2) Conditia suficientd C, (referitoare la lungimile laturilor).
3) Conditiile suficiente C,sau C, (referitoare la diagonale).

Tema de portofoliu

Dupa ce ati Inteles rationamentele prin care au fost demonstrate teoremele 1, 2, 3, demonstrati impreuna cu
un coleg/o colega afirmatiile C, C, 51 C,.



Aplicatia 1: Fie M, N, P mijloacele laturilor triunghiului isoscel A

ABC, cu AB = AC. Demonstrati ca patrulaterul cu varfurile

A, M, N, P este romb.
Solutie: Fie M mijlocul laturii BC, N mijlocul laturii AC, P mijlocul

; . AB AC . P N
laturii AB. Atunci, AP = > si AN = - Segmentele MN si MP sunt
linii mijlocii in AABC, deci N =28 i mp =4S
2 2 B C
Dar AB = AC, deci PA = MP = MN = AN. M
Conform C , patrulaterul ANMP este romb.
D
Aplicatia 2: ABCD este un patrulater convex, in care diagonala BD <>

este bisectoarea unghiurilor <t B si <D, iar AC este mediatoarea
segmentului BD. Demonstrati cd ABCD este romb.

Solutie: Diagonala BD este bisectoarea unghiurilor <t B si <D . Suntem 4
tentati s3 ne gandim la conditia C,. Dar nu stim despre ABCD ca ar fi
paralelogram. Cautam elemente congruente.

Diagonala BD este bisectoarea unghiurilor « B si < D, deci

LABD = < CBD si «xADB = <« CDB, iar BD este latura comuna.
Conform cazului de congruentd U.L.U., AABD = ACBD. Rezulta AB = BC si
AD = DC. Dar AC este mediatoarea segmentului BD, deci AB = AD si CB = CD.

Obtinem 4B = BC = CD = DA, adica ABCD este romb.

Retinem!

* Paralelogramul care are doud laturi alaturate congruente se numeste romb.

* Un patrulater este romb daca si numai daca are toate laturile congruente.

* Un paralelogram este romb daca si numai daca are diagonalele perpendiculare.

* Un paralelogram este romb daca si numai daca o diagonald este si bisectoare a unui unghi al sau.

a) Construiti rombul ABCD, cu latura de 6 cm.
b) Construiti rombul EFGH, cu EG =2 cm si
FH=35 cm.

Ana si Calin au urmatorul dialog despre
patrulatere:
Ana: Mijloacele laturilor oricarui romb sunt
varfurile unui dreptunghi.
Calin: Mijloacele laturilor oricarui dreptunghi
sunt varfurile unui romb.

Decideti care dintre cei doi prieteni are dreptate.

Justificati raspunsul dat.

ABCD este un paralelogram cu «x4ADB = 56° si
<XACB = 34°.
Demonstrati cd ABCD este un romb.

n ABCD este un romb, iar paralela prin punctul

C la dreapta BD intersecteaza dreapta AB

in punctul M si dreapta AD 1n punctul N.
Demonstrati ca MN =2 - BD.

Stabiliti daca ramane valabil rezultatul cand
ABCD este doar paralelogram, fara a fi romb.

MNPQ este paralelogram, iar distantele de la
punctul M la dreptele NP si PO sunt egale.
Aratati cad MNPQ este romb.

Fie rombul CDEF cu CE N DF = {0},
CO=2,5cm,iar EF =5 cm.

a) Aflati masurile unghiurilor rombului.

b) Calculati masurile unghiurilor CEF si CFD.

o Patrulaterul



e Patrulaterul

v
&

n In paralelogramul 4BCD, AB = BD = 10 cm,

E este mijlocul laturii AD si BE N CD = {F}.
a) Demonstrati ca DC = DF.
b) Calculati lungimea segmentului AF.

Pe latura LM a rombului LMNP se considera
punctul Q, astfel incat PQ 1 LM. Stiind ca

LM =16 cm si PQ = 8§ cm, aflati masurile
unghiurilor rombului.

Punctul O este centrul dreptunghiului

ABCD. Paralela prin punctul C la dreapta BD
intersecteaza paralela prin punctul D la dreapta
AC in E. Demonstrati cda CD L OE.

Fie punctul M situat pe una dintre diagonalele
rombului 4ABCD. Stabiliti valoarea de adevar a
propozitiei:

»IAMB + < CMD = 180°".

In triunghiul 4BC, B = 90°, bisectoarea unghiului
A intersecteaza latura BC in D si perpendiculara
in C,pe AC,In E. Fie EF || BC, F € AB.

a) Aratati ca ACDE este isoscel.

b) Demonstrati ca CDFE este romb.

@Pﬁtratul. Proprietati

m In configuratia de mai jos este reprezentata schita

centrului istoric al unui oras.

Segmentele reprezinta strazile de acces, iar
punctele reprezinta obiective turistice.

Marius pleacd din punctul A4 si viziteaza
obiectivele D, B, F', C, in aceasta ordine. Bianca
pleacd din acelasi punct si viziteaza obiectivele
B, G, C. Punctele 4, B, C sunt coliniare,
AB=2-BC=1,2 km, <DAE = <FCG = 120°,
iar patrulaterele ADBE si BFCG sunt romburi.

\

’
Y
v E

a) Calculati distanta parcursa de Marius si pe
cea parcursa de Bianca.

b) Determinati traseul cel mai scurt prin
care Marius poate vizita toate obiectivele
reprezentate in schita.

In lectiile anterioare, pornind de la paralelogram, addugand cate o conditie, am obtinut urmitoarele forme
geometrice:
1) dreptunghiul — adaugand conditia de congruenta a unghiurilor;
rombul — adaugand conditia de congruenta a laturilor.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Ne intrebam ce figurd geometrica vom obtine dacd vom considera, impreuna, cele
doua restrictii (conditii). Desenand un astfel de patrulater, il recunoastem imediat: DI 1€
este cel mai cunoscut dintre patrulaterele convexe, patratul. ’ ’

Definitie: Patrulaterul convex care este si dreptunghi, si romb, se
numeste patrat.
Multimea tuturor punctelor situate in interiorul unui patrat sau pe
laturile sale se numeste suprafata patraticad.

N
N
»
.
.

. N
. N
. N
. N
. N
. N

Aceasta definitie ne sugereaza ca patratul se bucura de toate proprietatile dreptunghiului si de toate
proprietatile rombului.
Dorim sa identificam si proprietati specifice. In acest scop, consideram patratul ABCD, cu AC N BD = {O}.



Proprietatea

P : Patratul are toate laturile
congruente si toate unghiu-
rile congruente (unghiuri
drepte).

P: Diagonalele patratului
sunt congruente si
perpendiculare.

P,: Fiecare diagonald a unui
patrat este bisectoare
a unghiurilor ale caror
varfuri le contine.

P,: Diagonalele patratului se
injumatatesc determinand

patru segmente congruente.

Demonstratie: D Y \

P : Din ABCD patrat, rezulta cd ABCD este romb si
dreptunghi. Din ABCD romb, obtinem AB = BC = 0.
CD = AD (are toate laturile congruente), iar din ABCD
dreptunghi, obtinem <4 = «B = «C = «D (are toate
unghiurile congruente). Ay i

P_: Din ABCD patrat, rezultd ABCD este romb si dreptunghi. Din ABCD
dreptunghi rezulta ca diagonalele sunt congruente, AC = BD, iar din
ABCD romb, obtinem ca diagonalele sunt perpendiculare, AC L BD.

P.: Din ABCD pitrat, rezultd ABCD romb, iar diagonalele sunt bisectoare ale
unghiurilor sale: ¥4, = 44, si «C, =<4C,,apoi «B =<4B, si
D, =<4D,.
Observatie: Unghiurile formate de fiecare diagonala a unui pétrat cu fiecare
latura a acestuia sunt congruente si au masura de 45°.

P,: Din ABCD patrat, rezultd ABCD paralelogram si diagonalele se injuma-
tatesc: 04 =OC si OB = OD. Folosind P,, rezulta OA = OB = O0C= OD.

Deducem, de asemenea, conditii suficiente ca un patrulater convex sa fie patrat.
C,: Dacd un patrulater este si dreptunghi, si romb, atunci acesta este patrat (definitia).

acesta este patrat.

: Daca un romb are un unghi drept, atunci acesta este patrat.

: Daca un romb are diagonalele congruente, atunci acesta este patrat.

: Daca un dreptunghi are diagonalele perpendiculare, atunci acesta este patrat.

: Dacd un dreptunghi are doua laturi consecutive congruente, atunci acesta este patrat.

: Dacd un paralelogram are doud laturi alaturate congruente si doud unghiuri alaturate congruente, atunci

C.: Daca un paralelogram are diagonalele perpendiculare si congruente, atunci acesta este patrat.
C,: Daca o diagonala a unui dreptunghi este bisectoare a unui unghi al sdu, atunci acesta este patrat.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni Di~ e
Aplicatia 1: Demonstrati conditia C: ,,Daca un paralelogram are diagonalele 9
congruente si perpendiculare, atunci acesta este patrat”. SN
Demonstratie: Consideram paralelogramul ABCD. Din AC = BD, rezulta
ABCD este dreptunghi. Din AC L BD, rezulta ca ABCD este romb, deci ABCD 4 g

este si dreptunghi, si romb, adica patrat.

Tema de portofoliu

Demonstrati impreuna cu un coleg/o colega alte doua dintre conditiile suficiente enumerate anterior.

Aplicatia 2: In patrulaterul ABCD, notam A', B', C', D' mijloacele laturilor 4B, BC, CD, respectiv DA.
1) Demonstrati ca patrulaterul 4’'B'C'D’ este paralelogram.
2) Gasiti conditiile pe care trebuie sa le indeplineascd ABCD, pentru ca A'B'C'D’ sa fie:
a) dreptunghi; b) romb; c) patrat.

o Patrulaterul



Demonstratie:
1) Laturile patrulaterul 4’B'C"D" unesc mijloacele segmentelor AB, BC,
CD, AD, deci ne gandim la notiunea de linie mijlocie. Construim

diagonalele AC si BD. In AADB, segmentul A'D’ este linie mijlocie,
deci este paraleld cu BD si are lungimea egald cu jumatate din BD.

In ACDB, segmentul B'C" este linie mijlocie, deci este paraleld cu
BD si are lungimea egala cu jumatate din BD. Atunci, patrulaterul
A'B'C'D' are doua laturi opuse paralele si congruente, deci este
paralelogram.

e Patrulaterul

2) a) Pentru ca A'B'C'D' sa fie dreptunghi, trebuie sa fie parelelogram
(ceea ce am aratat), iar laturile alaturate sa fie perpendiculare.
Dar, laturile patrulaterului 4A’B'C'D’ sunt paralele cu diagonalele
patrulaterului ABCD, ceea ce inseamnd ca trebuie sd impunem
conditia ca diagonalele acestui patrulater sa fie perpendiculare.
In concluzie, pentru ca A'B'C'D’ s fie dreptunghi, este necesar
si suficient ca patrulaterul convex ABCD sa aiba diagonelele
perpendiculare.

El b) Pentru ca A'B'C'D’ sa fie romb, trebuie sa fie paralelogram (este),
iar laturile alaturate sa fie congruente.

A . BD
Cum A'B'=CD' = TC si B'C'=A'D' = 7 , rezultd ca, pentru

ca A'B'C'D’ sa fie romb, trebuie ca AC = BD, adica diagonalele
patrulaterului ABCD sa fie congruente.

c¢) Pentru ca patratul este in acelasi timp dreptunghi si romb, este D
necesar caambele conditii impuse la puncteleb) sic) sa fieindeplinite.
Asadar, conditia ca A'B'C'D' sa fie patrat este ca ACLBD si D c
AC = BD, adica diagonalele patrulaterului ABCD sa fie congruente
si perpendiculare. 1
Stiati ci...? AN e
Un patrulater cu diagonalele perpendiculare se numeste patrulater A’ B’
ortodiagonal. B
' Retinem!
?) 1) Orice patrat este paralelogram. Consideram multimile:
2) Orice patrat este dreptunghi. A = multimea paralelogramelor din plan;
3) Orice patrat este romb. B = multimea dreptunghiurilor din plan;

C = multimea romburilor din plan;
D = multimea patratelor din plan.

] [ ‘D B
O

‘Em: - Atunci:
a)DcC,DcB,D c4;
, b) Cc A4, Bc 4;

c)BNC=DsiANBNC=D.
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\O¢
ki ’ X Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

a) Construiti, folosind rigla gradata si echerul,
un patrat cu latura de 4 cm.

b) Construiti, folosind rigla gradata si compasul,
un patrat cu latura de 0,6 dm.

a) Construiti un patrat cu perimetrul de 48 cm.
b) Construiti un patrat cu diagonala de 80 mm.

Triunghiurile dreptunghice isoscele ABC si DBC
au ipotenuza comuna BC. Demonstrati ca ABDC
este patrat.

Demonstrati ca mijloacele laturilor unui patrat
sunt varfurile unui alt patrat.

Diagonalele patratului ABCD se intersecteaza in
punctul O. Demonstrati cd mijloacele segmen-
telor 40, BO, CO si DO sunt varfurile unui patrat.

Unghiurile 4 si C ale rombului 4BCD sunt
suplementare. Demonstrati cd ABCD este patrat.

Pe diagonala AC a dreptunghiului ABCD exista
un punct P astfel incit PB = PD, P ¢ BD.
Demonstrati ca ABCD este patrat.

Demonstrati cd daca lungimea unei laturi a unui
dreptunghi este media aritmeticd a lungimilor
celorlalte trei laturi, atunci acest dreptunghi este
patrat.

Bisectoarele unghiurilor «BAC si «CAD ale

patratului ABCD intersecteaza laturile BC si CD

in punctele E, respectiv F.

a) Calculati masurile unghiurilor triunghiului AEF.

b) Demonstrati ca EF' || BD.

In exteriorul dreptunghiului ABCD, se con-

struiesc triunghiurile dreptunghice isoscele ABE

si CDF, cu AE = BE, CF = DF.

Notim AE N DF = {M} si BE N CF = {N}.

a) Demonstrati ca MENF este patrat.

b) Demonstrati ca dreptele AC, EF si MN sunt
concurente.

Punctul 4 este interior segmentului BC, iar de

o parte si de alta a dreptei BC, se construiesc

patratele ABDE si ACFG.

a) Demonstrati ca BG = CE ;

b) Calculati valoarea raportului —, stiind ca
BG || CE. AC

m In figura aliturata, ABCD si 2

AEFG sunt patrate.

Demonstrati ca:

a) punctele 4, F, C sunt
coliniare;

b) dreptele GE si BD sunt /I E B
paralele.

L

Punctul A4 este interior segmentului BC, iar
de aceeasi parte a dreptei BC, se construiesc
patratele ABDE si ACFG.

a) Demonstrati ca BE || AF si BE L CG.

b) Calculati valoarea raportului j—i, stiind ca
< CGD =90°.

Bisectoarele unghiurilor M si N ale paralelogra-

mului MNPQ se intersecteaza in punctul 4 € PQ.

Bisectoarele unghiurilor P si Q se intersecteaza

in punctul B € MN. Notam MA N BQO = {C} si

AN N BP = {D}. Stiind ca ACBD este patrat,

calculati masura unghiului M si raportul NP

In interiorul patratului ABCD, se construieste
triunghiul echilateral CDE, iar 1n exteriorul
patratului, se construieste triunghiul echilateral
BCF.

D C

E-)/ P

A B

a) Realizati pe caiete, folosind instrumentele
geometrice, configuratia de mai sus.

b) Calculati masura unghiului DEF.

c) Demonstrati ca punctele 4, £ si F sunt
coliniare.

d) Completati configuratia, construind triunghiul
echilateral ACR, astfel incat punctele F'si R sa
fie de aceeasi parte a dreptei AC.

e) Demonstrati ca patrulaterul CERF este patrat.

o Patrulaterul



e Patrulaterul

I. La cerintele urmdtoare alegeti litera care indica varianta corectd,; doar un raspuns este corect.

Se acorda 10 puncte din oficiu.

50 |1. In dreptunghiul ABCD, unghiul < DAC =2-<ABD si AD = 3 cm. Lungimea diagonalei BD este:
A. 12cm B. 6cm C. 3cm D. 9cm
50 |2. CDEF este un romb, CE NDF = {0}, < CDE = 120° si DO = 4 cm. Lungimea laturii rombului este:
A. 12cm B. 4cm C. 8cm D. 6cm
5p [3. Un patrat are perimetrul 64 cm. Distanta de la centrul patratului la una dintre laturi este:
A. 16cm B. 32cm C. 12cm D. 8cm
5p | 4. MNPQ este un dreptunghi, MP N NQ = {O}, <MON = 120° si NQ = 20 cm. Perimetrul AMOQ este:
A. 50cm B. 30cm C. 45cm D. 25cm
p | 5. Fie DEFG un romb si DM bisectoarea unghiului < DG, M € FG.
Se stie ci unghiului < DMF = 123°. Misura unghiului < DEF este:
A. 108° B. 104° C. 100° D. 96°
5p | 6. Punctele M si N sunt situate pe laturile BC si CD ale patratului ABCD, astfel incat triunghiul AMN
sa fie echilateral. Masura unghiului < AMC este:
A. 105° B. 90° C. 75° D. 135°
5p |7. Punctele P si O sunt mijloacele laturilor AB si CD ale rombului ABCD, iar BPDQ este dreptunghi.
Masura unghiului < BOP este:
A. 60° B. 90° C. 45° D. 30°
5p | 8. Peipotenuza BC a triunghiului dreptunghic isoscel ABC, AB = 10 cm, se considera punctul P.
Fie PM 1L AB,M € AB si PN L AC, N € AC. Efectuand suma AM + AN se obtine:
A. 20cm B. 15cm C. 10cm D. 5cm

II. La problemele urmatoare se cer rezolvari complete.

1. Punctele 4, B, E sunt coliniare, in aceasta ordine, si AB =2 - BE. De aceeasi parte a dreptei AE, se
construiesc patratele ABCD si BEFG, cu AC N BD = {0}, iar M este mijlocul segmentului DF.
Demonstrati ca:
5p a) <DBF =90
5p b) BDI CF;
5p c) punctele 4, O si M sunt coliniare.
10p (2. Covorul reprezentat in schita din figurd este in forma de patrat, p C

triunghiurile ABE si CDF sunt echilaterale, iar AE N DF = {M}, E

BE N CF = {N}. Aratati cd EMFN este romb.

M N
A r B

15p [3. Un ansamblu publicitar format din trei panouri dreptunghiulare, x

ca in figura aldturatd, se monteaza pe peretele unei cladiri. Cel y
mai mic panou are dimensiunile x metri si y metri, cux, y € N,
x > y. Fiecare dintre celelalte doud panouri are dimensiunile de

doud ori mai mari decdt cele ale panoului montat deasupra lui.
Conturul ansamblului publicitar are 30 m. Aflati indltimea minima
a cladirii pe care se monteaza ansamblul publicitar.




Trapezul: clasificare, proprietati. Linia mijlocie in trapez

Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitia 1. Patrulaterul convex cu doud laturi opuse paralele si doud laturi neparalele se numeste trapez.

Fie ABCD trapez. Identificim elementele: Dor— C
Laturile paralele 4B si CD se numesc baze. Daca AB > CD, atunci N e

AB este baza mare, iar CD este baza mica. [ : 5: N
Laturile AD si BC se numesc laturile neparalele ale trapezului. : pad ~ .

Segmentele AC si BD sunt diagonalele trapezului. ﬂ
Distanta dintre bazele trapezului se numeste inaltime a acestuia. A
Daca DE | AB, E € AB, atunci DE este inaltime a trapezului.

Observatie: Vom folosi termenul ,,indltime” si pentru segmentul determinat de un punct al unei baze (de regula,
varf al trapezului) si piciorul perpendicularei din acel punct pe cealaltd baza.

Pentru laturile neparalele ale unui trapez, se disting doua cazuri particulare care ne ofera un criteriu de clasificare
a trapezelor.

1) Daca una dintre laturile neparalele ale 2) Daca laturile neparalele ale unui
trapezului este perpendiculara pe baze, atunci trapez sunt congruente, atunci
acesta se numeste trapez dreptunghic. acesta se numeste trapez isoscel.

D] c D C

A B A B

Observatie: Folosind definitia, rezulta cd pentru a ardta cd un patrulater convex este trapez, trebuie sa demonstram:
1) doua laturi opuse ale sale sunt paralele si 2) celelalte doua laturi nu sunt paralele.

Laturile neparalele ale trapezului si diagonalele acestuia sunt secante ale bazelor. Cum bazele sunt paralele,
deducem urmatoarele proprietati:

P: Unghiurile alaturate uneia dintre laturile neparalele ale
unui trapez sunt suplementare. D C

Demonstratie: Consideram latura BC, secanta a dreptelor paralele

AB i CD. Cum AB || CD, iar < ABC si < DCB sunt unghiuri

interne de aceeasi parte a secantei, rezulta ca sunt suplementare, A B
deci < ABC + < DCB = 180°.

In mod similar, se demonstreazi cd < BAC + < CDA = 180°.

P,: Fiecare diagonald a unui trapez formeaza cu bazele D C
trapezului perechi de unghiuri congruente.

Demonstratie: AC este secanta pentru bazele trapezului.
AB || CD, iar << DCA si < BAC sunt alterne interne, deci 4 B
< DCA = <« BAC. Analog, se demonstreazd < CDB = <« ABD.

o Patrulaterul
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Trapezul isoscel, avand laturile neparalele congruente, se bucura de proprietati specifice.

Teorema 1. Fiecare baza a unui trapez isoscel formeaza, cu laturile neparalele, unghiuri congruente.

Demonstratie: Vom arata ca unghiurile <4 si < B ale trapezului isoscel D C
ABCD sunt congruente. Fie DE | AB si CF L. AB cu E, F € AB. Patrulaterul
DCFE are toate unghiurile drepte, deci este un dreptunghi. Laturile opuse
sunt congruente, in particular DE = CF .

Vom considera AADE si ABCF dreptunghice, cu ipotenuzele |

AD = BC (laturile neparalele ale trapezului isoscel) si catetele DE = CF Al [E Fl \B
(am demonstrat mai sus).

Aplicand cazul de congruentd I.C., rezultd congruenta lor, apoi < DAB = < CBA. Cum «XADC este suple-
mentar cu X DAB si < BCD este suplementar cu < CBA (sunt aldturate laturii neparalele in trapez), rezulta
<X ADC = < DCB.

Observatie: Rationamentul prin care am demonstrat Teorema 1 ne furnizeaza si urmdtoarele informatii: AE = BF
si DC = EF. Prin urmare, intr-un trapez isoscel, picioarele inaltimilor duse din capetele bazei mici determind, pe
baza mare, segmentele AE, EF, FB, astfel incat AE = BF si DC = EF .

Teorema 2. Diagonalele unui trapez isoscel sunt congruente.

Demonstratie: Construim diagonalele AC si BD ale trapezului, apoi consideram

ADAB si ACBA, care au: AD = CB, AB latura comuna, iar din Teorema 1, D C

L DAB = <« CBA. Folosind cazul de congruentd L.U.L., rezultd congruenta

triunghiurilor, apoi AC = BD.

Reciprocele teoremelor 1 si 2 sunt adevarate si ne oferd conditii suficiente ca

un trapez sa fie isoscel.

C,: Dacd intr-un trapez unghiurile alaturate unei baze sunt congruente, atunci A B
acesta este un trapez isoscel.

C,: Dacd intr-un trapez diagonalele sunt congruente, atunci acesta este un trapez isoscel.

Tema de portofoliu

Folosind notatiile de la Teorema 1 si Teorema 2, demonstrati impreund cu un coleg/o colega conditiile
suficiente C, i C,.

Aplicatia 1: Un trapez este isoscel daca si numai daca mediatoarele bazelor sale coincid.

Solutie: Consideram trapezul ABCD, cu bazele AB si CD . Remarcam, inainte de toate, cd avem de demonstrat

doua implicatii:

1) daca trapezul ABCD este isoscel, atunci mediatoarele bazelor coincid;

2) daca in trapezul ABCD mediatoarele bazelor coincid, atunci trapezul este
isoscel.

1) Fie ABCD trapez isoscel. Fie £ mijlocul segmentului 4B si d mediatoarea
bazei AB. Deoarece AB || CD, rezulta ca d | CD. Urmarim sa demonstram
ca d este si mediatoarea bazei CD. Este suficient sa gasim, pe dreapta d, un
punct egal departat de C si D (capetele bazei mici). Triunghiurile AAED si
ABEC au: AE = EB (E mijloc din constructie); AD = BC (trapez isoscel);
<« DAE = <t CBE (unghiurile de la baza trapezului isoscel). Folosind cazul de congruenta L.U.L., rezulta
AAED = ABEC, deci ED = EC. Prin urmare, EF (unde {F'} =d N CD) este inaltimea corespunzatoare bazei
in triunghiul isoscel CED isoscel, deci d este si mediatoarea segmentului DC'.




2) Stim ca ABCD este trapez si cd mediatoarele bazelor AB si CD coincid.
Vom demonstra ca trapezul este isoscel, deci ca laturile neparalele sunt
congruente. Notdm cu £ si /" mijloacele bazelor 4B, respectiv DC.
Consideram AAED si ABEC, care au: AE = BE (EF mediatoare pentru 4B);
DE = CE (EF mediatoarea lui CD); < AED = < BEC («xAED = < EDC,
deoarece sunt unghiuri alterne interne pentru 4B || CD si secanta DE;

X EDC = <« ECD pentru ca sunt unghiurile de la baza triunghiului isoscel
ECD; <« ECD = < BEC, deoarece sunt unghiuri alterne interne pentru AB Il co si secanta CE).

Aplicand cazul de congruenta L.U.L., rezulta congruenta triunghiurilor si a elementelor corespondente.

In particular, 4D = BC, adica trapezul este isoscel.

Observatie: Am aratat, in rezolvarea de mai sus, si urmatorul rezultat: un trapez este isoscel daca si numai daca

dreapta ce uneste mijloacele bazelor este chiar mediatoarea lor.

o Patrulaterul

Definitia 2. Segmentul determinat de mijloacele laturilor neparalele ale unui trapez se numeste /inie mijlocie
a trapezului.

Urmatoarea teorema demonstreaza doud proprietati importante ale liniei mijlocii.

Teorema 3. Linia mijlocie a unui trapez este paralelad cu bazele si are lungimea egala cu semisuma lungimilor EEE

acestora.
Demonstratie: La triunghi, linia mijlocie, determinata de mijloacele a doua laturi, D C
este paralela cu a treia latura, iar lungimea ei este egald cu jumatate din lungimea E / \
acesteia. G F
In trapezul ABCD notam cu £ si F mijloacele laturilor neparalele AD, respectiv BC. y / —\ 3

Notam cu G mijlocul diagonalei AC. Atunci, EG este linie mijlocie Tn AADC, iar
GF este linie mijlocie in AABC.
Avem EG || DC si GF || AB, dar AB || CD (sunt baze ale trapezului), deci GE || AB || GF. Cum prin punctul G,
exterior dreptei AB, putem duce o singurd paralela la AB (axioma paralelelor), rezulta ca punctele £, G, F sunt
coliniare, iar EF || AB || DC.

. . . . CD . AB . .
Din rezultatul referitor la lungimea liniei mijlocii in triunghi, avem: EG = EN si GF = - iar prin adunare,
EF=EG+GF=28+CD

Observatie: Lungimea liniei mijlocii a unui trapez este egald cu media aritmetica a lungimilor bazelor sale.

Aplicatia 2:

1) Mijloacele diagonalelor unui trapez sunt situate pe linia mijlocie a trapezului
si determind un segment cu lungimea egald cu jumatate din modulul diferentei
bazelor.

2) Daca mijlocul unei diagonale se gaseste pe segmentul care uneste mijloacele a
doua laturi opuse ale unui patrulater convex, atunci acest patrulaterul este trapez.

Solutie:

1) Consideram trapezul ABCD (4B || CD si AB > CD), unde am notat cu E si F mijloacele laturilor AD, respectiv
BC, iar cu G si H mijloacele diagonalelor AC, respectiv BD. Aplicand paralelismul liniilor mijlocii in AADC
siin AABC, rezultd GE || CD || 4B || GF. Axioma paralelelor ne spune ci prin G trece o singura paralela la AB,
deci dreptele GE si GF coincid sau G € EF.

Analog, aratdm ca mijlocul lui BD, adica H, apartine lui EF. Deoarece EF este linie mijlocie in trapez, ea este

paraleld cu bazele, deci si GH || AB || DC. Pentru liniile mijlocii ale AADC si ABDC, avem: EG = DTC = HF.

Calculam lungimea segmentului GH astfel: GH = EF — EG — HF = @ - C—2D - C—2D = %



e Patrulaterul

2) Consideram patrulaterul convex ABCD si notam cu £ si F' mijloacele laturilor 4D, respectiv BC, iar cu G
mijlocul diagonalei AC. Stim cé punctul G apartine segmentului EF. Atunci, £G este linie mijlocie in AADC,
iar GF este linie mijlocie in triunghiul AABC. Rezulta GE Il cp si GF I AB, dar G, E, F sunt coliniare, deci
AB || €D (doui drepte distincte, paralele cu o a treia dreapta, sunt paralele intre ele).

Aplicatia 3: Daca un trapez isoscel are diagonalele perpendiculare, atunci inaltimea sa este egald cu lungimea
liniei mijlocii a trapezului.

Solutia I: Fie ABCD patrulater convex si M, E, N, F mijloacele laturilor sale, ca in D F C
figura aldturata. Stim cd mijloacele laturilor unui patrulater convex determind un
paralelogram. In cazul de fati, MENF este paralelogram si ME = % , EN = %, M o™ N
BD = AC, deci MENF este romb. ME || BD, EN|| AC si BD 1. AC, deci ME 1 EN si MENF

este patrat, iar diagonalele sale sunt congruente, EF = MN . N
Cum trapezul este isoscel, rezulta c¢d EF este inaltime (triunghiurile OAB, OCD j E
sunt isoscele, iar medianele OF si OF sunt si indltimi si au aceeasi dreapta suport).

In concluzie, EF este inaltimea trapezului, MN este linia sa mijlocie si EF = MN.

wi

D F C
Solutia a Il-a: Fie ABCD trapez isoscel, cu AB || CD si AD = BC si fie O punctul de
intersectie a diagonalelor. Conform cazului L.L.L., triunghiurile ABD si BAC sunt congru-
ente (AB=BA, BD=AC, AD = BC), deci < OBA = < OAB.Din AC 1. BD, rezulta AO 1 BO
si triunghiul AOB este dreptunghic isoscel. Construim OF L AB, E € AB st OE N CD = {F}. 1 I3 B
. . . . . . AB
Segmentul OF este mediana corespunzatoare ipotenuzei in triunghiul 4OB, deci OF = BN
. . . . CD . .
Analog, triunghiul COD este dreptunghic isoscel si OF = - Cum EF este inaltimea trapezului,
obtinem EF = OE + OF = %, care reprezintd lungimea liniei mijlocii a trapezului.
n Desenati, folosind instrumentele geometrice, B a) Construiti, folosind instrumentele geometrice,
patrulaterul convex MNPQ 1n care: trapezul EFGH, cu EF || GH, <E =70°,
< MNP = 105°, < NPQ = 75° si < POM = 135°. S F o500
Completati spatiile libere, astfel incat sa obtineti T
propozitii adevarate: b) Scrieti pe caiete enunturile de mai jos, apoi
p,: Patrulaterul convex MNPQ este ... . completati spatiile libere, astfel incat sa obti-

p,: Segmentele MN si PQ se numesc ... .
p,: Segmentele NP si MQ se numesc ... .
p,: Segmentele MP si NQ se numesc ... .

neti propozitii adevarate:
p,: Baza mare a trapezului este ... .

. . . p,: Baza micad a trapezului este ... .
n In figura de mai jos, dreptele a si b sunt

paralele. Scrieti pe caiete enunturile, apoi p;: Masura unghiului G este ...

completati spatiile libere, astfel incat sa obtineti p,: Masura unghiului H este ... .
propozifii adevarate. n Construiti trapezul dreptunghic ZJKL cu </ =
) 4 = d =< L=90°IJ=8 cm, <J=60° JK =5 cm.
C 5 D 8 E a) Descrieti fiecare etapa a costructiei.

p.: Patrulaterul convex ABEC este b) Numiti bazele trapezului, apoi numiti laturile
E e

p,: Patrulaterul convex ACDB este ... . neparalele ale trapezului.



Construiti trapezul isoscel ABCD, cu

XA =<«xB=60°4B=10cm, BC=5cm.

a) Descrieti fiecare etapa a costructiei.

b) Numiti bazele trapezului, apoi numiti laturile
neparalele ale trapezului.

In figura de mai jos, ABEF este dreptunghi.

Numiti doud trapeze si liniile mijlocii ale

acestora.

F 18 E
4 N K 4D
e
H ./ C
A B

a) Calculati masurile unghiurilor trapezului
MNPQ, stiind ca sunt indeplinite simultan
conditiile: kM + <N + < P =320°,

L0+ «x<P=180° «xP=2-<xM.

b) Realizati, folosind instrumentele geometrice,
un desen care sa corespunda datelor problemei.

Calculati masurile unghiurilor trapezului isoscel

ABCD, in urmatoarele situatii:

a) <A =55°si AB|| CD;

b) <4=<xBsi «C+ «D=260°.

Se considera trapezul isoscel ABCD, in care

XA4=3-«xCsi«<C=<«D.

a) Stabiliti care sunt bazele trapezului.

b) Calculati masurile unghiurilor trapezului.

c¢) Demonstrati ca 4D si BC sunt perpendiculare.

In patrulaterul MNPQ, MN || PO, MQ }{ NP,

MQ = NP si MP N NQ = {O}.

Stabiliti valoarea de adevar a fiecarei propozitii,

justificand raspunsul dat:

a) MN = PQ;

b) MP = NQ;

c) XNMQ = < MNP;

d) «x NMQ = < NPQ;

e) L MNP + < MQP = 180°;

f) MO = OP;
g) OP = 0Q;
h) AMON este isoscel.

Se considera trapezul CDEF cu CD || EF, punc-
tul M, mijlocul laturii CD si ME = MF.

Aratati ca trapezul este isoscel.

In trapezul ABCD cu bazele 4B si CD, AC este
bisectoarea unghiului BAD, iar BD este bisectoa-
rea unghiului ABC. Demonstrati ca AC = BD.

In patrulaterul convex MNPQ, masura unghiu-
lui M este 68° si masura unghiului N este 112°.
Demonstrati cd MNPQ este trapez sau paralelo-
gram.

Trapezul ABCD este isoscel, AB || CD si

AC N BD = {O}. Demonstrati ca:

a) Triunghiurile AOB si COD sunt isoscele.

b) Triunghiurile AOD si BOC sunt congruente.

g

5}

g

Unul dintre unghiurile unui trapez dreptunghic

are masura de 72°. Determinati masurile celor-

lalte unghiuri ale trapezului.

Fie ABCD un trapez dreptunghic in care

XA =<«xD=90° 4B < CD, iar triunghiul BCD

este dreptunghic isoscel. Calculati masurile

unghiurilor ABC, BCD, CDB.

MNPQ este un trapez dreptunghic, MN || PQ,

<M =90°, MN =14 cm, MO = QP =6 cm.

Calculati lungimea laturii PN.

In trapezul TRAP, TR || AP, TR > AP, < PTR = 90°,

iar triunghiurile 7PA4 si TAR sunt isoscele.

Calculati masurile unghiurilor trapezului,

analizand toate cazurile posibile.

Se considera patrulaterul convex 4BCD cu

XA =<xD=90° AB > CD. Punctul P se afla

pe latura BC, astfel incat BP = AB si CP = CD.

Calculati masura unghiului < APD.

Trapezul dreptunghic MNPQ are bazele MN si

PQ, cu MN =2-PQ si << M =90°. Se considera

PE L MN, E € MN si PE N NQ = {R}.

Demonstrati ca:

a) PR = RE;

b) Daca MR N QF = {G}, atunci G este centrul
de greutate al triunghiului MNQ.

Se considera trapezul ABCD cu baza mare

AB. Notam cu M mijlocul laturii AD si cu N

mijlocul laturii BC.

a) Calculati lungimea segmentului MN, stiind
caAB=13cm, CD=9 cm.

b) Calculati lungimea segmentului CD, stiind ca
AB =16 cm, MN =10 cm.

In trapezul ABCD cu AB || CD, punctele E

si F'sunt mijloacele laturilor AD, respectiv

BC. Stiind ca <X AEF = 127° si « CFE = 54°,

calculati masurile unghiurilor trapezului.

In trapezul MNPQ cu MN || PQ, punctul 4 este

mijlocul laturii MQ, punctul B este mijlocul

segmentului AM, iar C € PN, astfel incat

CP=CNsi D € CN, astfel incat CD = ND.

a) Realizati un desen care sa corespunda datelor
problemei.

b) Dacd MN = 8 cm si PQ =2 cm, calculati
lungimea segmentului BD.

Segmentul EF este linia mijlocie a trapezului

ABCD, E € AD si F € BC. Punctul P este sime-

tricul punctului £ fatd de . Demonstrati ca:

a) CP = BE si CE || BP;

b) EP=A4B + CD.

o Patrulaterul



e Patrulaterul

Se acorda 10 puncte din oficiu.

L. La cerintele urmatoare alegeti litera care indica varianta corectd, doar un raspuns este corect.
5p | 1. Un trapez dreptunghic are un unghi cu masura de 45° si bazele de lungimi 28 cm si 20 cm.
Inaltimea trapezului este:
A. 8cm B. 10cm C. 12cm D. 16cm
5 | 2. Intrapezul isoscel ABCD, AB || CD, AB < CD, AB = 4 cm si <ABC = 135°.
Daca BE 1 CD si BE= 6 cm, atunci lungimea laturii CD este egala cu:
A. 20cm B. 14cm C. l6cm D. 15cm
5p [3. Un trapez isoscel are unghiurile opuse:
A. complementare B. suplementare C. congruente D. cumasura de 60°
5p |4. Fie ADEJ un dreptunghi. Latura AD se imparte in trei segmente congruente, AB = BC = CD, iar
latura EJ se imparte in cinci segmente congruente, EF = FG = GH = HI = 1J.
Numarul trapezelor isoscele care au varfuri oricare patru dintre punctele 4, B, C, D, E, F, G, H, I, J
este:
A. 3 B. 4 C. 5 D. 2
II.  Asociati fiecarei cifre corespunzatoare enunturilor din coloana A, litera care indica raspunsul corect,
aflat in coloana B.
In trapezul isoscel ABCD, AB || CD, AD = DC = CB = ATB si E este mijlocul bazei AB.
A B
M 1. «d= a. 30°
M 2. «ADC = b. 60°
o
50 |3. <ABD = ¢ 120
d. 90
9 4. «(BD,CE)=
( ) e. 45°
L. La problemele urmatoare se cer rezolvari complete.
1. Se considera trapezul ABCD cu <4 = «B = 90°, AD < BC. Punctul E este situat pe latura 45,
astfel incat «<xAED = <« BEC. Paralela prin B la DE intersecteaza EC 1n punctul F, iar <BCE = 30°.
Aratati ca:
10p |a) triunghiul BEF este echilateral;
10p | b) punctul F este mijlocul segmentului CE.
2. Triunghiul ABC este dreptunghic in A, M este mijlocul laturii AC, N este mijlocul laturii BC, iar P
este simetricul punctului M fata de N. Fie AP N BM = {D}. Demonstrati ca:
10p |a) ABPM este dreptunghi;
10p |b) AMND este trapez dreptunghic;
10p |¢) MB| CP.




Perimetre si arii

o Patrulaterul

Din cele mai vechi timpuri, omenii si-au pus problema caracterizarii obiectelor comparandu-le.
Dimensiunile lor au fost comparate cu dimensiuni standard, nevoia de precizie determinand utilizarea
subdimensiunilor.
De exemplu, pentru lungimi, unitatea de masura in sistemul international este metrul, cu multiplii si submultiplii
acestuia. In unele tari sau in unele domenii, se foloseste o unitate de masura secundara, numita 7ol sau inch (se citeste
inci). 1 inch =2,54 cm.
4 B
]||||||||||I|||||||I||||||||||||||||II|I|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII'|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|
0 11 13 14 15

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

12

Pentru arii, unitatea standard este metrul patrat (suprafata unui
patrat cu latura de 1 metru), cu multiplii si submultiplii sai.

Se poate estima aria unei figuri geometrice incadrand suprafata
acesteia intre o suprafata formatd din reteaua unitatilor folosite
care o acopera si o suprafata care este acoperita de ea.

Exemplu: Aria figurii plane ABCDE, din imaginea alaturata, este
mai mare decat 6 unitati de arie si mai mica decat 27 de unitati
de arie. Evident, daca trasam reteaua unitétilor de arie cu latura
din ce in ce mai micd, vom aproxima din ce Tn ce mai exact
aria dorita.

[ Mo amintin__ A

1) a. Perimetrul triunghiului ABC este numarul P = 4B + BC + AC.
b. Perimetrul dreptunghiului ABCD este numarul ‘P =A4B + BC+ CD+ DA =2 - (AB + BC).
c. Perimetrul patratului ABCD este numarul ‘P =A4B + BC+ CD+ DA =4 - AB.

2) Interiorul unui triunghi este intersectia interioarelor unghiurilor sale.

3) Se numeste suprafata triunghiulara multimea tuturor punctelor situate in interiorul unui triunghi sau
pe laturile acestuia. In mod analog s-au definit: suprafata patratica, suprafata dreptunghiulard.

4) a. Aria triunghiului este egala cu semiprodusul dintre lungimea unei laturi si indltimea
corespunzatoare acesteia.
b. Aria dreptunghiului este egala cu produsul lungimilor a doua laturi alaturate.
c. Aria patratului este egald cu patratul lungimii laturii sale.

Notiunile de perimetru si de arie a unei suprafete pot fi extinse usor la figuri geometrice mai generale.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Dorim sa analizam noile figuri studiate.

Pentru aceasta, sa ne familiarizam cu notiunea de poligon. Triunghiul, patrulaterul, hexagonul sunt poligoane cu
3, 4, respectiv 6 laturi.

Vom numi poligon cu n laturi o figura geometrica plana, inchisa, formata cu punctele P, P, P,, ..., P ,n € N, n >3,
numite varfuri, care determina segmentele P P, P,P,, ..., P P, numite laturi, cu proprietatea ca oricare doua
dintre ele pot avea in comun cel mult un varf.




Definitia 1: Perimetrul unui poligon este suma lungimilor laturilor sale.

e Patrulaterul

P

P

3

P, P,

P=PP,+PP,+PP, P=PP,+PP +PP,+PP, P=PP,+PP+..+PP +PP

Prin urmare, perimetrul patrulaterului convex ABCD (paralelogram, dreptunghi, patrat, trapez, ...) este:
‘P=AB+ BC+ CD + DA.
Prin observare directa, intuim ca:

1) Orice suprafatd poligonald se poate descompune intr-o
reuniune de suprafete triunghiulare.

Exemplu: Suprafata marginita de poligonul ABCDEFGHI din 4

imaginea aldturatd este reuniunea suprafetelor triunghiulare:

ABI, BIH, BHC, CDE, ECF, FCG si GHC.

2) Interiorul unei suprafete poligonale este
intersectia interioarelor unghiurilor sale.

El Exemple: La fel ca la triunghi, pentru patrulaterul
convex putem defini interiorul sau ca fiind
intersectia interioarelor unghiurilor sale.
Observatie: Interiorul patrulaterului convex poate
fi obtinut mai simplu, prin intersectia interioarelor
a doud unghiuri opuse.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

A. Perimetrul si aria triunghiului
Daca notdm BC = a, AC = b si AB = ¢, lungimile laturilor triunghiului ABC, si cu °P perimetrul sau, atunci:
P=a+b+ec
Revenim la aria triunghiului. Acceptam urmatorul
rezultat: produsul dintre lungimea unei laturi a unui
triunghi si Tnaltimea corespunzatoare este constant.
Cu notatiile din figurd, h, = A4, h,= BB, h.= CC,,
afirmatia de mai sus se scrie: a-h,=b-h,=c-h,.
Valoarea comuna a produsului este dublul ariei
triunghiului. Notand cu <A, . aria triunghiului ABC,

_ah, b-hy c-h
2 2 2

Sa remarcam faptul cd putem alege latura si inaltimea corespunzétoare, in mod avantajos (pe cele pe care
le cunoastem sau pe care le putem calcula usor). In particular, in triunghiul dreptunghic, aria va fi egala cu
semiprodusul lungimilor catetelor.

avem: cAABC



Aplicatia 1: Sa regasim aria dreptunghiului si aria patratului folosind descompunerea in triunghiuri a acestor

figuri si aria triunghiului dreptunghic.

D C D C
ABCD este dreptunghi, deci - ABCD este patrat, deci
AB=CD si AD = BC, iar - AB=CD=A4D = BC, iar
triunghiurile ABC si ADC - triunghiurile ABC si ADC
sunt dreptunghice. - sunt dreptunghice.
A B A B
AB-BC  DC-AD
C/4ABCD = c/4ABC + UqACD = 2 + 2 = AB ’ BC : U4ABCD = C/4ABC + U4ACD = AB ) BC = AB2
Aria dreptunghiului este egala cu produsul lungimilor a Aria patratului este egald cu patratul lungimii
doua laturi alaturate. - laturii sale.
B. Perimetrul si aria paralelogramului
Pentru paralelogramul ABCD, vom numi indltime corespunzdtoare D F
laturii AB (sau CD) distanta dintre dreptele paralele AB si CD, G

adica lungimea segmentului £F, unde £ € AB, F € CD, AB 1 EF si

L]

|
- H

EF 1 CD. Analog, distanta dintre dreptele paralele AD si BC, adica AN
lungimea segmentului GH, unde G € AD, H € BC, AD 1 GH si -

GH 1 BC se numeste indaltimea paralelogramului, corespunzatoare Y : 5
laturii AD (sau BC).

Perimetrul paralelogramului este suma lungimilor laturilor sale. Cum laturile opuse sunt congruente, obtinem:

P=AB+ BC+ CD + DA =2(4B + BC).

Pentru a afla aria paralelogramului ABCD, descompunem suprafata
paralelogramului in doua suprafete triunghiulare, despre care
aratam ca sunt congruente.

Triunghiurile ABD si BDC au toate laturile respectiv congruente;
deci, aplicand cazul L.L.L., obtinem congruenta lor.

Doua figuri geometrice congruente au perimetre si arii egale.

Obtinem:

A - CAABD+CABCD=2'AABD:2.

ABCD

DE-AB

=DE - AB.

Aria unui paralelogram este egala cu produsul dintre lungimea unei laturi si indltimea corespunzdtoare.

C. Perimetrul si aria rombului

Toate laturile rombului sunt congruente, deci perimetrul este: ‘P = 4B+ BC+ CD+ DA =4 - AB.

Vom descompune suprafata rombului in patru triunghiuri determi-

nate de laturi si diagonale. Se poate arata usor, pe baza proprietati-

lor rombului (diagonalele se injumatatesc si sunt perpendiculare) ca

cele patru triunghiuri dreptunghice sunt congruente (aplicam cazul A
C.C.), deci ariile lor sunt egale.

A :4'04/103:4

ABCD

40-0OB _ AC-BD
2 2

d -d,

Daca notam cu d, si d, lungimile diagonalelor AC, respectiv BD, obtinem: <A, ., = 5

Aria rombului este egala cu semiprodusul lungimilor diagonalelor sale.

D

a

o Patrulaterul



e Patrulaterul

Perimetrul si aria trapezului
Trapezul este un patrulater. Prin urmare, perimetrul sau este: P = 4B + BC + CD + DA.

Pentru a afla aria trapezului, vom face aceeasi impartire a suprafetei sale in D C F
doua suprafete triunghiulare: A, = A, +cA, . !
Notam cu £ si F picioarele perpendicularelor duse din D pe 4B, respectiv : :
din B pe DC. Cum 4B || DC, rezultd DE = BF'. Aplicand formula ariei in cele |

. AB-DE DC-BF (AB+DC)-DE h 3
doua triunghiuri, avem: <4, = 5 + 5T 5 . A E B
Daca intr-un trapez, notdm baza mare cu B, baza mica cu b si distanta dintre baze, numita inaltimea trapezului,

. B+b)-h

cu i, atunci: oA, = %

Aria trapezului este egala cu semiprodusul dintre suma lungimii bazelor si distanta dintre baze.

Aplicatia 2:

a) Pe latura AB, de lungime L, a patratului ABCD, se considera punctele £ si /' care o impart 1n trei parti egale.
In exteriorul patratului 4BCD se construieste patratul EHGF.
Calculati perimetrul si aria poligonului AEHGFBCD.

b) Aflati perimetrul si aria poligonului obtinut daca facem aceeasi constructie pe fiecare dintre laturile patratului
ABCD.

c) Aflati perimetrul si aria poligonului obtinut daca pe fiecare segment din figura de la b) construim, pe treimea
din mijloc, patratul n exterior.

) c b) )
A 41 B
H G

p_ 4L p_ 201 p_100-L
3 3 9

2 2 2 2

=121 =L A=D+42= 1205

Indicatie: Observand figurile, in fiecare dintre cele trei cazuri, argumentati rezultatele scrise mai sus.

' Retinem!
® /- Perimetrul unui poligon este suma * Aria unui paralelogram este egala cu w
lungimilor laturilor sale. produsul dintre lungimea unei laturi si
* Aria triunghiului este egala cu semiprodusul indltimea corespunzatoare.
dintre lungimea unei laturi si inaltimea * Aria rombului este egald cu semiprodusul
corespunzatoare acesteia. lungimilor diagonalelor sale.
* Aria dreptunghiului este egala cu produsul * Aria trapezului este egala cu semiprodusului
lungimilor a doua laturi aldturate. dintre suma lungimii bazelor si distanta dintre
* Aria patratului este egala cu patratul baze.
lungimii laturii sale. J




Le

R0
v ) O Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Calculati perimetrul patrulaterului convex
ABCD stiind ca:
a)AB + BC=18 dm, BC + CD =22 dm,
CD + DA =24 dm, DA + AB =20 dm.
b)AD=7cm,CD=9cm, P, =28 cmsi
triunghiul ABC este echilateral.
Fie paralelogramul ABCD cu AC N BD = {O}.
Stiind ca ‘P, ,, =26 cm, P, . = 24 cm si
AC + BD = 28 cm, calculati perimetrul
paralelogramului.

ABCD este dreptunghi, AC N BD = {0},
BC =9 cm,iar P, =24 cm.
a) Calculati lungimile segmentelor AC si AB.

b) Calculati perimetrul si aria dreptunghiului.

Un triunghi dreptunghic are catetele de 5 cm si

12 cm.

a) Calculati aria triunghiului.

b) Calculati lungimea ipotenuzei si lungimea
indltimii corespunzatoare ipotenuzei.

Ipotenuza unui triunghi dreptunghic isoscel este
de 10 cm. Calculati inaltimea corespunzatoare
ipotenuzei, apoi aria triunghiului.

Calculati aria triunghiului ABC, in care

AB=8cm, BC=1dmsi <4ABC =150°.

ABCD este un paralelogram cu AB = 8 cm,

AD = 6 cm si «xBAD = 30°. Calculati:

a) d(D, AB) si d(C, AD);

b) perimetrul si aria paralelogramului.

Un romb are perimetrul de 40 cm si un unghi

de 150°. Calculati aria rombului, apoi produsul

lungimilor diagonalelor acestuia.

Fie M mijlocul laturii BC a triunghiului ABC.

Aratati cd AABM si AACM au aceeasi arie.

Punctul N apartine laturii BC a triunghiului

ABCsi BN=3 - CN.

a) Calculati raportul ariilor triunghiurilor ABN
si CAN, apoi calculati raportul segmentelor
BN si CN.

b) Gasiti o relatie intre rapoartele aflate.

ABCD este un paralelogram si O este punctul in

care se intersecteaza diagonalele sale.

a) Demonstrati ca triunghiurile AOB si BOC au
aceeasi arie.

b) DacacA,, =8 dm?, calculati aria paralelo-

/'IOD
gramului.

5}

Un teren in forma de patrat este impartit 1n trei
suprafete dreptunghiulare prin
doua drepte paralele cu una
dintre laturile patratului. Stiind
ca fiecare dreptunghi are
perimetrul de 80 dam, calculati:
a) lungimea laturii patratului;
b) aria fiecarei suprafete dreptunghiulare si aria
terenului, exprimand rezultatele in hectare.

In desenul de mai jos ABCD este dreptunghi,
AB=18cm, BC=12cm, BE=2 - AE si
CG = GF = DF.

D F G C
7N\
////(
<
A E B
Calculati:

a) aria dreptunghiului ABCD;

b) aria fiecaruia dintre triunghiurile: ADF, AGB,
ACE;

c) aria fiecaruia dintre patrulaterele: ADFE,
AFGE, BCFA, ABCG, BEDF.

Trapezul dreptunghic ABCD are bazele

AB =12 cm, CD =8 cm si <4 =45°.

a) Determinati inaltimea trapezului.

b) Calculati aria trapezului si aria triunghiului
ADC.

Aria unui trapez este 400 dm?, raportul bazelor
| N .
sale este 3 iar Tnaltimea sa este media

aritmetica a bazelor. Calculati lungimile bazelor
si inaltimea trapezului dat.

In trapezul ABCD, AB || CD, punctul O este
intersectia diagonalelor. Demonstrati ca
triunghiurile AOD si BOC au aceeasi arie.
Dreapta PQ, cu P e AB, Q € CD, imparte
paralelogramul ABCD, in doua suprafete
echivalente (cu arii egale). Demonstrati ca
patrulaterele ADQP si BCOP au acelasi perimetru.
Punctul M este situat in interiorul
dreptunghiului ABCD. Demonstrati ca:

1
AT A= AypTA A yzep-

MAB MDC MAD MBC 2

o Patrulaterul
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e Patrulaterul

Se acorda 10 puncte din oficiu.

L. La cerintele urmatoare alegeti litera care indica varianta corectd, doar un raspuns este corect.
5 |1. in triunghiul ABC, AD si BE sunt inaltimi. Dacd BC =25 cm, AC =15 cm, AD = 12 cm, atunci BE =:
A. 12cm B. 18cm C. 20cm D. 16cm
5p | 2. Aria triunghiului dreptunghic isoscel cu ipotenuza de 24 cm este:
A. 128 cm? B. 132 cm? C. 136cm? D. 144 cm?
5p | 3. Punctele M si N sunt mijloacele laturilor AB si AD ale patratului ABCD, CD = 20 cm. Calculand
aria patrulaterului BCNM, se obtine:
A. 200 cm? B. 220 cm? C. 240 cm? D. 250 cm?
5p | 4. Dreptunghiul ABCD are aria 100 cm? si AB =2 - BC. Perimetrul dreptunghiului este:
A, 20V2cm B. 302 cm C. 25/2cm D. 15/2cm
50 |5. Despre patrulaterul DEFG se stie ci DE || FG, DG || EF, DE = 14 cm, EF = 6 cm, << DEF = 150°.
Patrulaterul are aria:
A. 21 cm? B. 28cm? C. 42cm? D. 84cm’
5p | 6. Lungimile bazelor unui trapez dreptunghic sunt 5 cm, respectiv 9 cm, iar unul dintre unghiuri are
misura de 45°. Calculand aria trapezului, se obtine:
A. 38 cm? B. 28cm? C. 42cm? D. 84 cm’
5p | 7. ABCD este un dreptunghi cu aria 320 cm?, iar punctul P este situat pe dreapta AB. Aria triunghiului
PCD este:
A. 160 cm? B. 180 cm? C. 144 cm? D. 140 cm?
5p | 8. Unromb are aria 6 cm? si diagonalele exprimate in centimetri, prin numere naturale consecutive.
Perimetrul rombului este:
A. 20cm B. 15cm C. 10cm D. 12cm
II.  La problemele urmatoare se cer rezolvari complete.
1. Perimetrul dreptunghiului MATE este 144 cm. Dragos a colorat
suprafata acestuia ca in figura aldturata, in trei culori: albastru, galben
si rosu. Se stie ca punctele B si C sunt mijloacele laturilor M4,
respectiv ET si ca AB = ME. Calculati:
10p a) aria suprafetei colorate cu galben;
10p b) cat la sutd din suprafata dreptunghiului reprezinta suprafata care M B
nu este colorata cu albastru.
15p | 2. Se considerd paralelogramul CDEF cu CE N DF = {O }. Dreapta d trece prin punctul O si
intersecteaza laturile CD si EF 1n punctele P, respectiv Q. Demonstrati ¢a ‘P, = Proop-
3. Trapezul ABCD, AB || CD are AB =12 ¢cm, CD = § cm si indltimea de 4 cm. Se considerd M, N, P
mijloacele laturilor 4B, BC, respectiv AD. Calculati:
10p a) aria patrulaterelor ABNP si CDPN,;
ap b) aria triunghiului CMP,




5.1 Unghi inscris in cerc. Tangente dintr-un punct exterior la un cerc

5.2 Poligoane regulate inscrise intr-un cerc
5.3 Lungimea cercului si aria discului

Competente specifice:



e Cercul

Unghi inscris in cerc. Tangente dintr-un punct exterior la un cerc

@anrde si arce in cerc, proprietati

Cine si-ar mai putea imagina existenta
cotidiana fara obiecte care au forma de
cerc?

Dacéa mergem la Londra, nu putem rata o
vizitd, la ,,London Eye” , o atractie oarecum
recentd, dar extrem de populard. Roata are
diametrul de 120 metri, are 80 de spite, pe
ea fiind dispuse 32 de capsule, numerotate
de la 1 la 33, numarul 13 fiind omis.

1) Cercul este multimea punctelor din plan egal
departate de un punct fix, numit centrul cercului.
Centrul cercului se noteaza, de regula, cu O.

2) Distanta de la centrul cercului la un punct
oarecare al acestuia este constantd, se numeste
raza si se noteaza cu R sau r.

3) Segmentul care uneste doud puncte de pe cerc se
numeste coarda a cercului.

O coarda care contine centrul cercului se numeste
diametru.

4) Multimea punctelor de pe cerc, situate de aceeasi
parte a unei coarde, la care adaugam capetele
coardei, se numeste arc de cerc.

Oricare doud puncte distincte ale cercului
determina doud arce de cerc.

Pentru a diferentia arcul despre care vorbim, se
poate folosi o notatie cu trei puncte.

5) Un arc de cerc determinat de un diametru se
numeste semicerc.

6) Unghiul cu varful in centrul cercului se numeste
unghi la centru.

7) Pentru oricare doud puncte situate pe cerc,

masura arcului mic 4B este egala cu masura
unghiului la centru corespunzator acestuia.

\_

Exemplu:

In figura 1, punctele situate la distanta R de
punctul fix O formeaza cercul cu centrul O si
de razd R . I vom nota € (O, R ) sau € (O, r).
Pe acest cerc, remarcam punctele 4, B, M, N, P.
Atunci, AO =BO=MO=NO=PO=r.

Exemplu: In figura 1, MN si MP sunt coarde.
MP este coarda si O € MP, deci MP este

diametru.
MP=d=MO+ON=2"r.

Exemplu: Pentru punctele M si N exista arcul
mare MN si arcul mic MN, ambele notate cu

MN. Deseori, dacad nu se precizeaza altfel, prin
arcul MN vom intelege arcul mic.

Arcul mare MN contine punctele 4, B, P si se
poate nota si MPN sau MAN sau MBN.

Diametrul MP delimiteaza cele doua
semicercuri MNP si MAP.

Exemplu: << AOB este un unghi la centru.

Exemplu: AB = < AOB.
MP = 180°, pentru ca MP este diametru al
cercului.




Descoperim, intelegem, exemplificam

Sonia si Natalia privesc ,,London Eye” si poarta urmatorul dialog:

— Natalia, stiind ca la M este capsula 8, iar la N este capsula 17, ce masura crezi ca are arcul mic MN ?

— Am inteles, Sonia, vrei sa vezi daca stiu ca, pe roatd, nu exista capsula cu numarul 13, adica intre 8 si 17
sunt 7 capsule in loc de 8.

—  Bravo, Inseamna ca impreuna cu capsulele din capat, care au numerele 8 si 17, avem 9 capsule, care
formeaza 8 unghiuri congruente cu a 32-a parte dintr-un cerc intreg.

—  Corect, draga mea prietena, sa facem calculul. 360 : 32 = 11,25, deci masura unghiului format de spitele a

doui capsule consecutive este 11°15’. Misura arcului mic MN va fi de 8-11°15' = 90°.
—  Crezi, Natalia, ca-i putem intreba pe colegii nostri ce numar are capsula din punctul P ?
Observati pozitia punctului P pe cercul din imagine, efectuati calculele necesare si raspundeti la intrebarea
celor doua prietene.

Definitia 1. Doua cercuri cu raze egale se numesc cercuri congruente.
Doua cercuri congruente pot avea urmatoarele pozitii relative:

cercuri exterioare cercuri tangente exterior cercuri secante cercuri concentrice
congruente congruente congruente congruente (identice)

OO O O O

Definitia 2. Intr-un cerc, sau In cercuri congruente, vom spune ca doud arce sunt congruente daca au aceeasi

masurd. Pentru arcele congruente AB si CD scriem AB=CD.

Observatie: 4
Nu este suficient ca arcele sa aiba /‘\/\C

3 3 b1 a - - — IS} N . \
aceeasi masurd pentru a putea spune  fy fiora aliturati, avem AB=90° / NN . C(-\, D
ca acestea sunt congruente. — ! C _______ M NN
: = si CD=90° si se observa imediat ' O, R W 4N
Este esential ca acestea sa fie arce > 3 \ ! ! v 0,7,
.. . 3 / -
ale aceluiasi cerc sau ale unor cercuri ~ €@ arcele nu sunt congruente. N P e
7
congruente. S _-

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Teorema 1. Daca punctele 4, B, C apartin cercului € (O, r), C e :4_1\3, atunci AB = AC + CB.

CeAB OC € Int (X<AOB) CecAB
C
B
B Am
A C B C \\L/
O A 9]
AB=AC + CB <A0OB =<40C + < COB AB = AC+CB

e Cercul
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Teorema 2.
1) In acelasi cerc sau in cercuri congruente, la coarde congruente corespund arce congruente.
2) In acelasi cerc sau in cercuri congruente, la arce congruente corespund coarde congruente.

Demonstratie:
1) Se considera pe cercul € (O, r) punctele 4, B, C si D astfel incat 4B = CD.
In triunghiurile O4B si OCD, laturile OA4, OB, OC si OD sunt raze ale cercului,
deci sunt congruente, iar din ipotezd, avem 4B = CD. Cazul L.L.L. conduce B

la AOAB = AOCD, iar de aici rezultd < AOB = < COD, sau AB = CD.

2)Fie 4,B,C,D € (O, r) cu AB=CD, fapt ce implica < 4OB = <« COD.
In triunghiurile AO4B si AOCD, AO = CO, BO = DO, iar prin aplicarea cazului L.U.L.,
rezultd AOAB = AOCD, adica AB = CD.

/ QO
&

Teorema 3.

1) Daca un diametru al unui cerc este perpendicular pe o coarda a sa, atunci acesta imparte coarda si arcele
corespunzatoare 1n cate doud parti congruente.

2) Daca un diametru al unui cerc imparte o coarda sau unul dintre arcele determinate de aceasta in parti
congruente, atunci acest diametru este perpendicular pe coarda.

Demonstratie: Fie A, B, E, F € C(O,r), O € EF si EF N AB = {D}.

1) Daca EF 1 AB, atunci triunghiurile ADO si BDO sunt dreptunghice si congruente (cazul F
I.C.): OD = OD (latura comunad) si AO = BO (raze ale cercului). o Il B B
Rezultd AD = DB si < AOD = <« BOD, ultima relatie conducand la AF = FB . B

Arcele EAF si EBF sunt semicercuri si atunci: AE =180°— AF =180°— BF = BE .

2) Stim ca un diametru contine mijlocul unei coarde sau al unuia dintre arcele
determinate de aceasta coarda. In triunghiul isoscel AOB, diametrul include mediana
corespunzatoare bazei sau bisectoarea unghiului format de laturile congruente. Atunci,
diametrul include si inaltimea corespunzatoare bazei. Rezulta EF 1 AB, adicd diametrul E
este perpendicular pe acea coarda.

Teorema 4. Doua coarde ale unui cerc sunt congruente daca si numai daca sunt egal departate de centrul cercului.

Demonstratie: Fie A, B, C,D € €(O, r),OE L AB,E € ABsi OF 1. CD, F € CD.
Dreptele OF si OF contin diametre perpendiculare pe coarde, deci £ si F sunt mijloacele
coardelor 4B si CD, adici AB=2-BEsiCD=2-CF.

Dacéd AB = CD, atunci BE = CF, iar triunghiurile BEO si CFO sunt congruente (1.C.);
rezultd OF = OF, adica d(O, AB) = d(O, CD).

Reciproc, daca d(O, AB) = d(O, CD), adica OF = OF, atunci ABEO = ACFO (1.C.).
Rezulta congruenta BE = CF, echivalentd cu AB = CD.

Teorema 5. Doua coarde ale aceluiasi cerc, cuprinse intre drepte paralele, sunt congruente.

Demonstratie: Considerim punctele 4, B, C, D pe cercul € (O, r) cu AB || CD.
Construim OE | AB si fie OE N AB = {F}. Atunci, din AB || CD

obtinem si OF 1 DC. Triunghiurile ABO si CDO sunt isoscele

(04 =0B=0C=0D =r), iar OF, respectiv OF, sunt indltimi corespunzatoare
bazelor, deci sunt si bisectoare. Deducem ca: <O, = <0, si <0, = «0,.
Deoarece semidreptele OF si OF sunt opuse, rezultd <O, =180° — <0, - « 0, =
=180° -« 0, -« 0, = x0,.

Din cazul L.U.L., obtinem AOBC = AOAD, apoi BC = AD si BC = AD.




Aplicatia 1: Punctele 4, B, C sunt situate pe C(O, r), iar AD L BC, D € BC. A qg:)
Bisectoarea unghiului <t DAO intersecteaza cercul in punctul £. m <
Demonstrati ca BE=CE. B D ¢
Solutie: In triunghiul isoscel AOE (A0 = OF = r) avem < EAO = < AEO. 0]

Dar AE este bisectoarea <t DAO si < EAO = < EAD.

Rezultd < AEO = < EAD ceea ce inseamni ca EO || AD.

Deoarece AD L BC, se obtine EO L BC. Dreapta EO contine un diametru al cercului,

deci imparte arcul BC in doud arce congruente. Rezulta BE =CE. E

Aplicatia 2: Pe un cerc de centru O si diametru 4B, se considera punctele C, D de
o parte a diametrului si punctele £, F’ de cealalta parte a diametrului, astfel incat
AC = AE si BD = BF. Aritati ¢a CD = EF si d(O, CD) = d(O, EF).

Solutie: Intr-un cerc, la coarde congruente corespund arce congruente.

Din AC = AE obtinem AC = AE, iar din BD = BF obtinem BD = BF.

Deoarece diametrul imparte cercul in doud semicercuri rezulta

CD=180" — AC - BD = 180" — AE — BF = EF, deci CD = EF.

Arcele CD si EF sunt situate pe acelasi cerc si sunt congruente. Deducem, din teorema 2, ca CD = EF’, apoi din
teorema 4, coardele CD si EF sunt situate la aceeasi distanta fata de punctul O, centrul cercului.

Retinem! El
(] J 1) In acelasi cerc sau in cercuri congruente, la coarde congruente corespund arce congruente.
2) 1Inacelasi cerc sau in cercuri congruente, la arce congruente corespund coarde congruente.
3) Daca un diametru al unui cerc este perpendicular pe o coarda a sa, atunci acesta imparte
coarda si arcele corespunzatoare in cate doua parti congruente.
4) Daca un diametru al unui cerc imparte o coarda sau unul dintre arcele determinate de aceasta
in parti congruente, atunci acest diametru este perpendicular pe coarda.
5) Doua coarde ale unui cerc sunt congruente daca si numai daca sunt egal departate de centrul
cercului.
6) Doua coarde ale aceluiasi cerc, cuprinse intre drepte paralele, sunt congruente. )

i

\O,
% ’ o] Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Desenati un cerc cu centrul O si reprezentati B Desenati un cerc cu centrul O, apoi fixati pe
trei puncte distincte 4, B, C pe acest cerc. acest cerc punctele 4, B, C astfel incat masurile
a) Numiti arcele si coardele determinate de cele arcelor AB, BC si CA si fie 50°, 150°
tre1 puncte. . respectiv 160°. Stabiliti valoarea de adevar a
b) Numiti unghiul la centru care contine propozitiilor:
punctele B si C. a) 0 e AC.
n Desenati un cerc si fixati pe el punctele 4, B, C, b) Arcul mare AC are masura de 200°.
astfel incat AB = 60°, BC =90°. ¢) <40C =80".

Calculati masura arcului mic AC. d) Triunghiul AOB este isoscel.

Analizati toate cazurile posibile.



e Cercul

Construiti, prin punctul 4, interior cercului

(0, r), o coardd BC, astfel incat 4 si fie
mijlocul ei.

a) Descrieti fiecare etapa a constructiei.

b) Daca BC = r, calculati masura unghiului

OBC si masura arcului mic BC.
AB este un diametru al cercului €O, r), iar AC

si AD sunt coarde congruente ale acestui cerc.
Demonstrati ca:

a) BC = BD; b) AB L CD.

In cercul G(O, r), coardele AB = 6 cm si

CD = 12 cm nu au puncte comune si sunt
situate la distanta de 6 cm, respectiv 3 cm,

de centrul cercului. Demonstrati ca

<XABO +<«BAO =<« COD.

Coardele 4B si CD ale cercului €(O, r) sunt
perpendiculare si se intersecteaza in punctul P.
Fie E si F mijloacele celor doud coarde.
Demonstrati ca EF = OP.

@Unghi inscris in cerc

Anterior aprofundarii cercului, studiul geometriei s-a bazat, in general, pe rezultate referitoare la triunghi.
Definitia cercului si proprietatile Iui ofera posibilitatea completarii acestor rezultate si mijloace noi de
demonstrare a unora dintre ele.

Cercul €(O, r) contine varfurile 4, B, C ale

paralelogramului 4ABCD si intersecteaza latura

CD 1in punctul £. Demonstrati ca triunghiul

ADE este isoscel.

Pe cercul €(O, r), cu r =12 cm, sunt situate

punctele 4, B, C, D, astfel incat AB este

diametru, CAD =120°si CD L AB.

a) Demonstrati ca triunghiurile OCD si ACD
sunt isoscele.

b) Calculati masurile arcelor AC si EB;

c) Calculati distanta de la punctul B la dreapta
CD.

Punctele 4, B, C, D, E sunt situate pe cercul

(0, r) astfel incat, oricum am considera doud

dintre arcele de cerc AB, BC, CD, DE, EA,

acestea nu au puncte comune. Se stie ca

ABC =CDE = AE =120° si AB=CD=2-BC.

a) Calculati masurile celor cinci arce.

b) Demonstrati ca triunghiul AACE este
echilateral.

1) Orice punct situat pe mediatoarea unui segment este egal departat de capetele acestuia.
2) Mediatoarele unui triunghi sunt concurente intr-un punct, notat de reguld cu O.

Descoperim, intelegem, exemplificam

In figura alaturati, sunt construite mediatoarele laturilor triunghiului

ABC. Este reprezentat, de asemenea, cercul care contine cele trei

varfuri ale triunghiului.

Sa identificim elementele cunoscute despre triunghi si despre cerc si

eventuale legaturi intre acestea:

1)
2)
3)
4)
5)

Cercul reprezentat are centrul O si avem O4 = OB=0C=r.
Laturile triunghiului ABC sunt coarde ale cercului.

Fiecarei laturi 1i corespunde un arc mic si un arc mare.

Unghiurile triunghiului au varful pe cerc.

In interiorul fiecarui unghi al triunghiului, se afli doar unul dintre

arcele corespunzatoare laturii opuse.




e Cercul

Definitie: Se numeste unghi inscris in cerc un unghi care are varful pe cerc, iar laturile sale sunt coarde ale
cercului.

Sunt posibile urmatoarele trei situatii:

1) centrul cercului se afld pe o 2) centrul cercului se afla 3) centrul cercului se afla
latura a unghiului; in interiorul unghiului; in exteriorul unghiului.
/ “ 0> i
A AR
A1 C, A C 2 HH
C

Teorema. Masura unui unghi Inscris In cerc este egald cu jumatate din masura arcului de cerc subintins de
laturile sale (determinat de laturile unghiului si situat in interiorul acestuia).

Demonstratie: Despre unghiul inscris in cerc nu cunoastem decat definitia. Stim, insa, cd masura unui unghi la
centru este egald cu masura arcului de cerc cuprins intre laturile sale. Vom folosi acest rezultat.
Fie unghiul ABC, inscris in cercul de centru O siraza r.

1) Consideram, pentru inceput, cazul cand una dintre laturile unghiului este
diametrul cercului. Fie aceasta latura BC. Din O4 = OB = r, rezulta ca
AAOB este isoscel, de unde << BA0O = < ABO. Unghiul < AOC este exterior
triunghiului AOB, deci < AOC = < BAO + < ABO =2 <« ABO = 2- < ABC.

Dar <« AOC este unghi la centru si are masura egald cu a arcului mic AC.

Rezulti < ABC = %%.

2) Fie O 1n interiorul unghiului << 4ABC. Notam cu D punctul diametral opus
punctului B. Conditia impusa pentru O implica descompunerea unghiului
inscris n cerc in doua unghiuri adiacente si descompunerea arcului
corespunzator n doud arce alaturate. Aplicand, pentru fiecare, rezultatul

anterior, obtinem: <X ABC = <ABD + <« DBC = %:4_13 +%l/)—5’ = %1/4—(?

3) Fie O 1n exteriorul unghiului ABC si D punctul diametral opus punctului B.
Aplicand rezultatul obtinut la 1), obtinem: ‘\
==

< ABC = < ABD — <DBC=%@—%@=%Z@.

Teorema de mai sus ne permite s formuldm cateva consecinte, foarte utile in
aplicatii. C D
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C,: Masura oricdrui C,: Daca 4 si C sunt doua puncte fixe  C,: Daca 4 si C sunt doua puncte fixe
unghi inscris Tntr-un pe un cerc, atunci oricare ar fi B , pe un cerc, atunci oricare ar fi D,
semicerc este de 90°. un punct situat pe arcul ABC, are un punct al cercului, care nu apartine

loc relatia: arcului 4BC, are loc relatia:
<AB C= < ABC X ABC + < ADC = 180°.

Argumentati, folosind figurile de mai sus, validitatea acestor rezultate.

Stim sa aplicam, identificim conexiuni

Aplicatia 1: Fie AB si CD doua coarde ale unui cerc si M punctul lor de intersectie,
. o . . l(— ==

situat n interiorul cercului. Demonstrati cd < AMC = E(AC + BD).

Solutie: Prin punctul 4, construim paralela AE la CD, E punct al cercului. Atunci,

arcele AC si DE sunt congruente, fiind cuprinse intre coarde paralele. Dreptele
paralele AE si CD formeaza, cu secanta 4B, unghiuri alterne interne congruente, deci
X AMC = < BAE , iar < BAE este unghi inscris in cerc. Obtinem:

X AMC = <X BAE = lfﬁ:l(@+ﬁ):l(@+ﬁ):l(ﬁ+@)
2 2 2 2

Aplicatia 2: Fie AB si CD doud coarde ale unui cerc. Dreptele suport ale
coardelor se intersecteaza 1n punctul N, situat in exteriorul cercului. Aratati

cd < ANC= %(ﬁ)—[@).
Solutie: Construim, prin 4, coarda AE || CD. Obtinem arcele situate intre

ele, congruente: :4_6\’ = I/ZB Paralelele AE si CD formeaza, cu secanta AN,
unghiuri corespondente congruente, deci < ANC = X BAE, iar < BAE este
un unghi cu varful pe cerc. Obtinem:

< ANC = < BAE = l-ﬁzl(ﬁ)—ﬁ)zl(@—fc).
2 2 2

Retinem!

Se numeste unghi inscris in cerc un unghi care are varful pe cerc, iar laturile sale sunt coarde ale
cercului.

Masura unui unghi inscris in cerc este egald cu jumatate din masura arcului de cerc subintins de
laturile sale (determinat de laturile unghiului si situat in interiorul acestuia).
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3 ) X Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Desenati un cerc G(O, r) si alegeti trei puncte

A, B, C ale acestuia.

a) Numiti unghiurile inscrise in cercul €(O, r).

b) Daca AB = 40°, BC = 100°, calculati masurile
unghiurilor < ABC, <t BCA, <t CAB.

Punctele 4, B, C apartin cercului €(O, r),

O € AB, iar AC =520, Determinati masurile

unghiurilor < ABC, < BCA, < CAB.

Se considera punctele 4, B, C, D pe cercul

de centru O, astfel incat C si D sunt situate de

aceeasi parte a dreptei 4B, ca si punctul O.
a) Demonstrati ca < ACB + <ADB = < AOB.

b) Pentru AB = 70°, calculati masurile
unghiurilor «x ACB si < AOB.

Punctele E, F, G, H apartin cercului de centru

0, astfel incat G si H sunt situate de o parte si

de alta a dreptei EF.

a) Calculati <« EGF + < EHF .

b) Pentru EF = 80°, determinati masurile
unghiurilor < EHF, < EOF, < EGF,
analizand cazurile posibile (cand G apartine
arcului mic EF, respectiv arcului mare EF).

Fie 4 un punct al cercului &0, r), cur =6 cm.
Mediatoarea segmentului OA intersecteaza
cercul 1n punctele B, respectiv C.
a) Calculati perimetrul patrulaterului ABOC.
b) Calculati masurile unghiurilor <t BAC,

X ABC, < ACO.

Triunghiul DEF are varfurile pe un cerc GO, r),

iar bisectoarea unghiului EDF intersecteaza

cercul, a doua oara, 1n punctul M.

a) Demonstrati cd < EFM = < FEM.

b) Pentru DE =90°, DF =150°, calculati
masurile unghiurilor triunghiului DFM.

Coardele 4B si AC ale cercului G(O, r) sunt

perpendiculare si < ABO = 80°. Determinati

masurile unghiurilor triunghiului ABC.

n Patrulaterul MNPQ are varfurile pe cercul G(O, r)

— o —

si MN = NP, MQ = PQ.

a) Demonstrati cd O € NQ.

b) Stiind ca MN = @ —40°, aflati masurile
unghiurilor patrulaterului MNPQ.

Punctele 4, B, C sunt situate pe cercul &(O, r),

iar AB este diametru. Bisectoarea unghiului

ACB intersecteaza cercul in punctul D.

Calculati: .

a) masura arcului mic BD;

b) masura unghiului AOD.

Triunghiul ABC este isoscel, AB = AC,

iar cercul de centru 4, avand raza r < AB,

intersecteaza laturile 4B si AC in punctele D,

respectiv E.

a) Demonstrati ci DE || BC. -

b) Calculati masura arcului mare DE, stiind ca
X BAC+ < ECB=115°.

Fie AB diametru al cercului &(O, r), punctul C apar-

tine cercului si M este mijlocul arcului mic BC.

a) Demonstrati ci OM || AC.

b) Fie BD || OM , D fiind situat pe cerc.
Demonstrati ca punctele C, D, O sunt coliniare.

Pe cercul (O, r), cur =10 cm, se considera
punctele 4, B, C, astfel incat 40 | OB, iar C

este situat pe arcul mic A4B. Dreapta CM 1. OA,

M e OA, intersecteaza cercul in P, iar dreapta

CN 1 OB, N € OB, intersecteaza cercul in Q.

a) Calculati lungimea segmentului MN .

b) Aritati ca punctele P, O, QO sunt coliniare.

c) Daca CMON este patrat, aflati masura
unghiului ACM.

Punctele M si N sunt diametral opuse pe
cercul G(O, r), iar punctul P este mijlocul unui
arc de cerc cu capetele M si N. Mediatoarea
segmentului PM intersecteaza arcul mare PM
in punctul Q, iar mediatoarea segmentului PN
intersecteaza arcul mare PN in punctul R.

Calculati masurile unghiurilor triunghiului
POR.

e Cercul
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@Tangente dintr-un punct exterior la un cerc

[ Wo amintin A

1) Fiind dat un punct 4, exista o infinitate de cercuri care il contin.

2) Fiind date doua puncte distincte 4 si B, exista o infinitate de cercuri care contin aceste puncte.
Centrele acestor cercuri se afla pe mediatoarea segmentului AB.

3) Oricare trei puncte distincte ale unui cerc sunt necoliniare.

4) Trei puncte necoliniare determina un cerc $i numai unul. Cercul care contine punctele necoliniare
A, B, C se numeste cercul circumscris triunghiului ABC, centrul siu fiind punctul de intersectie a
mediatoarelor laturilor triunghiului.

5) O dreapta si un cerc pot avea cel mult doud puncte comune.

Sunt posibile urmatoarele pozitii relative ale unei drepte fata de un cerc:
dreapta exterioara cercului dreapta tangenta la cerc dreapta secanta cercului
CO,R)Nd =0 C0,,R)Nd,=1{4,} CO,,R)Nd,=1{4,, A}
M,=A4,

d(0,d)=R, d(0,d) <R,

Descoperim, intelegem, exemplificam

Teorema 1. O dreaptd d este tangenta la cercul G(O, r), in punctul 4, daca si numai daca d 1. OA.

Demonstratie: Consideram dreapta d, tangenta la cercul G(O, r), in punctul 4. Vom demonstra ¢ d 1 OA.
Presupunem, prin reducere la absurd, ca dreapta d nu este perpendiculard pe O4 . Fie atunci OB L d, B € d.
In triunghiul O4B, cu < OBA = 90°, avem <« OBA > < OAB, deci O4 > OB. Deoarece A este pe cerc, rezultd
ca punctul B este 1n interiorul cercului si atunci dreapta d ar mai avea un punct, diferit de 4, comun cu cercul.
Se ajunge la o contradictie. Presupunerea este falsa, prin urmare d 1 OA.

Pe de alta parte, stim ca intr-un punct 4, al unei drepte OA4, se poate construi o singurd perpendiculara d, ceea
ce ne spune ca singura dreapta perpendiculard pe OA, in punctul 4 este tangenta la cerc, in acest punct.
Intr-un punct al unui cerc, se poate construi o singurd tangent la cerc. Ne intrebam daca exista drepte
distincte, care au un punct comun si sunt tangente la un cerc. Vom considera un cerc de centru O si raza r.

Teorema 2. Prin orice punct 4, exterior unui cerc €(0, r), se pot construi doua tangente AM si AN, la cerc.
Segmentele determinate de punctul 4 si punctele de tangenta sunt congruente.

_ -

M.
[ \

Demonstratie: Consideram punctul 4 care apartine exteriorului cercului &(O, r),
deci O4 > r. A gasi punctul de contact al unei tangentei din A4 la cerc inseamna
a construi un triunghi dreptunghic cu ipotenuza 4O si cu varful unghiului drept
pe cercul dat. Stim ca un unghi drept este inscris intr-un semicerc, deci vom
construi cercul de diametru 40.




< < 04 . . . . . .
Notam centrul sau cu Q; razavafi R = - Notam cu M, respectiv N, punctele de intersectie a celor doua cercuri,

iar unghiurile <tOMA si < ONA sunt unghiuri drepte. Dreptele AM si AN sunt tangente la cerc. Consideram
triunghiurile OAM si OAN, dreptunghice si congruente (OA4 latura comuna si OM = ON, ca raze ale cercului); deci
catetele corespunzatoare, MA si NA sunt congruente.

Congruenta triunghiurilor O4AM si OAN ne ofera inca un rezultat remarcabil, foarte util in rezolvarea problemelor:
Semidreapta determinata de un punct exterior unui cerc si centrul cercului este bisectoarea unghiului format de
tangentele la cerc din acel punct. In desen (Teorema 2), semidreapta 4O este este bisectoarea unghiului << MAN.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1: In triunghiul ABC notim 4B = ¢, BC = a, AC = b. Bisectoarele unghiurilor triunghiului se
intersecteaza in punctul /. Cum fiecare punct al bisectoarei unui unghi este egal departat de laturile unghiului,
rezultd ca punctul / este este situat la aceeasi distanta fata de cele trei laturi ale triunghiului. Notdm aceastd
distanta cu r, deci d(I, AB) = d(I, BC) = d(I, AC) = r. Construim cercul de centru / si cu raza egala cu r. Acest cerc
se numeste cercul inscris in triunghiul ABC si intersecteaza laturile triunghiului in punctele 4, € BC, B, € AC,
respectiv. C| € AB (punctele de tangenta ale laturilor cu cercul inscris). Calculati lungimile segmentelor: 4B,
AC,, BA,, BC,, CA,, CB, in functie de a, b, c si de semiperimetrul triunghiului.

Solutie: Laturile triunghiului sunt tangente cercului 1nscris si aplicand teorema 2.
obtinem congruentele: AB = AC,, BC, = BA,, si CA, = CB,. Notdam lungimile
segmentelor: AB =x, BC, =y si CA =z.

Atunci, lungimile laturilor triunghiului sunt: a=y+z, b=x+z,c=x+y (1),
iar perimetrul triunghiului ABC este P=2x+2y+2z. Notamp=x+y+z (2),
semiperimetrul triunghiului ABC. Scazand pe rand din egalitatea (2) cate una din
egalitatile (1), rezulta AB, = AC,=p—a,BC =BA, =p—-bsiCA =CB =p—c.

éplicagia 2: Din punctul 4, exterior cercului (O, r), construim tangentele A4, si AD .

In interiorul unghiului < 4, 4D, si 1n exteriorul cercului, considerdam punctul C,

din care construim tangentele la cerc: CB, si CC,. Astfel patrulaterul 4, B, C D, este

patrulater convex.

Notdm {B } =44, N CB,si {D} =AD N CC,.

a) Realizati, cu ajutorul instrumentelor geometrice, desenul alaturat, respectand
datele problemei.

b) Demonstrati ca patrulaterul convex ABCD are proprietatea AB + CD = BC + AD.

Solutie: Segmentele reprezentate cu aceeasi culoare sunt tangentele dintr-un punct
exterior, la cercul dat, deci sunt congruente Se obtine AB + CD = BC + AD.

Putina istorie

Rezultatul prezentat de Aplicatia 2 a fost
descoperit de inginerul francez Henri Pitot,
in anul 1725.

Henri Pitot a trait ntre anii 1695-1771.

Henri Pitot
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Aplicatia 3: Fie << 4BC, cu varful pe cercul de centru O, astfel incat o latura este tangenta la un cerc, iar cealalta
latura este coarda a cercului. Masura unghiului < 4BC este egald cu jumatate din masura arcului de cerc, situat
in interiorul unghiului.

Demonstratie: Fie unghiul ABC, cu latura BC tangenta in punctul B la cerc, iar latura B4 coarda a aceluiasi cerc.
Sunt posibile urmatoarele trei cazuri:

1) Unghiul < ABC este ascutit. Stiind ca << OBC =90°,
rezultd O ¢ Int (< ABC). Notam cu D punctul
diametral opus lui B si se obtine < BAD = 90° (inscris
in semicerc). Unghiurile < ABC si <t ADB au acelasi
complement (unghiul <« 4BD), deci sunt congruente.
Deoarece unghiul <t ADB este inscris in cerc, se obtine

XABC = <ADB = %A’B.

2) Unghiul «ABC este obtuz. Atunci, arcul din interiorul
unghiului este arcul mare 4ADB.

Fie BE semidreapta opusa semidreptei BC. Unghiul ABE este ascutit, cu o laturd tangenta si cealalta coarda a
1— 1 o 3\ 1=
cercului. Aplicand cazul 1), obtinem < ABC = 180° — < ABE = 180° — EAB = 5(360 - AB) = EADB.
3) Unghiul < ABC este unghi drept. Atunci, 4B este diametru, unghiul < ABC are 1n interior semicercul 4B cu

misura 180°, deci %ZE —90° = < ABC.

Aplicatia 4: Unghiul <t 4ABC are varful B pe cerc, iar BC, este coarda a cercului.

Daca «x4BC = %E(\] , atunci 4B este tangenta 1n B la cerc.

Demonstratie: Presupunem, prin reducere la absurd, cad 4B nu este tangenta in B la
cerc. Atunci, exista o dreaptd B4, tangenta in B la cerc. Aplicam rezultatul obtinut

. . 1 —
la Aplicatia 3, cazul 1) si avem: < 4 BC = EBC = < ABC. Rezulta ca dreptele BA
s1 BA, coincid, deci 4B este tangenta in B, la cerc.
Rezultatul prezentat in Aplicatia 4 ne oferd o modalitate de a ardta ca o dreapta este tangenta la un cerc: daca

masura unui unghi cu varful pe cerc este jumdtate din masura arcului din interiorul unghiului, iar o latura este
coarda a cercului, atunci cealalta laturd a unghiului este tangenta la cerc.

' Retinem!

L * Trei puncte necoliniare determind un cerc si numai unul.

* O dreapta si un cerc pot avea cel mult doua puncte comune.

* O dreapta este tangenta la un cerc daca si numai daca este perpendiculara pe raza cercului,
in punctul de intersectie al dreptei cu cercul.

* Prin orice punct 4, exterior unui cerc &(O, r), se pot construi doud tangente la acest cerc.
Segmentele determinate de punctul 4 si punctele de tangenta sunt congruente. )
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’ O Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Realizati cate un desen care sd corespunda

datelor de mai jos, apoi scrieti, folosind

simboluri matematice, relatia dintre raza

cercului si distanta de la centrul cercului la

dreapta, pentru fiecare dintre cazurile:

a) cercul cu centrul 4 are raza r, si dreapta a
este exterioara cercului.

b) cercul cu centrul B are raza r, si dreapta b
este tangenta cercului.

¢) cercul cu centrul C are raza r, si dreapta c
este secantd cercului.

Desenati prin punctul 4, exterior cercului &(O, r),
o dreapta exterioara, o dreapta tangenta si

o dreapta secanta cercului. Notati punctele
cercului prin care trec dreptele desenate, apoi,
pentru fiecare dintre cele trei drepte, scrieti
multimea punctelor de intersectie dintre dreapta
si cerc.

Desenati cercul cu centrul O si de raza

r =3 cm. Fixati punctul 4 pe cerc si construiti
tangenta 74 la acest cerc. Completati pe caiet
spatiile libere astfel incat sa obtineti propozitii
adevarate:

a) «T40=...";

b)d(O,T4A)=...=...cm.

Se considera cercul &(O, r), r=0,4 dm si o
dreapta d. Distanta de la punctul O, centrul
cercului, la dreapta d, este exprimata, in
centimetri, prin numarul x € N, x < 10. Alegeti
numarul x astfel incat dreapta d sa fie:

a) exterioara cercului;

b) tangenta cercului;

c) secanta cercului.

Fie M un punct al cercului €(O, r), cu raza

r =3 cm si punctul 7, exterior cercului, astfel
incat TM =4 cm si 7O = 5 cm. Stabiliti pozitia
dreptei TM fatd de cercul dat.

Punctul 4 este exterior cercului G(O, r), AB este
tangenta la cerc, punctul B este situat pe cerc,
OA =18 cm si < OAB =30°. Calculati raza
cercului.

Prin punctul B, exterior cercului &(O, r), se
construiesc dreptele BC si BD, tangente la cerc,
C,D € GO, r). Stiind ca OB =16 cm si ca
triunghiul COD este echilateral, calculati:

a) BC si BD;

b) distanta de la punctul B la dreapta CD.

Punctele 4, B, C sunt situate pe un cerc astfel

incat AB = AC . Demonstrati ca tangenta la
cerc, in punctul 4, este paralela cu dreapta BC.

Intr-un cerc, se considera arcul AB= 72°.
Tangenta la cerc in punctul 4 intersecteaza
mediatoarea segmentului 48 in punctul C.
a) Demonstrati ca CB este tangenta la cerc;
b) Calculati masura unghiului ACB.

Pe un cerc de centru O si raza 8 cm, se iau

punctele 4 si B, astfel Incat AB=120°.
Tangentele n 4 si B la cerc se intersecteaza in
punctul 7.
a) Determinati lungimea segmentului 70.
b) Daca AB N OT = {D}, aratati ca
D=3 - DO.
Tangentele AB si AC la cercul G(O, r) sunt
perpendiculare, punctele B si C fiind pe cerc.
Dreapta AO intersecteaza cercul in punctele D
siE.
a) Calculati masurile unghiurilor patrulaterului
BDCE.
b) Demonstrati ca tangentele in D, respectiv in
E, la acest cerc, sunt paralele cu dreapta BC.

e Cercul
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Poligoane regulate inscrise intr-un cerc

Nevoia de frumos a omenirii s-a manifestat din cele mai vechi timpuri. In natura, intdlnim forme de o regularitate
si frumusete aparte. Sa privim cateva imagini ilustrative:

giy «l g‘%‘»
5?*@' ?q
D‘Y.Q AN
mw}-—“& O e
4 %?&’0\ Va{}

GQD rY

Stilizat, remarcam forma perfecta de cerc, impartit in parti egale, in fiecare parte fiind adaugate detalii
specifice, perfect simetrice.

Putina istorie

Problema diviziunii cercului in parti egale (folosind rigla si compasul) era
cunoscuta din Antichitate. Pentru n = 2° (¢ fiind numar natural nenul), n = 3,
n =5 sau produs de doud sau trei numere de aceasta forma, erau cunoscute
modalitatile de constructie.

Gauss, 1n lucrarea sa Disquisitiones Arithmeticae (1801), extinde posibilitatea
impartirii cercului in parti egale si in cazul unor numere de alta forma.

Karl Friedrich Gauf3 (Gauss) este cel care a construit, folosind numai rigla
si compasul, un poligon regulat cu 17 laturi, o revelatie a vremii.

Karl Friedrich Gauf

Mo amintin A

Triunghiul echilateral are toate laturile si toate unghiurile congruente.

Patratul are toate laturile si toate unghiurile congruente.

Ne intrebam:

1) Exista si alte poligoane, astfel incat sa aiba toate laturile si toate unghiurile congruente?
2) Ce proprietati comune au acestea?

3) Ce proprietati specifice (proprietiti care le diferentiazd) au acestea?

\C v,
Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitia 1. Exemple:

Poligonul convex care are foate laturile Poligonul regulat cu trei laturi este triunghiul echilateral.
congruente si toate unghiurile, formate Poligonul regulat cu patru laturi este patratul.

de doua laturi alaturate, congruente se Poligonul regulat cu cinci laturi se numeste pentagon regulat.
numeste poligon regulat. Poligonul regulat cu sase laturi se numeste sexagon regulat.



Definitia 2. Cercul care contine toate varfurile unui poligon se numeste cercul circumscris acestuia.

Definitia 3. Poligonul care are toate varfurile pe un cerc se numeste poligon inscris in acel cerc.

Sa remarcam, fara demonstratie, pentru moment, ca orice poligon regulat poate fi Inscris intr-un cerc.
Exemple: Triunghiul echilateral, patratul, pentagonul regulat, hexagonul regulat.

Triunghiul ABC
este Inscris in cerc.

Patratul ABCD
este 1nscris 1n cerc.

Observand imaginile de mai sus, putem deduce:
Centrul cercului circumscris unui poligon regulat este intersectia mediatoarelor laturilor acestuia.
Centrul cercului circumscris unui poligon regulat este intersectia bisectoarelor unghiurilor acestuia.
Laturile unui poligon regulat sunt coarde ale cercului circumscris.
Varfurile unui poligon regulat cu n laturi determina » arce congruente.
Fiecare unghi al unui poligon regulat cu # laturi este unghi Inscris in cerc si subintinde un arc format din
n — 2 arce congruente.
Razele OA, OB, ... care contin un varf al unui poligon regulat, sunt bisectoare ale unghiurilor
corespunzatoare acestora.

Tema de portofoliu

a) Observati poligoanele regulate din desenele de mai sus, copiati pe caiete tabelul urmator si completati-1.

)
2)
3)
4)
5)

6)

1D

Pentagonul ABCDE
este Inscris 1n cerc.

Hexagonul ABCDEF
este Inscris 1n cerc.

Pentagonul regulat

Hexagonul regulat

Poligonul Triunghiul 4ABC Patratul ABCD ABCDE ABCDEF
laturile AB, BC, AC AB, BC, CD, DE, EA
diagonalele Nu are AC, AD, AE, BD, BE,
BF, CE, CF, DF
unghiurile ABC, BCD, CDA, DAC

b) Demonstrati ca diagonalele si laturile unui poligon regulat cu n laturi, corespunzatoare aceluiasi varf,
determind n — 2 unghiuri congruente, pentrun =4, n =5 si n = 6.

e Cercul




Stim sa aplicam, identificam conexiuni

e Cercul

Teorema 1. Exista un cerc care trece prin toate varfurile unui poligon regulat cu » laturi.

Demonstratie:

Consideram poligonul regulat 4 4,4.4, ... A . Notam mijloacele laturilor 4 4.,
A, s1 A A, cu B, B, respectiv B,.

Deoarece punctele 4,, 4,, A, sunt necoliniare, rezulta ca exista un punct

O, centrul cercului circumscris triunghiului 4, 4,4,, si anume intersectia
mediatoarelor laturilor sale. Atunci, OB, este mediatoarea laturii 4, 4,, iar OB,

19722
este mediatoarea laturii AA,.

Sa aratam ca si mediatoarea laturii 4,4, trece prin punctul O. Triunghiurile OB 4, si OB A, sunt dreptunghice,
au latura comuna OA,, iar B4, = A,B, (jumatati ale unor segmente congruente).

. 1
Folosind cazul I.C., rezulta AOB A, = AOB,A,, de unde < OA,B, = < OA,B,= — < A/ A A,

Din congruenta unghiurilor de la baza triunghiului isoscel 04,4, obtinem
< OA,B,= <0OA,B, = % L AAA, = % < 4,4,4,, deci, semidreapta 4,0 este bisectoarea «A4,4.4,.
Triunghiurile OA4,B, si OA,B, au latura comuna OA4,, 4,B, = A, B, (jumatati de laturi congruente),
lar < OA,B, = < OA,B, deoarece 4,0 este bisectoare. Din cazul L.U.L. rezultd AOA,B, = AOA,B,.
Prin urmare << OB A, = < OB, A, = 90° si A,B, = A,B, sunt jumatate din latura poligonului.

EJ"‘ Am aratat cd OB, este mediatoarea laturii 4,4, deci cercul cu centru in O, care trece prin 4, 4,, 4,, va contine
si punctul 4,.
Continuand rationamentul pentru mediatoarele celorlalte laturi ale poligonului, aratdm ca toate varfurile
poligonului regulat se gasesc pe cercul de centru O siraza R = OA,.
Observatie: Demonstratia teoremei de mai sus este laborioasa, dar parcurgerea ei este un bun exercitiu de

Ef rationament logic.
' Retinem!

[ ) * Poligonul convex care are toate laturile congruente si toate unghiurile formate de doua laturi \
alaturate, congruente se numeste poligon regulat.
E * Fiecare semidreapta cu originea intr-un varf al unui poligon regulat si care contine centrul O
al cercului este bisectoarea unghiului poligonului, corespunzator acelui varf.
« Suma masurilor unghiurilor poligonului regulat cu # laturi este (n — 2) - 180°.
» Mediatoarele laturilor unui poligon regulat sunt concurente in centrul cercului circumscris
acestuia.
* Unghiul format de doua laturi aldturate ale unui poligon regulat cu n laturi are mésura de

"2 180"

g _J
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J o Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Desenati un cerc de centru O si raza r. Fixati un
punct 4 pe cerc. Luati in deschidera compasului
lungimea razei si marcati pe cerc, in aceasta
ordine, punctele 4, B, C, D, E, F astfel incat
AB =BC=CD = DE = EF =r. Demonstrati ca:
a) AF =r;

b) 4B =BC =CD = DE = EF = F4,
¢) triunghiul ACE si hexagonul ABCDEF sunt
poligoane regulate.

Desenati un cerc cu centrul in O, iar prin punctul
O, desenati dreptele perpendiculare a si b.
Dreapta « intersecteaza cercul in punctele 4 si
C, iar dreapta b intersecteaza cercul in punctele
B si D. Demonstrati ca 4, B, C, D sunt varfurile
unui poligon regulat.

Un triunghi echilateral are inaltimea de 9 cm.
Calculati raza cercului circumscris triunghiului.
Varfurile unui patrat cu aria 144 cm? se afla

pe un cerc. Calculati lungimea diametrului
cercului.

Varfurile unui hexagon regulat, cu perimetrul
108 cm, se afla pe un cerc. Calculati raza

cercului.
Desenati un dreptunghi ABCD in care AB =4 cm
si <<ABD = 60°.

a) Demonstrati cd existd un cerc pe care se afla
varfurile dreptunghiului. Determinati centrul
si raza acestui cerc, apoi desenati-1.

b) Mediatoarea laturii AD intersecteaza cercul,
desenat la subpunctul a), in punctele £,
respectiv F. Demonstrati ca 4, B, C, D, E, F’
sunt varfurile unui hexagon regulat.

Fie ABC triunghi echilateral. Fiecare latura

a triunghiului este impartita in trei parti

congruente, ca in figura de mai jos. Decideti

daca poligonul obtinut prin indepartarea
colturilor colorate este un poligon regulat.

n Fiecare laturd a patratului DEFG este impartita
in trei parti congruente, ca in figura de mai
jos. Decideti daca poligonul obtinut prin
indepartarea colturilor colorate este un poligon
regulat. Justificati raspunsul dat.

D % & C
NN
Oy 0,
A

B

Se considera triunghiurile echilaterale ABC,

ACD, ADE, AEF, AFG, avand interioarele

disjuncte, doua cate doua.

a) Stabiliti daca BCDEFG este hexagon regulat.
Justificati raspunsul dat.

b) Stabiliti natura patrulaterelor ABCD si
EFGB.

MNPQRS este un hexagon regulat si

MP =83 cm. Calculati raza cerului

circumscris hexagonului.

Pe laturile dreptunghiului ABCD cu AB = a cm,

BC = b cm, se construiesc in exterior patrate.

a) Demonstrati ca centrele acestor patrate sunt
varfurile unui poligon regulat.

b) Calculati raza cercului circumscris acestui
poligon.

In cercul G(0, r) este inscris un poligon regulat
cu n laturi, n > 3, 4 A, fiind una dintre laturile

poligonului. Calculati masura arcului ZI_A\Z,

pentrun € {3,4,5,6}.

In hexagonul regulat MNPORS, punctele 4, B,

C si D sunt mijloacele laturilor MN, PQ, OR

respectiv SM.

a) Calculati masura unghiului format de
dreptele AC si BD.

b) Stabiliti natura patrulaterului ABCD.

ABCDEF este un hexagon regulat, inscris in
cercul (O, r). Tangentele la cerc, in punctele 4 si
C, se intersecteaza 1n punctul 7. Demonstrati ca:
a) TAC este un poligon regulat;

b) OB = BT.

e Cercul



Pe un cerc de centru O si raza R, punem in evidentd doud puncte 4 si B. Ne intrebam care este lungimea

intregului cerc, adica a arcului 4B4 . Pe baza notiunilor matematice parcurse pana acum, nu vom putea
demonstra formula, dar un mic experiment ne poate l[amuri.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Pe marginea unei monede, marcadm un punct B. Rostogolim
moneda, n linie dreapta, pe o foaie de hartie, apoi masuram
segmentul cuprins intre doud atingeri consecutive ale
punctului marcat, cu hértia (B si B,). Calculand raportul dintre
lungimea obtinuta prin masurare si lungimea diametrului
monezii, se observa ca acesta este cuprins intre 3,1 si 3,2.
Repetand experimentul cu cercuri de diferite diametre, vom constata ca acest raport are aceeasi valoare,
indiferent de raza cercului.

Aceastd constantd se noteaza cu litera greceasca m, citim ,,pi” si este prima literd a cuvantului grecesc
»perimetros” care inseamna perimetru. Este un numar irational (are o infinitate de zecimale) cu valoarea
aproximativa: = 3,1415926535... . in aplicatii, de obicei folosim primele doua zecimale, adica &t = 3,14.
In concluzie, am obtinut formula de calcul pentru lungimea cercului de razi R: L. =271R

Ea corespunde lungimii cercului intreg, deci a unui arc de cerc cu masura de 360°.

Pentru un arc oarecare 4B al cercului (O, R), lungimea este direct proportionald cu masura arcului, adica:
AB 360"
Daca sunt date doud puncte 4 si B pe un cerc si dorim sa calculam lungimile arcelor determinate de acestea,

atunci:
TE-R’@_‘E'R'{AOB_
180° 180°

— lungimea arcului mic 4B al cercului C(O,R) este L =

— lungimea arcului mare 4B al cercului &(O, R) este
o mR-AB_m-R-(360° -~ A4B) _m-R-(360° —<AOB)
A8 180° 180° - 180° '
Exemplu: Sa calculdm lungimea arcului de cerc din (O, R) cuprins in interiorul unui unghi

A N\ B
\ 4

N 9 . A . 1 — :
inscris in cerc, cu masura de 60°. Unghiul BAC este inscris in cerc si < BAC = EBC’ deci

e 60°. Unghiul BAC \
BE=2-60°= 120 Din 2< 120 _ 30 (o gpine g 2R
e LBAC 2-m-R 3

Observatie: Calculul lungimii unui arc de cerc se poate face si utilizand regula de trei simpld pentru cele doua
marimi direct proportionale: masura arcului de cerc si lungimea arcului aceluiasi cerc.

Definitia 1. Se numeste disc de centru O si raza R multimea tuturor
punctelor situate in interiorul cercului (O, R) sau pe acest
cerc.



Aria discului marginit de cerc se calculeaza cu o formula a carei demonstratie depaseste cunostintele invatate

in clasele elementare. Vom face o estimare a ariei discului, prin impartirea cercului in 2z sectoare (parti, felii)
egale, prin unghiuri la centru congruente. Alegem o valoare rezonabila, 2n = 28, unghiurile la centru avand
aceeasi masura. Coloram diferit cele doua semicercuri delimitate de un diametru si le desfasuram de-a lungul
unei drepte, ,,bazele” sectoarelor fiind orientate diferit (vezi figura de mai jos). Apoi, cele doua figuri se
intrepatrund, obtinand ,,aproape” un paralelogram (cand » este foarte mare figura se apropie foarte mult de un
dreptunghi) cu o latura egald cu jumatate din lungimea cercului, adica = - R, iar indltimea se apropie de valoarea
R. Atunci, aria paralelogramului este aproximativ egala cu valoarea m - R%.

e Cercul

Am gasit formula de calcul
pentru aria discului: ot
1B A=n"R%

R

Definitia 2. Figura geometrica delimitata de doud raze OA si OB ale aceluiasi cerc (O, R ), impreuna cu
arcul de cerc cu capetele 4 si B se numeste sector de cerc.

In primul cerc, este reprezentat un sector de cerc delimitat de

razele O A4, 1 OB, cu arcul mic 4, B,, iar in al doilea cerc este
reprezentat sectorul de cerc determinat de razele si 0,4, si O,B,

cu arcul mare 4,B,.
Aria sectorului de cerc este direct proportionala cu masura

arcului de cerc corespunzator. 2

— , —
— ° ) n-R"- 4B
Pentru sectorul marginit de arcul mic 4,B,, din _ 4B _ 360 se obtine A, 5 = —
Ao mR 360
, —
o — » m-RT-A4,B, | e
Pentru sectorul marginit de arcul mare 4,B, avem ¢4, 0,8, =T R — T, in formula fiind vorba de

arcul mic 4,B, .

Observatie: Calculul ariei unui sector de cerc se poate face si utilizand regula de trei simpla pentru cele doua
marimi direct proportionale: mésura arcului de cerc si aria sectorului de cerc corespunzator acelui arc.

Aplicatia 1: Formam o spirald din patru semicercuri cu razele 2°, 2!, 2%, 23, ca in
figura alaturata. Calculati lungimea acestei spirale.
Solutie: Am format spirala din semicercul rosu de raza 1, semicercul albastru de

raza 2, semicercul verde de raza 4 si semicercul violet de raza 8. Lungimea spiralei
esteL=n+2n+4n+8n=15m.

Aplicatia 2: Fie cercul &(O, R), si 4 un punct exterior acestuia. Tangentele din punctul 4 la cerc formeaza un

unghi cu masura de 60°. Calculati aria suprafetei marginite de tangente si arcul mic de cerc BC, unde B si C

sunt punctele de tangenta.
B
Solutie: Vom afla aria cerutd scazand din aria patrulaterului ABOC, aria sectorului
de cerc marginit de arcul mic BC. Deoarece AB = AC, BO = CO, triunghiurile
dreptunghice AAOB si AAOC sunt congruente. Rezulta ca 4O este bisectoarea
LBACsicA,,, =2 A,

In triunghiul 4OB, cateta OB se opune unghiului de 30°, adica
AO=2-OB=2-R,iar AB=R+3.

AB-BO
Ao =2 A pg =2 == R*3.

ABOC

V
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In patrulaterul ABOC, masura unghiului BOC este < BOC = 360° — < ABO — < ACO — < BAC = 120°.
Dar unghiul BOC este unghi la centru, deci arcul mic BC are masura 120°. Aria sectorului de cerc, marginit de

2 o 2
= -R7-12 ‘R
arcul mic BC estec/IS=7r 0 _T

360°

Retinem!

o : -R*
, apoi aria suprafetei cerute este A =R*3— WT =R? [\/5 Y

™

corespunzator.

. Pentru a calcula lungimea unui cerc de raza R, folosim formula: L =2 7" R.

e Intr-un cerc € (O,R ), lungimea unui arc de cerc este direct proportionald cu masura acelui arc.

. Pentru a calcula aria unui disc de razi R, folosim formula: <A, =n-R.

¢ Intr-un cerc € (O,R), aria unui sector de cerc este direct proportionald cu masura arcului de cerc

¢

J o Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Pregatiti: un compas, o rigla gradata, o sfoara
sau un snur (care nu este elastic), cu lungimea
mai mare de 35 cm si o foarfeca. Desenati un
cerc curaza r = 5 cm. Marcati un punct 4 pe
cerc. Fixati un capat al snurului in punctul 4,
apoi suprapuneti snurul, perfect intins, peste
cerc, pana ajungeti din nou in punctul 4.
Taiati din snur partea raimasa. Masurati
lungimea snurului obtinut prin suprapunere si
comparati rezultatul cu numarul 10, folosind
aproximarea 7w ~ 3,14.

Calculati, folosind formula, lungimea cercului
care are raza:

a)5cm; b)7,5cm; c) 10 cm.

s
Aflati lungimea diametrului unui cerc, stiind ca
lungimea cercului este:

a) 14m cm; b) 5 dm.

Aflati aria unui disc stiind ca are raza de:

a)6cm; b) % cm; c) ™ em.
Aria unui disc este 4,84 © cm?. Aflati diametrul

discului.

Lungimea unui cerc este 36 © cm. Calculati aria
discului marginit de acest cerc.

Numerele reale 4 si / reprezinta aria unui disc,
exprimata in cm?, respectiv lungimea cercului
care determind discul, exprimata in centimetri.

Stiind ca ? = %, aflati numerele A4 si /.

n Se considera cercurile € (O, r,)si C,(O, 1,)
cur,=17cmsir,=21 cm.
a) Aflati cu cat este mai mare lungimea cercului
©, decat lungimea cercului C,.
b) Calculati aria suprafetei cuprinse intre cele
doua cercuri.

Punctele 4, B, C sunt situate pe cercul € (O,r),
astfel incat AB = 120°, iar C este mijlocul

arcului mare AB. Dacd AD L BC,D € BCsi
AD =18 cm, calculati lungimea cercului dat.

Patratul EFGH are varfurile pe un cerc
C(O,r),iar distanta de la centrul cercului la
una dintre laturi este 44/2 cm. Calculati raza si
lungimea cercului in care este Inscris patratul
EFGH , apoi calculati aria discului marginit de
acest cerc.

Dreptunghiul ABCD este inscris intr-un cerc de

centru O si AC=2-BC.

a) Demonstrati ca O este punctul in care se
intersecteaza diagonalele dreptunghiului;

b) Stiind ca aria triunghiului AOD este
43 e, calculati lungimea cercului si aria
discului delimitat de acest cerc.

Fie 4, B, C puncte ale cercului &(O,r), astfel

incat AC este un semicerc, iar AB =120°.
Stiind ca BC = 16 cm, calculati aria discului
de centru O si raza r.



E Segmentele AB si BC sunt coarde perpendiculare
ale cercului €(O,r), iar AB=BC = J2m.
Calculati lungimea cercului.

m Se considera punctele coliniare 4, B, C, D, in
aceasta ordine, astfel incat AB=BC -1 =
= CD — 2 =3, lungimile fiind exprimate in
centimetri. Fie/, [, [, lungimile cercurilor
de diametre 4B, BC respectiv CD. Calculati

L N L, N I3 .

L+l L+l L+,

E In figura aldturata, este reprezentata o suprafata
formata cu ajutorul patratului ABCD si al cercu-
lui @ (O, r). Suprafata colorata are aria 8 cm?.
a) Calculati lungimea cercului si aria patratului;
b) Determinati aria suprafetei formate din

punctele situate in interiorul patratului dar
care nu apartin suprafetei colorate

D ¢

numarul a =

4 B

EA in triunghiul ABC, se stie ca <A = 60°, AB =x,

AC=12x.

a) Exprimati, in functie de x, raza cercului
circumscris triunghiului ABC;

b) Folosind rezultatul obtinut la subpunctul a),
calculati lungimea cercului circumscris
triunghiului ABC si aria discului determinat
de acesta.

Suprafata patraticd maxima care se poate
decupa dintr-un disc are aria de 32 cm?.
Determinati aria discului.

O bratara are forma unui cerc de raza 4 cm.
Pentru a o micsora, bijutierul scoate arcul

de cerc AB cu masura de 90°, unind apoi
capetele 4 si B astfel incat sa obtina un nou
cerc. Determinati lungimea acestui cerc si aria
discului cu aceeasi raza.

m Figura de mai jos reprezinta schita unui

e Cercul

rondou ornamental. Pe suprafata hasurata
se vor planta flori, iar in rest se va pune
gazon. Stiind cd ABCD este patrat iar arcele

— e —

0,0,, 0,05, 0,0,, 0,0, provin din cercurile
de centre 4, B, C respectiv D si au raze de
aceesi lungime, stabiliti daca este mai mare
suprafata pe care se planteaza flori decat cea cu
gazon.

D 0, C

De o parte si de alta a diametrului 4B din cercul
de centru O si raza R = 6 cm se construiesc EI
semicercurile de diametre OA respectiv OB.

Determinati aria si suma lungimilor arcelor care
marginesc portiunea hasurata.

In interiorul patratului de laturd 8 cm, cu
centrul in mijlocul fiecarei laturi, se construiesc
semicercuri, obtinandu-se o floare.

Gasiti lungimea totald a arcelor ce formeaza
floarea si aria florii.
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I. La cerintele urmdtoare alegeti litera care indica varianta corectd,; doar un raspuns este corect.

Se acorda 10 puncte din oficiu.

5p | 1. Lungimea unui cerc este t cm. Diametrul cercului are lungimea:
A. 2cm B. 0,5cm C. lcm D. 1,5cm
5p | 2. Cercul curaza J2 dm are aria:
A. 2n dm? B. 2mdm’ C. mdm’ D. 2V2ndm’
5 . . . . . - T
p 3. Triunghiul echilateral ABC are varfurile pe un cerc cu raza 15 cm. Lungimea arcului 4B este:
A. Smcm B. 10w cm C. 15mcm D. 20m cm
5p [4. Un sector de cerc are aria o optime din aria discului din care provine.
Masura unghiului la centru este:
A. 90° B. 60° C. 35° D. 45°
5 . . . .
P 5. Patratul ABCD este inscris intr-un cerc cu raza 20 cm, iar punctul P este mijlocul arcului mic 4B.
Lungimea arcului PC este:
A. 10w cm B. 15mcm C. 20mcm D. 40w cm
6. Poligonul regulat 4 4, ... A este inscris intr-un cerc, n > 3.
ap a) Pentru n =3, mdsura arcului 4, 4, 4; este:
A. 60° B. 90° C. 120° D. 240°
ap b) Pentru n =4, masura arcului 14/223A\4 este:
A. 90° B. 120° C. 180° D. 240°
ap ¢) Pentrun =6, masura arcului ZA—“E este:
A. 240° B. 120° C. 180° D. 90°

II. La problemele urmatoare se cer rezolvari complete.

1. Punctele 4, B, C, D sunt coliniare, AB =3 cm, BC =5 cm,
CD =8 cm iar BC , AC , AD sunt semicercuri (ca in figurd).
5p a) Realizati pe caiete cu ajutorul instrumentelor de geome- AC D
trie, un desen care sa corespunda datelor problemei.
5p b) Calculati aria suprafetei colorate.
ap c) Calculati aria suprafetei colorate cu albastru.
10p d) Calculati lungimea spiralei BCAD.
10p |2. In exteriorul patratului ABCD se construiesc triunghiurile echilaterale MAB, NBC, PCD, QDA.
Demonstrati ca MNPQ este poligon regulat.
3. In exteriorul triunghiului echilateral MNP se construiesc patratele MNBA, NPDC, PMFE.
ap a) Calculati masurile unghiurilor poligonului ABCDEF.
10p b) Stabiliti daca ABCDEF este poligon regulat. Justificati raspunsul dat.




Asemanarea
hiurilor

6.1 Segmente proportionale. Teorema paralelelor echidistante
6.2 Teorema lui Thales. Reciproca teoremei lui Thales
6.3 Triunghiuri asemenea

Competente specifice:



* Asemdnarea triunghiurilor

Segmente proportionale.

Teorema paralelelor echidistante

@Segmente proportionale

e aintm 2

1) Numerele reale a,, a,, ..., a_sunt direct proportionale (sau simplu, proportionale) cu numerele reale
.a a a a
b,b, ...,b,neN,n>2, dacd L=-2="3= . =t=f
by by b b,

Valoarea k a rapoartelor egale se numeste factor de proportionalitate sau raport de proportionalitate.
2) Centrul de greutate al unui triunghi se afla pe fiecare mediana, la doua treimi de varf si o treime de
latura opusa acelui varf.

Rezolvam si observam

Problema. Tudor doreste sa construiasca o casutd pentru pasari, avand scheletul din sipci de
lemn, ca in figura alaturata, toate sipcile avand lungimi egale. El vrea sa afle cea mai mare

lungime /, exprimata printr-un numar intreg de centimetri, a fiecareia dintre cele 16 sipci ' """"""""
necesare, stiind ca are la dispozitie o sipca de lemn lunga de 3 m.
Solutie: El stie cd numarul 16 al sipcilor se poate obtine impartind lungimea totala L a

. . . . . R . L < i
materialului folosit, la lungimea maxima /, a unei sipci, adicd 16 = T Tudor procedeaza R

astfel: exprimd lungimea materialului pe care-1 are la dispozitie 3 m = 300 cm.

Avem 300 =16 - 18 + 12, deci catul impartirii este 18. Asadar, fiecare sipcé trebuie sa aiba 18 cm.
Comentariu: Din cei 300 cm de material, Tudor va folosi 288 cm.

Numarul sipcilor pe care le va folosi Tudor reprezintd raportul a doua lungimi de segmente, exprimate in
aceeasi unitate de masura, si anume lungimea totala a materialului folosit si lungimea unei sipci.

Definitia 1: Raportul a doud segmente este raportul lungimilor acestora, exprimate in aceeasi unitate
de masura.

Aplicatia 1: Calculati raportul dintre segmentele AB si CD,

stiind ca masurand 4B si CD cu aceeasi unitate de masura, y B
AB are 16 unitati, iar CD are 10 unitati.

: AB 16 G D
Raportul segmentelor AB si CD este — =—=1,6.

CD 10
Aplicatia 2: Calculati raportul, cu o zecimald exactd, dintre dimensiunile CreditCard
unui card bancar, stiind ca lungimea dreptunghiului care delimiteaza cardul a
este aproximativ 8,6 cm, iar latimea acestuia este 5,4 cm. < ——
AB 8.6 _ 1234 5L78 9012 3u5kL
Solutie: D = 5’4 =1,6.... Acest numar se apropie, de fapt, de numarul o
= 06/16

J DOE

1+\/§

naturd, in picturd, in sculpturd, pe intregul glob terestru.

irational

=1,6180..., celebrul ,,raport de aur”, care da echilibru si armonie imaginilor, regasindu-se in



Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitia 2: Spunem ca segmentele 4 B , A B,, A.B

7177727277373

.., A B sunt proportionale cu segmentele C D, C,D,,

CD,, ...,CD_ neN,n22,curaportul de proportionalitate k, dacd lungimile lor sunt
. . . . AB, A4,B, A;B A B
proportionale, cu factorul de proportionalitate k. Scriem: ——-="2"2 =33 —  —_“nn _j

Exemplu: Segmentele determinate de varfurile unui triunghi ABC cu centrul de greutate
G sunt proportionale cu segmentele determinate de centrul de greutate si mijloacele
laturilor, 4,, B, respectiv C,. Sa aflam raportul de proportionalitate.

Solufie: Segmentele A4, BB,, CC, sunt mediane si G este centru de greutate.
. . 2 1 .
Atunci, G € A4, 814G = EAAI’ GA, = g AA,|. Analog, pentru celelalte doud mediane.
2

— A4,
Obtinem A6 =3 si analoagele, deci AG = BG = cG = 2. Raportul de proportionalitate este k = 2.
G4, 1 A G4, GB, GC
3 1

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Pentru oricare doua segmente se poate determina raportul lor (raportul lungimilor acestora, exprimate 1n aceeasi
unitate de masura), care este un numar real, pozitiv. Apare, in mod firesc, intrebarea: Pentru un numar real pozitiv k
si un segment 4B, putem gasi un punct C coliniar cu 4 si cu B astfel incat raportul segmentelor AC si BC sa fie k?

.. . < " . . N |
Propozitia 1. Pentru orice numadr real pozitiv & exista un unic punct C, pe segmentul 4B, astfel incat A€ _ k.
Vom spune ca punctul C imparte segmentul AB in raportul £. e

AC = k sauACzL-AB A C B
AC+BC k+1 k+1

A
Demonstratie: Din B_g =k deducem

k . < iy . < . : . s .
Cum ﬁ <1 pentru orice £ numadr real pozitiv, obtinem ca C apartine segmentului 4B. In plus, existd un singur
_l’_

punct C pe segmentul 4B, situat la distanta k. AB de punctul 4. In particular, pentru & = 1, punctul C este
mijlocul segmentului 4B. k+1

Propozitia 2. Pentru orice numar real pozitiv k # 1 exista un unic punct C, exterior segmentului 4B, astfel

incat £ =k.
BC

Demonstratie: Sunt posibile urmatoarele cazuri:

1) Pentruk> 1, 4C> BC si C este exterior segmentului 4B, ceea ce este A B C
posibil doar daca punctele sunt dispuse in ordinea A —B—C.

AC—BC = k-l sau BC:L-AB.

BC 1 k-1

Punctul C este situat pe semidreapta opusa semidreptei B4, la distanta i1 AB de punctul B.

Relatia A¢ = k este echivalenta cu
BC

2) Pentru0< k< 1,avem AC < BC si C este exterior segmentului 4B, ceea ce este posibil doar daca punctele
sunt dispuse in ordinea C—4-5.

In ambele propozitii, unicitatea punctului C rezulti din constructia acestuia.

Concluzie: Pentru orice k, numar real pozitiv k # 1, exista doud puncte C, si C,, coliniare cu 4 si B, unul in

interiorul segmentului 4B, celalalt in exteriorul sau, care Impart segmentul AB in raportul k. Pentru k£ = 1, exista

un singur punct C, mijlocul segmentului 4B.

* Asemdnarea triunghiurilor

k<1 k=1 k>1

Ih!

A B A B A B

C C C C C

2 1 1 2
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Aplicatia 3: Intre doua localititi 4 si B, legate de un drum in linie dreapti cu lungimea de 24,5 km, se afla un
punct de lucru P, raportul distantelor P4 si PB fiind 0,75. Determinati distantele de la punctul de lucru la cele
doua localitati.
e 9 . o . P4 3

Solutie: Din ipoteza, avem doua relatii si anume P4 + PB = 24,5 si B = 7

PA 3 PA

= sau

PA+PB 3+4 24,5
Distantele de la punctul de lucru la cele doua localitati sunt 10,5 km, respectiv 14 km.

Cu ajutorul proportiilor derivate deducem

:%, de unde P4 = 10,5 si PB = 14.

' Retinem!
(J * Raportul a doua segmente este raportul lungimilor acestora, exprimate in aceeasi unitate de
masura.

* Pentru orice k, numar real pozitiv (k # 1), exista doud puncte C, si C,, coliniare cu 4 si B, unul in
interiorul segmentului 4B, celdlalt in exteriorul sau, care Impart segmentul 4B in raportul k.
* Singurul punct care imparte un segment in raportul £ = 1 este mijlocul segmentului.

_J

L8

\O¢
i ’ ¥ Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Observati desenele de mai jos, apoi determinati a Pe axa numerelor cu originea O si cu unitatea de

valoarea fiecaruia dintre rapoartele: masurd |1 cm, sunt reprezentate punctele A, B §1 C

AM MB CN NC 4 =O Y

"AB’ AM’ CD’ ND' - *l

y o B a) Calculati lungimile segmentelor A0, BO, BC.
b) Calculati rapoartele: Q, Q, &, A—B

C N D | BO CO AC BC

n Punctele D si E sunt mijloacele laturilor AB,
BA Determinati valoarea raportului segmentelor 4B respectiv AC ale triunghiului ABC. Calculati

si CD, 1n urmatoarele cazuri: AD EC Py
i rapoartele: —, —, —2==,
a) AB =25 mm, CD = 15 mm; DB AC Pe
b) 4B =0,17 m, CD =510 mm. n In interiorul segmentului MN cu lungimea de
a Punctele 4, A, ... , 4, in aceastd ordine, 14 cm, se considera punctul C, astfel incat
impart segmentul PO in 11 segmente (& = 3 Calculati lungimile segmentelor
congruente. CN , 5
. . CM si CN.

Calculati valoarea fiecaruia dintre rapoartele: . ) .

n In interiorul segmentului AB cu lungimea de
P4, PO A4, . A
_ —, =", 84 mm, se considera punctul C, astfel incat
PQ 4 A4, 7-AC =4 - AB. Aflati lungimea segmentului

n Desenati segmentul CD cu lungimea de 6 cm.

BC, apoi calculati valoarea raportului E
Punctul £ este situat pe dreapta CD. 4P | P AC’

Determinati lungimile segmentelor EC si ED, KJ r- dreapta d, se consideri punctele 4, B, C

. A 2
apoi rapoartele EC si £D pentru fiecare astfel incat AB = 15 cm si A€ _ 3
dintre situatiile: a) Calculati lungimile segmentelor AC si BC.
a) E este interior segmentului CD si EC = 2ED; b) Stabiliti ordinea de reprezentare a punctelor
b) £ nu apartine segmentului CD si CE =9 cm. pe dreapta d.



@Teorema paralelelor echidistante

Definitia 1. Se numeste distanta dintre doud drepte paralele d| si d, lungimea

segmentului 4B, unde 4 € d, si B € d,iar AB 1 d,.
Notam distanta dintre dreptele paralele d, sid, cud(d , d))

Observatie: Distanta dintre doua drepte paralele este egala cu distanta de la
un punct oarecare al uneia dintre ele la cealalta dreapta.
Folosind notatiile din desen, d(d,, d,) =d(A4.,d,) = d(B,d ) = AB.

Definitia 2. Sirul de drepte diferite, paralele intre ele, d, Il 4, d, Il ... |l d ,

n € N, n >3, se numesc paralele echidistante dacd d(d,, d,) = d(d,, d,) =
=d(d,,d)=...=d(d _,d).

Exemplu: O scara pe care o folosesc pompierii in interventii are treptele
situate pe drepte paralele, intre oricare doua trepte consecutive fiind aceeasi
distanta.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Teorema paralelelor echidistante
Mai multe drepte paralele si echidistante determind, pe orice secanta,
segmente congruente.

Detaliind, intelegem cé daca dreptele paralele d || 4, Il 41| ... |l d,
determind pe o secanta segmente congruente, atunci aceste drepte vor
determina pe orice secantd segmente congruente.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

-

d.| d,
d,

B d(dl, d2)=AB

O aplicatie practicd folositd frecvent a teoremei paralelelor echidistante este impartirea unui segment in n parti

cu aceeasi lungime (n € N, n > 2).

Aplicatie: Determinati, folosind doar rigla si compasul, punctele D, D,, ..., D_,n € N, n > 2, situate pe

segmentul 4B, astfel incat AD, =D D,=D,D,=...=D D
Solutie: Vom urma pasii:
1) Pe o semidreapta a, cu originea A, construim, folosind compasul,

=D, B.

1

n segmente congruente AC, =C,C,=C,C,=...=C _C.
2) Trasam dreapta C,B
3) Prin fiecare dintre punctele C|, C,, ..., C |, trasdm cate o paraleld la

C B, care taie segmentul ABin D, D,, ..., D, . Punctele obtinute impart

segmentul AB in n segmente (parti) cu aceeasi lungime,
AD =D D,=D,D,=...=D D =D B= ﬁ, deoarece,
n

n=2" n-1

pe secanta a paralelele formeaza segmente congruente.

Retinem!

Mai multe drepte paralele si echidistante determina, pe orice secantd, segmente congruente.

* Asemdnarea triunghiurilor
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e

&2
v ’ 0 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Pe o foaie de matematica, desenam o dreapta b.

Liniile orizontale ale foii de matematica

intersecteaza dreapta b in punctele P, P,, ..., P,
(vezi figura de mai jos).
b/ |a
pl/ A
Py
)2)
P
bl
b
F76/
plJ/
) ;f B
9
a) Demonstratica P P, =P P,=... =P/, .

b) Stabiliti daca P, este mijlocul segmentului
PP,

¢) Stiind ca P P, = 5,4 cm, calculati lungimea
segmentului P.P.,
PP,
@.

Dreptele « si b intersecteaza dreptele paralele

d,d,d,d,d inpunctele 4, 4,,4,,4,, A,

respectiv B, B,, B, B,, B, (vezi figura de mai
jos).

apoi calculati raportul

a\b

dl Al Bl

d2 [AZ BZ

d3 [AS B3

d, |4, \B,

dS AS \\BS
Sestiecad A, =A4,4A,=AA,=A4,A,
$i B B, = 5,6 cm.
Calculati lungimile segmentelor
BB, BB,BB..

B Pe o semidreapta cu originea O, se reprezinta

punctele 4, B, C astfel incat O4 =1 cm,

OB =2 cm, OC = 3 cm. Patru drepte paralele

construite prin punctele O, 4, B, C intersecteaza

o dreapta oarecare d 1n punctele M, N, P,

respectiv Q0.

a) Calculati lungimile segmentelor AB si BC.

b) Aratati ca punctul P este mijlocul
segmentului NQ.

c¢) Pentru NP = 2,8 cm, calculati 4 - MQ.

Pe segmentul CD cu lungimea de 7 cm,

reprezentati punctele P, P,, P,, P, astfel incat

segmentele CP, P P, P,P,, P.P, P,D si fie

congruente.

Desenati un paralelogram ABCD si punctele

E, F pe latura AB astfel incat AE = EF = FB.
Dreptele paralele prin £, respectiv F, la dreapta
AC intersecteaza dreapta BC in punctele M,

. . 1
respectiv N. Demonstrati ca MN = 3 AD.

In trapezul ABCD cu 4B || CD, linia mijlocie
MN (M € AD si N € BC) intersecteaza
diagonala BD in punctul P, iar PQ || BM,

Q € AD. Demonstrati cd AM =2 - DQ.

Punctele 4, B, C, D, E sunt coliniare, in aceasta
ordine, si AB = BC = CD = DE, iar P este un
punct exterior dreptei AB. Paralela prin punctul
B la dreapta PC intersecteaza dreapta AP in

M, iar paralela prin punctul D la dreapta PC
intersecteaza dreapta PE in N.

A B C D E

a) Demonstrati ca AN este mediana a
triunghiului AEP,

b)Daca BMNAN= {Q} siPCNAN= {G}
demonstrati ca 40 = QG = GN.

¢) Demonstrati ca dreptele AN, EM si PC sunt
concurente.



'_I'eorema lui Thales. Reciproca teoremei lui Thales.
Impartirea unui segment in parti proportionale cu numere date

* Asemdnarea triunghiurilor

~

Distanta dintre doua drepte paralele este distanta de la un punct oarecare al uneia dintre ele la cealalta
dreapta.

2) Mai multe drepte paralele sunt echidistante daca distanta intre oricare doua drepte ,,vecine” este
aceeasi.

Exemplu: Reteaua de patrate a unei pagini din caietul de matematica ne permite sa
consideram liniile orizontale ca fiind drepte paralele echidistante.
Desenam un triunghi ABC astfel incat 4 sa apartind unei drepte orizontale, iar B si C
sd apartind, ambele, altei drepte orizontale.
O a treia dreapta orizontala intersecteaza laturile AB si AC in D respectiv in E.
Reteaua de linii orizontale ale paginii caietului determind pe segmentele AD si AE
acelasi numar p de segmente congruente. La fel se intampla si cu segmentele DB si
EC, care sunt impartite de reteaua orizontald, fiecare, In ¢ segmente congruente.
Lungimea fiecarui segment determinat pe AB de reteaua de linii orizontale este
aceeasi; o vom nota cu u. Atunci, AD = p - u, iar DB = q - u. Acelasi rationament
este valabil pentru 4C, unde notdm lungimea fiecarui segment determinat de reteaua
de drepte orizontale cu v si obtinem AE=p - viar EC=gq - v.
Observam ca A—D:ﬂzg, iar E:Q:E, deci A_D:A_E
DB q-u ¢ EC qv ¢ DB EC
In cazul din figurd, p=5si g =3.

Putina istorie
Thales din Milet (623 — 546 1. Hr), filozof grec, considerat parinte al
stiintelor, a avut contributii importante in matematica, astronomie, filozofie. EEE

Teorema lui Thales A
O paralela la una din laturile unui triunghi determina pe celelalte doua
laturi segmente proportionale.

D E
Cu notatiile din figura, pentru triunghiul ABC, teorema lui Thales se scrie: c
Daca D € AB, E€ AC si DE || BC, atunci DA = E
DB EC

Descoperim, intelegem, exemplificam

Aplicatia 1: Rezultatul teoremei rdmane valabil si pentru cazurile cand paralela la una din laturi intersecteaza
dreptele suport ale celorlalte laturi n exteriorul laturilor.

Vom demonstra aceasta afirmatie.

Fie triunghiul ABC, oarecare. Dreapta d este paraleld cu BC si intersecteaza dreptele 4B si AC in punctele D
respectiv E, astfel Incat D si £ nu apartin segmentelor 4B, respectiv AC.
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T

Sunt posibile urmatoarele cazuri:
1) Punctul B apartine segmentului 4D si punctul C apartine segmentului AE.
Aplicand Teorema lui Thales 1n triunghiul ADE, pentru paralela BC, obtinem

AB AC . e AB+BD AC+CE .. DA EA
—— =——, iar cu proportii derivate, = , adicAa—=—.
BD CE BD CE DB EC

2) Punctul 4 este pe segmentul BD si pe segmentul EC.

Fie M simetricul punctului D fatd de 4 si N simetricul punctului £ fata de 4.
Atunci, MA = AD si NA = AE si triunghiurile AMN, ADE sunt congruente (L.U.L).
Din congruenta unghiurilor AMN si ADE, rezultd MN || ED.

Dar ED || BC, deci MN || BC. Aplicam teorema lui Thales pentru triunghiul ABC cu
paralela MN, la latura BC.

AM AN . .. . AM AN DA EA
Avem —— =——, iar cu proportii derivate, —— =—— sau — =——,
MB NC AB  AC AB AC
DA EA
apor — =
DB EC

Cele trei rezultate conduc, Tmpreund, la urmatoarea formulare a teoremei lui Thales:

O paralela la una din laturile unui triunghi determina pe celelalte doua laturi, sau pe prelungirile lor,
segmente proportionale.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 2: Teorema Bisectoarei. Se considerd un triunghi ABC, 4B si AC avand
lungimi diferite, AD bisectoarea unghiului < BAC, D € BC.

AC

AB

Solutie: Construim paralela prin varful B la dreapta 4D si notam cu £ punctul de
intersectie cu dreapta AC. Consideram dreptele paralele 4D si EB cu secanta AC, apoi cu secanta 4B. Atunci,
X BEA = << DAC (corespondente) si < EBA = <« BAD (alterne interne).

Dar, < DAB = «x DAC (AD este bisectoare). Rezultd <t BEA = < EBA, deci triunghiul ABE este isoscel cu baza
EB, adica AE = A4B. (1)

Aplicam teorema lui Thales 1n triunghiul CEB, cu paralela AD la latura EB.

Obtinem be_4c care, folosind (1), devine bc_Ac
DB AE

. . D
Demonstrati ca —C:

AB
Observatie: Pentru cazul AB = AC, triunghiul 4ABC este isoscel, deci bisectoarea AD este si mediand, ceea ce
. . DC 4C
arataca —=——=1.
DB AB

Aplicatia 3: Fie ABCD trapez si O intersectia diagonalelor sale. Demonstrati cd punctul O determina pe
diagonale segmente proportionale.

Solutie: Fie trapezul ABCD cu bazele AB, CD si ACN BD = {0 }. y ¢
Segmentele determinate de O pe diagonale sunt OA4, OC si OB, OD, despre care
trebuie sa aratam ca sunt proportionale. p 5
Consideram triunghiul OAB, cu C € 40, D € BO si CD || AB. >
. . . . D

Aplicam teorema lui Thales si obtinem co = D_g

o . CO DO .04 oC . . . <
Cu proportii derivate, obtinem — = —, apoi — =——, adica proportionalitatea ceruta.

04 OB OB OD



L

5 J Ty Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n a) Construiti triunghiul ABC cu AB = 6 cm si

AC = 8 cm. Fixati un punct M pe segmentul
AB, astfel incat AM =2 cm.

b) Trasati paralela la BC prin M si notati cu N
punctul de intersectie a acesteia cu latura AC.

¢) Masurati AN cu rigla gradata.

d) Calculati, folosind teorema lui Thales,
lungimea segmentului AN si comparati
rezultatul cu cel obtinut prin masurare.

BEA rFic triunghiul ABC, D € 4B, E € ACsi
DE || BC. Completati pe caiete spatiile libere
pentru a obtine propozitii adevarate:

EC AE
a) —=..., b)—=..; ¢)—=....
) )AE )AC

B In figura de mai jos, punctele F, 4, G, respectiv
B, A, E sunt coliniare, iar FB || EG.

E
F

4

B G

Completati pe caiete spatiile libere pentru a
obtine propozitii adevarate.
FA EA A
a) —=...; b)—=...; ¢ —G=
AG AB FG
n Fie un triunghi ABC. O paralela la latura BC

intersecteaza laturile AB si AC in punctele D,
. n A AD 1 .
respectiv E, astfel incdt — =—. Calculati
DB 4

AE AE AC
rapoartele —, —, —.

B Pe laturile 4B si BC ale triunghiului ABC se
considera punctele M si N, MN || AC, AM =2 cm,
AB =6 cm, BC =9 cm. Calculati lungimile
segmentelor BN si NC.

n Dreapta d este paralela cu latura NP a
triunghiului MNP si intersecteaza prelungirile
laturilor MN si MP in punctele A4, respectiv B.
Calculati lungimile segmentelor AM si AN

stiind ca:
a) BM=3,6 cm, MP=4,8 cm si MN = 6 cm.
b) %:2 si MN =15 cm.

BP 5

n Fie O punctul de intersectie a diagonalelor

trapezului ABCD, AB || CD, AB > CD si
EO||AB, E € AD. Se stie ca 40 :ﬂ,
oc 3

DO =6 cm, DE =9 cm. Aflati lungimile

* Asemdnarea triunghiurilor

segmentelor 4D si BD.

AM este mediana in AABC, M € BC si D un

punct situat pe mediana AM.
A

BN M PC E

a) Daca DN || ABsiDP || AC,cu N, P € BC,
aratati ca DM este mediand a ADNP.

AD 1
b) Daca —— =— si BC = 18 cm, calculati NP.
o 221 wir.

Punctul P este situat pe latura BC a triunghiului
ABC, iar PE || AB, E € ACsi PF || AC, F € AB.
Daca AB=9 cm, AC =12 cm si PC =2 BP, E
calculati perimetrul patrulaterului AEPF.
In punctul 4 de pe cercul &(O, r), r =5 cm, se
traseaza tangenta la cerc si se fixeaza pe aceasta
punctul B, cu AB =12 cm. Eﬁ;
a) Calculati lungimea segmentului OB.
b) Semidreapta OB intersecteaza cercul in

punctul Csi CD L OA4, D € OA. Calculati

lungimea segmentului OD.

Fie ABC un triunghi, M € AB si MN || BC,
N e AC,MP || AC, P € BC.
Aratati ca AN + Br_ 1.
AC BC

In desenul de mai jos, ABCD este paralelogram,
E este mijlocul laturii BC si AE N BD = {P},
AE N CD = {Q}.

D 0

s E

A B

a) Aratati ca AP =2 PE.
b) Aratati ca AP*> = PE - PQ.
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@Reciproca teoremei lui Thales

O paralela la una din laturile unui triunghi determina, pe celelalte doua laturi sau pe prelungirile lor,
segmente proportionale.
Teorema Iui Thales ne ofera o modalitate practica de a demonstra proportionalitatea unor segmente.

Ne intrebam: Care ar fi o conditie suficientd ca o dreapta sa fie paralela cu una din laturile triunghiului?
Raspunsul ne este dat in secventa urmatoare.

Pornind de la o teorema (numita teorema directd), se poate construi un alt enunt, in care ipoteza contine
concluzia teoremei directe, iar concluzia noului enunt este ipoteza teoremei directe (sau o parte a acesteia).
Acest enunt se numeste reciproca teoremei directe. Spus mai sugestiv, dar nu intotdeauna corect, ipoteza si
concluzia isi schimba locurile intre ele.

Reciproca unei teoreme poate fi adevarata sau falsa. Daca reciproca este adevarata, atunci se numeste feorema
reciproca si poate fi folosita in aplicatii.

Sa detaliem: Cu notatiile din figura, teorema lui Thales si reciproca sa se refera la un triunghi oarecare ABC

si la o dreapta care intersecteazd doud dintre laturile acestuia, in punctele D si E.

Teorema lui Thales Reciproca teoremei lui Thales
Ipoteza Ipoteza
O dreapta este paralela cu una din laturile 4 Segmentele determinate de punctele de
unui triunghi. intersectie ale unei drepte cu doua laturi
D e AB,E € ACsi DE|| BC ale triunghiului sunt proportionale.
Concluzia . AD AE
Segmentele determinate de punctele de D E DedB EcACs DB N EC
intersectie ale dreptei cu celelalte doua Concluzia
laturi ale triunghiului sunt proportionale b ¢ Dreapta este paraleld cu a treia laturd a
AD _ AE triunghiului.
DB EC DE || BC

Vom demonstra ca reciproca teoremei lui Thales este adevarata. Aceasta ne este de mare ajutor pentru a
demonstra ca doud drepte sunt paralele, in conditiile cunoasterii proportionalitatii unor segmente.

Reciproca teoremei lui Thales
Daca o dreapta determina pe doua laturi ale unui triunghi segmente proportionale,
atunci aceasta dreapta este paraleld cu a treia latura a triunghiului.

Demonstratie: Fie D si E punctele in care o dreapta intersecteaza laturile 4B,

respectiv AC ale triunghiului 4BC, si care determina pe 4B, respectiv AC, segmente
roportionale, adica AD _AE (D

propor ’ DB EC

Vom demonstra ca dreapta DE este paraleld cu BC.

Presupunem, prin reducere la absurd, ca DFE si BC nu sunt paralele. Atunci, exista,

prin D, o paraleld DE la BC, E| fiind punctul de intersectie cu AC.



Aplicam teorema lui Thales in triunghiul ABC pentru DE| || BC si avem: 4D = @ (2)
DB EC
AE AE, . AE _AE,

E
—L apoi = Si — = .
EC AE+EC AE +EC =~ AC AC

Deducem AE = AE,, prin urmare punctele £ si £, coincid. R

Am ajuns la o contradictie, deci presupunerea facuta a fost falsa. In concluzie, DE || BC.

Rezultatul demonstrat ramane valabil si in cele doud cazuri in care punctul D se afla pe prelungirea laturii 4B,
ceea ce Tmplica si despre punctul £ acelasi lucru.

Demonstratia acestor cazuri se face printr-un rationament similar, modificand corespunzator figura.

Folosind relatiile (1) si (2), rezulta % =

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatie: Reciproca teoremei bisectoarei

. . S DB AB .
Punctul D este situat pe latura BC a triunghiului 4BC, astfel incat e = o Demonstrati ca 4D este

bisectoarea unghiului 4.
Solutie: Cautam o modalitate de a aplica teorema de mai sus. Observam ca punctele B, D, C sunt coliniare.
Construim segmentul AE congruent cu AB pe prelungirea lui 4C.

. AB AE . DB AB AE .
Atunci, — =——. Relatia din ipotezad devine — = ——=—— adica
AC  AC DC AC AC £
dreapta AD determina pe laturile CE si CB ale triunghiul BCE segmente \y

proportionale si, conform reciprocei teoremei lui Thales, dreptele 4D si
BE sunt paralele.

Dreptele paralele 4D si BE formeaza cu secanta AB unghiuri alterne
interne congruente, < BAD = < ABE, iar cu secanta AC, unghiuri
corespondente congruente, <t DAC = < AEB. Deoarece triunghiul ABE
este isoscel, cu baza BC, rezulta < ABE = << AEB, adica, < BAD =

= %X ABE= <AEB = <DAC. In concluzie < BAD = < DAC, deci AD
este bisectoare a unghiului < BAC.

Tema de portofoliu

Demonstrati cd dacd in patrulaterul convex ABCD, punctul O, de intersectie a diagonalelor, determina pe

acestea segmente proportionale, atunci ABCD este trapez sau paralelogram.

Retinem!
|

(] Daca o dreapta determina pe doua laturi ale unui triunghi sau pe prelungirile acestora segmente
proportionale, atunci ea este paralela cu a treia latura a triunghiului

* Asemdnarea triunghiurilor
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v

v

L8

&
S , O Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Pe o foaie de matematica sunt desenate

segmentele AB, CD si EF (vezi figura de mai

jos).
B
A/

D F

E,

Demonstrati ca dreptele AB, CD si EF sunt
paralele.

In triunghiul ABC, M € AB, N € AC. Precizati

pozitia dreptelor MN si BC in urmatoarele

situatii:

a) AM =4 cm, AN =6 cm, MB = 10 cm,
NC=15cm.

b) 4B = 15 cm, BM = 9 cm, AN %.

Pe laturile AB, BC, CA ale triunghiului 4BC

se considera punctele D, E, respectiv F, astfel

incat AD =3-BD, BC=4-BE si CF = 0,25 AC.

Aratati ca:

a) dreptele DF si BC sunt paralele.

b) dreptele DE si AC sunt paralele.

Fie triunghiul CDE, CD =20 cm si CE = 24 cm.
Prelungim latura CD cu segmentele

AC =12 cm si DF = 8 cm. Prelungim latura

CE cu segmentele CB=15cm si EG =11 cm.
Precizati daca propozitiile de mai jos sunt
adevarate sau false. Justificati.

a)DE|| FG b)AB| DE c¢)AB| FG

B A
15 12
C
20 24
D E

a Punctul E este situat pe diagonala AC a parale-

logramului ABCD, iar EM || AB, M € BC si
EN|| AD, N € CD. Aratati ca MN || BD.
D N C

E M

A B
Fie D mijlocul laturii BC a triunghiului ABC si

semidreptele DE, DF bisectoarele unghiurilor

X ADB, respectiv X ADC; E € AB, F € AC.

Demonstrati ca EF || BC.

Se considera triunghiul MNP echilateral, cu

lungimea laturii de 18 cm si punctele R € MN,

S € NP, astfel incat NR = PS =12 cm.

Demonstrati ca dreapta RS este paralela cu

bisectoarea unghiului <t NMP.

Laturile unghiului ascutit xOy sunt intersectate

de cercurile €,(O,r)) in punctele 4 si B si de

cercul C(O,r,), r, > r,, in punctele C si D.

Demonstrati ca AB || CD.

in trapezul ABCD, avem AB || CD, cu E € AC,

FeBC,Ge(CD,AE=1cm, AC=4cm,

BC=8cm, CF=6cm.

a) Aratati ca EFCG este trapez sau
paralelogram.

b) Demonstrati ca daca GE || AD, atunci F'G || BD.

Fie punctul £ situat pe latura AB a
dreptunghiului ABCD si punctul F situat pe
prelungirea laturii CD, ca in desenul de mai
jos. Fie {G} = AD N BF si {H} = DE N BC.
Demonstrati ca GE || FH

D c F




@impértirea unui segment in parti proportionale cu numere date

Mai multe paralele echidistante determind pe orice secantd segmente congruente.

Teorema paralelelor echidistante ne ofera o modalitate de impartire a unui segment intr-un numar
oarecare de segmente congruente. Aceasta ne-a ajutat sa intelegem teorema lui Thales, care ne conduce
catre segmente proportionale, determinate de doud drepte paralele pe doud drepte concurente.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Ne intrebam:
1) Prin ce relatie sunt caracterizate segmentele determinate pe doua secante, de mai mult de doua drepte
paralele?

2) Cum putem Tmparti un segment dat in doud sau mai multe parti, intre care d
1

D

existd proportii date?

y .
B/ E

Aplicatia 1: Trei dreptele paralele d|, d,, d, determind pe secantele a si b
segmente proportionale.

Demonstratie: Dreptele d , d,, d, intersecteaza secanta a in 4, B, respectiv C si e 1 F
secanta b in punctele D, E, respectiv F. a ! b \
. AB DE
Vom demonstra egalitatea — = —.
BC EF

Dorim sa gasim un triunghi pentru care una dintre dreptele date sa fie paralela cu o latura a triunghiului.

Prin punctul D ducem o paralela la dreapta a. Aceasta intersecteaza dreptele d, si d, in G, respectiv in H.
Se formeaza parelelogramele ABGD si BCHG. intr-un paralelogram, laturile opuse sunt congruente,
deci AB = DG si BC = GH. Aplicadm teorema lui Thales in triunghiul DHF, cu GE || HF,

—_ D DE AB _DE
si obtinem bG _DE . Apoi, folosind congruentele demonstrate, deducem — =
GH EF’ BC EF

Se obtin rezultate similare pentru orice numar de drepte paralele.

Aplicatia 2: Horia, prietenul lui Tudor, doreste sé realizeze dintr-o sipca cu lungimea de 3 m, o colivie

asemanatoare cu cea a lui Tudor, dar care sa nu aiba toate sipcile de aceeasi lungime.

Segmentele colorate identic (vezi figura alaturatd) au lungimi egale, notate L, 7, H, C. c
L H . C e — .

Se cunosc rapoartele: E = ? =1,6, 1ar Z =1,2. Sa-l ajutam pe Horia sa determine ;

lungimile sipcilor necesare pentru a construi noua colivie.

Rezolvare: Pentru usurarea calculelor, folosim numere cu o singura zecimald.

Presupunem ldtimea 7 ca fiind unitatea, 7= 1. Atunci, Indltimea H = 1,6; H
lungimea L = 2,5, iar pentru acoperis, C = 3. :

Horia trebuie sa obtina din sipca de 300 cm céte patru sipci de lungimi proportionale cu L TN B
numerele 1; 1,6;2,5si3. e T
Avem 4L + 4T+ 4H + 4C = 300 cm. L

* Asemdnarea triunghiurilor



* Asemdnarea triunghiurilor

Va construi un segment 4B, care simbolizeaza sipca

de 300 cm, iar din 4, pe semidreapta 4Ax, un segment

de lungime 4 -1 cm = 4 cm. In continuarea acestuia,
reprezintd un segment de lungime 4 - 1,6 cm = 6,4 cm,
apoi un segment de lungime 4-2,5 cm = 10 cm. in final,
reprezintd un segment de lungime 4 -3 cm = 12 cm. Unind
capatul ultimului segment cu B si ducand paralele la
acesta, obtine punctele C, D si E.

AC _CD DE EB _AC+CD+DE+EB _ 300
4 64 10 12 4+6,4+10+12 32,4

rezultat al proprietatilor unui sir de rapoarte egale.

Deducem dimensiunile segmentelor: 4C = 36,8 cm, CD =59 cm, DE =92 cm si EB =110,4 cm.

Acum putem afla lungimile celor 16 bucati. Dimensiunile coliviei sunt 7=AC:4 =92 cm, H=CD : 4= 14,7 cm,

L=DE:4=23cmsi C=EB :4=27,6 cm. Vor fi cate patru sipci pentru fiecare dimensiune.

Aplicatia de mai sus ne furnizeaza un procedeu practic prin care putem imparti un segment dat in segmente

proportionale cu numere date.

Avem

=9,259...~9,2 , ultimele relatii fiind adevarate ca

Pentru a imparti un segment dat AB in segmente proportionale cu numerele pozitive a,, a,, ... , a_, procedam

astfel:

1) Construim o semidreapta Ax pe care se reprezintd, in aceasta ordine, punctele P, P, ... , P , astfel incat
AP =a,PP,=a, ..,P P =a.

22" n—1" n

2) Trasam segmentul P B, apoi construim paralelele prin P\, P,, ..., P la P B.

3) NotimcuQ,, Q,, ..., Q, punctele in care dreptele paralele intersecteaza segmentul AB.
Se obtin segmentele A0, Q,0,, ..., O, 0, . Acestea sunt proportionale cu numerele date, adica:

40, _ 900, 005 _ - OB _ AB

a a, as a, a +a, + ... +a

Observatie: Algoritmul de mai sus rimane valabil dacd in loc de sirul: a, a,, ..., a, consideram sirul: b, b,, ..., b

proportional cu el astfel incat constructia punctelor P, P, ..., P sd poata fi efectuata pe caiet. Motivati!

n

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n in triunghiul 4BC se duc paralelele n Punctele 4, B, C, D, E sunt coliniare in aceasta
DE || FG || BC, punctele D, F situate pe latura ordine: AB=4 cm, BC=5cm, CD =6 cm,
AB, iar punctele E, G situate pe latura AC. Daca DE =7 cm. Prin aceste puncte, se construiesc

AE=4cm, AG=6cm, EC=7cm, AB=22 cm,

_ 5 4 drepte paralele care intersecteaza o dreapta
aflati lungimile segmentelor AD, DF, F'B.

S . d # AB in punctele M, N, P, O, respectiv R.
n Segmentul MN este linie mijlocie a trapezului Calculati lungimile segmentelor MN, PO, NR
ABCD, AB|| CD, M € AD, N € BC, iar PQ este

linie mitlocic a t lui CDMN. P < DM si in urmatoarele situatii:

inie mijlocie a trapezului P e si MR =33 NP2

Q e CN. Daca AP = 12 cm si NQ = 4 cm, aflati JMR=33cm  b). Sem
lungimile segmentelor DP, BN si CQ. Stabiliti B Fie 4 si B puncte interioare segmentului MN,

daca trapezul ABCD este isoscel. MB > MA si MN = 0,51 m. Aflati lungimile
BBl Segmentul 4B, cu lungimea 125 mm, este impértit segmentelor MA, AB, BN, stiind ca lungimile
de punctul P in doui segmente a ciror lungimi lor sunt exprimate in centimetri prin numere
sunt direct proportionale cu numerele 5 si 7,5. naturale, direct proportionale cu trei numere
Calculati lungimile segmentelor AP si PB. naturale consecutive, ordonate crescator.



Triunghiuri asemenea. Teorema fundamentala a asemanarii,

aplicatii. Criterii de asemanare a triunghiurilor

@Triunghiuri asemenea. Teorema fundamentala a asemanarii

Despre doua obiecte spunem ca sunt asemandtoare daca au trasdaturi / proprietati comune. Arcul de Triumf

din Paris are elemente arhitecturale comune cu Arcul de Triumf din Bucuresti, manzul are trasaturi comune cu
parintii, florile plantei din imagine seamana foarte bine, fara a fi identice.

Figurile geometrice din desenele de mai sus se aseamana, dar nu sunt congruente. Dimensiunile lor difera.
Proprietatile figurilor geometrice se refera, de obicei, la numarul si la masurile laturilor, ale unghiurilor, deci
asemdnarea a doud figuri geometrice se refera la proprietatile acestor elemente.

Sa observam triunghiurile: remarcam faptul ca sunt echilaterale, deci au toate unghiurile congruente, dar laturile
celor trei triunghiuri nu sunt congruente, acestea sunt din ce in ce mai mici.

Uneori, dimensiunile unor obiecte fiind mari, este nevoie sa realizam un model de dimensiuni mai reduse, dar
care sa pastreze unele proprietati.

Exemplu: Dorim sa amenajam in curte un spatiu de joaca in forma de triunghi dreptunghic, cu o catetd de
dimensiune 4 m, cealalta cateta fiind de 2 m. Pentru a stabili detaliile, avem nevoie de imaginea terenului
respectiv, de o schitd. Nu se poate desena pe foaia de caiet un triunghi atat de mare! Vom realiza o figura
geometricd asemanatoare cu cea reald, un triunghi in care o cateta are lungimea egald cu dublul lungimii
celeilalte catete.

Mo amintin A

Doua triunghiuri sunt congruente daca au toate laturile si toate unghiurile respectiv congruente.

Doua triunghiuri sunt congruente daca, prin suprapunere, coincid.

Cazurile (criteriile) de congruentd ne ofera modalitati prin care demonstram ca doua triunghiuri sunt
congruente, folosind doar trei dintre cele sase perechi de congruente ale unghiurilor, respectiv ale laturilor
unui triunghi.

Raportul a doud segmente este raportul lungimilor acestora, exprimate in aceeasi unitate de masura.

\C _J

* Asemdnarea triunghiurilor
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Descoperim, intelegem, exemplificam

Cazul de congruenta L.L.L. ne demonstreaza cd nu exista perechi de triunghiuri care sa aiba toate laturile
respectiv congruente, iar unghiurile sa nu fie congruente.
Ne intrebam: Existd perechi de triunghiuri care au toate unghiurile respectiv congruente, fara ca laturile sa fie
congruente?
Problema practica: Pentru rezolvarea acestei probleme, veti lucra in echipe de cate 2 elevi.
Aveti nevoie de: hartie, creion, instrumente geometrice, foarfece.
Fiecare membru al echipei va desena unul din triunghiurile:
AABC, cu <A =40°, <B=60°, AB =8 cm;
AMNP, cu <M =40°, <P =80°, MN =4 cm.
Masurati cu rigla gradata laturile AC si BC, respectiv MP si NP.
Copiati pe caiete tabelul urmator si completati rezultatele obtinute prin masurare.

)]

2)
3)

4)
5)

AB MN A—B AC MP £ BC NP B—C
MN MP NP
8 cm 4 cm 2

Decupati cele doua triunghiuri.

Suprapuneti laturile unghiului M ale triunghiul mai mic peste laturile unghiului 4 ale triunghiului

mai mare, respectand ordinea de scriere: semidreapta MN cu semidreapta 4B si semidreapta MP cu

semidreapta AC.

Cu cele doua triunghiuri realizate si cu tabelul completat, sd observam urmatoarele:

a) Se pot construi o infinitate de triunghiuri astfel incat sa aiba unghiurile respectiv congruente cu cele ale
triunghiului ABC, iar laturile sa fie de lungimi diferite de cele ale AABC.

b) Oricare doua triunghiuri de acest fel au laturile corespunzétoare respectiv proportionale.

Definitie: Doua triunghiuri sunt asemenea daca au unghiurile respectiv congruente si laturile corespunzétoare
lor respectiv proportionale.

Valoarea comuna a raportului a doud laturi corespunzatoare se numeste raport de asemanare.

: . . 5 AB
In cazul problemei practice precedente, raportul de asemanare este —— =2

Pentru triunghiurile asemenea ABC si DEF, vom scrie: AABC ~ ADEF.

Sa explicam definitia folosind notatiile din figura alaturata.

Unghiurile celor doua triunghiuri

sunt respectiv congruente.

Laturile celor doua triunghiuri
sunt respectiv proportionale.

XA=<xD,xB=<xFE, xC=<F

4B _BC_AC
DE EF DF

B c E Ja

Observatie: Ordinea In scrierea asemandrii pastreaza ordinea varfurilor corespunzatoare.
Ordinea in scrierea proportionalitatii laturilor pastreaza ordinea data de varfurile corespunzatoare.
Pentru scrierea corecta a relatiei de asemanare dintre cele doua triunghiuri, este esential sa avem 1n vedere:

perechile de unghiurile congruente: (XA, < D), (XB,<E), (XC,<F);

latura opusa unghiului 4, in triunghiul ABC, este corespunzatoare laturii opuse unghiului D in triunghiul
DEF; 1n acest fel, obtinem perechile de laturi corespunzatoare: (48, DE), (BC, EF), (AC, DF);

proportionalitatea laturilor corespunzatoare se va scrie:

Proprietdti.
Orice triunghi este asemenea cu el insusi: AABC ~ AABC.
Daca AABC ~ ADEF, atunci ADEF ~ AABC.
Daca AABC ~ ADEF si ADEF ~ AMNP, atunci AABC ~ AMNP.
Doua triunghiuri asemenea, cu raportul de aseméanare egal cu 1, au toate laturile respectiv congruente, deci
sunt triunghiuri congruente.

1)
2)
3)
4)

AB_BC_AC

DE EF DF’



Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Suntem interesati sd gdsim constructii geometrice care genereaza triunghiuri asemenea.
Ne ajutd, in acest sens, urmatorul rezultat:

Teorema fundamentala a asemanarii
O paralela la una din laturile unui triunghi formeaza cu celelalte doua laturi, sau cu prelungirile lor, un
triunghi asemenea cu triunghiul initial.

Demonstratie: Consideram triunghiul 4BC si dreapta d paraleld cu BC.
Dreapta d poate intersecta doua laturi ale triunghiului sau prelungirile a doua
laturi ale triunghiului.
I. Dreapta d intersecteaza laturile 4B si AC in punctele D, respectiv E.
Se evidentiaza triunghiurile ADE si ABC si demonstram ca sunt asemenea.
a) Congruentele unghiurilor: pentru DE || BC, secantele DB si EC
determina perechile de unghiuri corespondente congruente
X ADE = < ABC, respectiv <X AED = < ACB.
Unghiurile << DAE si < BAC coincid, deci sunt congruente.
b) Proportionalitatea laturilor: Aplicam teorema lui Thales in triunghiul ABC cu DE || BC si rezulta

jl; = A—i Construim prin £ paralela la AB si notdm cu F punctul in care aceasta intersecteaza latura BC.

AE BF
Aplicam teorema lui Thales in triunghiul ABC, cu EF' || AB, si obtinem C = B0 Patrulaterul DEFB este

paralelogram, deci DE = BF si egalitatea rapoartelor devine % = % Din cele doua egalitati rezulta

AD AE DE
=——, adica proportionalitatea laturilor.
AB  AC BC’

Am demonstrat ca unghiurile triunghiurilor ADE si ABC sunt respectiv congruente si laturile sunt respectiv
proportionale. Conform definitiei, cele doua triunghiuri sunt asemenea.

A
II. Dreapta d nu intersecteaza laturile triunghiului, dar intersecteaza dreptele suport.
a) Punctul B este situat pe segmentul 4D, punctul C este situat pe segmentul
AE si DE || BC. Considerand triunghiul ADE si dreapta BC paralela cu latura
DE a triunghiului ADE, suntem in conditiile date de cazul 1. Aplicand rezultatul
demonstrat, se obtine congruenta unghiurilor si proportionalitatea laturilor, deci B ,/ ¢
asemdnarea triunghiurilor. / / ;S\
b) Punctul A4 este situat pe segmentele BD si CE, iar DE || BC. “ — — — _g _\.
Pentru DE || BC si secanta BD, avem < ADE = < ABC (alterne interne), D F E

iar pentru DE || BC si secanta CE, avem < AED = < ACB
(alterne interne). Pe de alta parte, < DAE = < BAC (opuse la varf). (1)
Construim CF || AD, F € DE si AG || BC, G € CF, deci BC|| AG || DF.
Atunci, BCFD, AGFD si BCGA sunt paralelograme si au loc relatiile
DF =BC, GF=AD si GC=A4B.

In triunghiul CEF, avem AG || EF.

Aplicand teorema lui Thales, obtinem ﬂz GF sau AE AD.
AC  GC AC 4B

In triunghiul CEF, avem AD || CF.
AE _DE AE _ DE

Aplicand teorema lui Thales obtinem: — = sau .
AC DF AC BC
AD AE DE
In concluzie — = —— =—=— si impreuna cu congruenta unghiurilor date
AB AC BC

de relatiile (1), se ajunge la AADE ~ AABC.

* Asemdnarea triunghiurilor
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Aplicatia 1: Fie trapezul ABCD cu bazele AB, CD si {O } = AC N BD. DA 2C
Aratati cd punctul O Tmparte diagonalele AC si BD intr-un raport egal cu

raportul bazelor trapezului.

Solutie: Consideram triunghiul O4B, cu DC || AB.

Teorema fundamentald a asemanarii ne asigurd: AOCD ~ AOAB.

Proportionalitatea laturilor triunghiurilor conduce la oc = ob_¢cD A B

04 OB 4B’

. : CD
adicd se demonstreaza ca punctul O imparte diagonalele in raportul B

Aplicatia 2: Fie trapezul ABCD, AB || DCsi {O} = AC N BD. Paralela prin
O la baze intersecteaza laturile neparalele AD si BC 1n E, respectiv in F.
Demonstrati ca O este mijlocul segmentului £F.

Solutie: Avem de comparat segmentele OF si OF. Acestea sunt situate pe
dreapta EF, paralela cu AB. Conform teoremei fundamentale a aseméanarii,

ADEO ~ ADAB, dec DE _ DO _EO iar ACOF ~ ACAB, deci
Co _CF _0O DA DB AB’ oc O
a I D .
——=—— Dar ACOD ~ AAOB (aplicatia 1) si — =——, care prin
CA CB 4B’ 04 OB
proportii derivate devine — = 2D Comparand primele doua siruri de rapoarte egale cu ultima proportie,

EO . .. .
rezulta E = E’ ceea ce este echivalent cu EO = OF, adica O este mijlocul segmentului EF.

' Retinem!

([ *  Doua triunghiuri sunt asemenea daca au unghiurile respectiv congruente si laturile
corespunzatoare lor respectiv proportionale.
* O paralela la una din laturile unui triunghi formeaza cu celelalte doua laturi, sau cu
prelungirile lor, un triunghi asemenea cu triunghiul initial.

.

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Folosind definitia, aratati ca urmatoarele perechi de triunghiuri sunt asemenea. Scrieti, pentru fiecare
pereche, relatiile intre laturi, respectiv relatiile intre unghiuri.

E 1
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n Se stie ca AABC este asemenea cu ADEF.
a) DacaA4B=4cm, BC=5cm, EF=7,5cm,
DF =9 cm calculati AC si DE.
b) Dacd «A4 =30°si <« F'=70°, aflati masurile
unghiurilor «B, < C, <D, <FE.
c) Daca AB=15cm, BC=24 cm, AC =18 cm
1P, .= 76 cm, calculati lungimile
segmentelor DE, EF, FD.
Daca AABC ~ AMNP, AB =8 cm, MN = 6 cm,
NP =9 cm, PM = 12 cm, calculati perimetrul
triunghiului ABC.
Dacd AABC ~ ADEF, <A+ «C=80"+ «B
si <D =65°, calculati masurile unghiurilor
triunghiului DEF.
Se considera triunghiurile asemenea AGEO

si AMAT avand raportul de aseménare k = %
Se stie cd GE =4 cm, GE +2 EO =13,6 cm si

%GE + %EO + O0G =7,8 cm. Aflati lungimile

laturilor triunghiului AMAT.

In desenele de mai jos, avem DE || AB. Scrieti

egalitatea rapoartelor obtinuta prin aplicarea

teoremei fundamentale a asemanarii.

a) B b) D
0 4

A E C = B E

Se considera triunghiul ABC, M € AB, N € AC
si MN || BC. Aflati valoarea numarului x n
fiecare din cele trei situatii desenate.

a) A4 b) B ¢
875
6 C M
M N N
) 15
B X c 4

n In figura aliturata, avem 4
AABC, M € AB, N € ACsi
XLANM = <«CACB. M N
a) Aratati ca AAMN si AABC
sunt asemenea. Scrieti B C

egalitatea rapoartelor care
se obtin aplicand teorema fundamentala a
asemanarii.

b) Daca <X AMN + <t ACB = 134°, aflati masura
unghiului <« BAC.

Pe laturile DE si DF ale triunghiului DEF se
considera punctele A, respectiv B, astfel incat
AD 3 . BF _5

AE 5 DF 8

a) Aratati ca AB || EF.

b) Stiind ca EF = 3,6 cm aflati lungimea

segmentului 4B.

Fie triunghiul ABC si punctele P, Q € AB si
M, N € AC, astfel incat PM || ON || BC. Se stie
cAAP=PM=3cm,AM =5 cm, AQ=7,8 cm,
AB =10,5 cm.

a) Calculati lungimile segmentelor PQ, AN, BC.
b) Calculati perimetrul trapezului BCNQ.

Fie trapezul ABCD, AB || CD, AD N BC = {E}
cudB=7,5cm,BC=6 cm, CD=3cm,
AD =4,5 cm. Calculati lungimile segmentelor
EA, EB, EC i ED.

In paralelogramul ABCD, cu AB = 12 cm,

BC =6 cm, se considera pe latura CD punctul
E astfel incat CE =3DE. Fie AE N BC = {F}.
Determinati lungimile segmentelor EC si CF.

* Asemdnarea triunghiurilor

Pe laturile neparalele AD si BC ale trapezului
ABCD, se iau punctele E respectiv F,

cuEF|| 4B si A_E:% Stiind cd 4B =24 cm si
ED 7

CD = 6 cm, calculati lungimea segmentului EF.
Pe latura CD a dreptunghiului ABCD, cu
AB =24 cm, BC =15 cm, se iau punctele £ si F
cu CE = %, DF = C:TD Dreptele AE si BF se
intersecteaza in punctul P, iar AP N BC = {M},
BP N AD = {N}.

M

e

B

a) Calculati lungimile segmentelor AN si BM.
b) Calculati distanta de la punctul P la dreapta
AB.

Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC.
Construim GK || BC, K € AB, GL || AC,

L € BCsi GM || AB, M € AC. Stiind ca
perimetrul triunghiului ABC este de 18 cm,
calculati suma GK + GL + GM.
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@Criterii de asemanare a triunghiurilor

Doua triunghiuri sunt congruente daca au toate Doua triunghiuri sunt asemenea daca au toate
unghiurile respectiv congruente si toate laturile unghiurile respectiv congruente si toate laturile
respectiv congruente. respectiv proportionale.

Pentru a arata congruenta a doua triunghiuri, folosind definitia, este necesar sa demonstram toate cele trei
congruente de unghiuri si trei congruente de laturi. Teoremele numite cazuri de congruentd ne dau conditii
suficiente de congruenta a triunghiurilor: (L.U.L); (U.L.U); (L.U.U) si (L.L.L).

Ne propunem sa gasim conditii suficiente si pentru relatia de asemanare a triunghiurilor.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Teorema 1. (cazul de asemanare U.U.)
Daca doua triunghiuri au doud perechi de unghiuri respectiv congruente, atunci ele sunt triunghiuri asemenea.
Demonstratie: Fie AABC, ADEF doua triunghiuri cu < BAC = < EDF si «xABC = < DEF. E
Singurul indiciu care ne conduce spre triunghiuri asemenea este teorema fundamentala a
asemanarii. D
Ne imaginam ca suprapunem triunghiul DEF peste triunghiul ABC, fixand laturile
unghiului < D peste cele ale unghiului < 4.
Aceasta suprapunere ne da ideea: fixdm punctul G pe latura 4B (sau pe semidreapta
AB), astfel incat AG = DE. Din G construim segmentul GH, H € AC, astfel incat
X AGH = < DEF. Astfel, am format triunghiul AGH congruent cu triunghiul DEF
(U.L.U.). Deci au loc congruentele: GH = EF, AH = DF si < AHG = < DFE. G
Pentru a demonstra ca triunghiurile ABC si DEF sunt asemenea, este suficient sa
demonstram ca sunt asemenea triunghiurile ABC si AGH. Din < ABC = < DEF
si < DEF = < AGH, deducem <t ABC = < AGH si cum aceste unghiuri sunt y
corespondente, formate de dreptele GH si BC cu secanta 4B, rezulta GH || BC. H

. .. . A AH H
Aplicand teorema fundamentald a asemanarii pentru AABC cu GH || BC, obtinem A_IC; = IC = f%_C

Folosind congruentele laturilor triunghiurilor AABC si AAGH, gasim % = % = %, adica proportionalitatea

laturilor triunghiurilor ADEF si AABC. Suma masurilor unghiurilor unui triunghi este 180°,
deci << DFE =180° -« DEF -« EDF = 180° -« ABC -« BAC = < ACB.
Am demonstrat si congruenta unghiurilor triunghiurilor, deci ADEF ~ AABC.

Teorema 2. (cazul de asemanare L.U.L.) :

Daca doua triunghiuri au o pereche de unghiuri respectiv congruente si D
laturile care formeaza aceste unghiuri respectiv proportionale, atunci
triunghiurile sunt asemenea. C

Demonstratie: Consideram triunghiurile ABC si DEF, astfel incat E
XL BAC = « EDF si laturile care formeaza aceste unghiuri sa fie A

. AB AC . . . .
proportionale: DE DF Pe semidreptele 4B si AC, consideram punctele B L7,

L, respectiv K, astfel incat AL = DE si AK = DF.



Proportionalitatea din ipoteza AB = A¢ devine A8 = £ Aplicam reciproca teoremei lui Thales pentru
DE DF AL AK

triunghiul AABC cu punctele L si K pe dreptele suport ale laturilor sale si rezulta BC || LK.

AB A B
Cu teorema fundamentald a asemanarii, rezultd AABC ~ AALK. Obtinem VTR ¢_Bc , iar din congruentele

AK LK’

demonstrate, <t BAC = <X EDF, < ABC = < DEF, < ACB = < DFE si | AB _AC :E rezulta ca triunghiurile

date sunt asemenea si scriem AABC ~ ADEF. DE DF EF’

Teorema 3. (cazul de asemanare L.L.L.)
Daca doua triunghiuri au toate laturile respectiv proportionale, atunci triunghiurile sunt asemenea.
AB _AC _BC

Demonstratie: Pentru triunghiurile AABC si ADEF, are loc — =——
DE DF EF

Pentru a demonstra congruenta unghiurilor, alegem pe semidreptele AB si AC

punctele M, respectiv N, astfel incat AM = DE si AN = DF. Atunci, ,:14_]\34 = £ s,

conform reciprocei teoremei lui Thales, MN || BC. AN

Din teorema fundamentala a asemanarii, obtinem AABC ~ AAMN; prin urmare,

AB AC = £ Tinand cont de relatiile ﬁ = AC E si AM = DE,

AM AN MN DE DF EF
BC

. BC
deducem ca toate cele sase rapoarte precedente sunt egale, deci TN = s Rezulta EF = MN. Prin urmare,

triunghiurile ADEF si AAMN sunt congruente (L.L.L.). Folosind si conditia de congruenta a unghiurilor din
AABC ~ AAMN, obtinem < BAC = <« MAN = <X EDF, < ABC = «xAMN = < DEF si

X ACB = < ANM = < DFE.

Fiind Indeplinite cerintele din definitia asemanarii a doua triunghiuri, rezultd AABC ~ ADEF.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Suntem interesati sd gdsim constructii geometrice care genereaza triunghiuri asemenea.

A g A
Ne ajutd, in acest sens, urmatorul rezultat:
Aplicatia 1: Fie BD, CE inaltimi ale triunghiul ascutitunghic A4ABC.
a) Demonstrati ca triunghiurile AADB si AAEC sunt asemenea. g b
b) Scrieti congruentele unghiurilor corespunzatoare si proportionalitatea laturilor
corespunzatoare pentru cele doud triunghiuri. K B 3,

Solutie: a) Fie BD si CE inaltimi ale triunghiul A4ABC. Triunghiurile AADB si AAEC au
varful comun 4. Laturile opuse varfului 4 in cele doua triunghiuri sunt BD respectiv CE; deci
triunghiurile sunt dreptunghice, adica «<x ADB = < AEC = 90°. Unghiul din 4 este comun, deci AADB ~ AAEC.
b) Stabilim corespondenta unghiurilor congruente in cele doua triunghiuri:

XA = <xA, «ADB = < AEC si X ABD = < ACE. Laturile corespunzatoare, (BD, CE), (4B, AC) si (4D, AE)

BD AB _AD
sunt proportionale, deci — =
CE AC AE’
Observatie: Rezultatul aplicatiei raimane valabil si pentru perechile de triunghiuri (ABDC, AAFC), respectiv

(AAFB, ACEB).
Comentariu: Din prima egalitate de rapoarte, gasim BD - AC = CE - AB. Din aseménarea triunghiurilor AFB si CEB,
se obtine AF-BC = CE-AB, adica BD-AC = CE-AB = AF - BC, egalitati care reprezintd un rezultat remarcabil:
intr-un triunghi, produsul dintre lungimea unei inaltimi si lungimea laturii opuse este constant. Daca notam
a = BC, b =AC, ¢ = BC lungimile laturilor triunghiului si cu %, h,, h_ indltimile corespunzatoare, obtinem:
a h,=b-h=c-h.
Observatie: Valoarea produsului obtinut mai sus este dublul ariei triunghiului ABC.

A _BD-AC _CE-AB _AF- BC

AABC 2 2 2

|Ei * Asemdnarea triunghiurilor
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Tema de portofoliu

Demonstrati ca rezultatul aplicatiei de mai sus raméane valabil si daca triunghiul este dreptunghic sau
obtuzunghic.

Aplicatia 2: Se considera triunghiurile echilaterale ABE si BCD, B € AC, punctul K mijlocul laturii AE si
punctul L mijlocul laturii CD.
Demonstrati ca: a) AB = %; b) AABD ~ AKBL.

BC BL
Solutie: a) BK si BL sunt mediane in triunghiuri echilaterale, deci sunt si
bisectoare: < ABK = < CBL = 30°. Triunghiurile AABK si ACBL au céte
un unghi de 60° si cate unul de 30°. Conform cazului U.U., acestea sunt

. o . AB BK
triunghiuri asemenea. Rezulta — =——.
BC BL

b) Aritim ca triunghiurile A4BD si AKBL sunt asemenea. Laturile celor doua 4 B c
triunghiuri sunt AB, BD, AD, respectiv KB, BL, KL.

BK AB BD .
—— sau — = ——. Mai avem de demonstrat
BL BK [

Deoarece BC = BD, relatia demonstrata anterior devine A8 =
congruenta unghiurilor < ABD si < KBL. 8D
«<ABD = < ABC — < DBC = 180° — 60° = 120°, iar

< KBL = < ABC — < ABK — < CBL = 180° - 30° — 30° = 120°.

Conform cazului de asemanare L.U.L., rezulta AABD ~ AKBL.

Aplicatia 3: Fie M un punct nesituat pe cercul €(O,R). Doud secante a si b care trec prin punctul M
intersecteaza cercul in punctele diferite 4 si B, respectiv C si D. Aratati ca: MA - MB = MC - MD.

Solutie: Distingem doua situatii: M € Ext @(O,R) si M € Int (O, R). M

I. M e ExtC(O,R). A

Segmentele care formeaza relatia de demonstrat sunt laturi ale triunghiurilor

AMAD si AMCB. Unghiul M este comun pentru cele doua triunghiuri, iar C B

A . o . T .
<MDA = <MBC = TC, fiind unghiuri inscrise in cerc. Conform criteriului de o

. M4 MD 4D . . .
asemanare U.U. rezultda AMAD ~ AMCB, deci — = ——=——, iar din prima

egalitate de rapoarte, MA - MB = MC - MD. MC MB CB

II. MeInt@(O,R).
Consideram triunghiurile AMAC si AMBD, in care << AMC = < BMD (opuse

D

C
la varf), iar < MCA = < MBD = %, fiind unghiuri inscrise in cerc. Conform y h

Ko * N
criteriului de asemanare U.U., rezulta AMAC ~ AMDB, deci ﬂ = M—C = £
MD MB DB
D

Din prima egalitate de rapoarte obtinem M4 - MB=MC - MD.

Comentariu: In aplicatia precedenta, dreptele a si b au fost considerate secante
la cercul € (O, R).

Extindem problema la situatia cAnd una dintre drepte sau ambele sunt tangente la cerc.



Pentru cazul in care una dintre dreptele care trec prin punctul M (fie aceasta
dreapta a) nu ar fi secanta la cerc, ci ar fi tangentd, punctul 4 coincide cu punctul B.

Relatia de demonstrat devine MB* = MC - MD. Cercetand masurile unghiurilor

triunghiurilor ABCM si ADBM, observam: unghiul <t M este unghi comun,

. A o
iar < MBC = <MDB = TC Conform criteriului de asemanare U.U., rezulta

MB MC BC

AMBC ~ AMDB. Atunci, — =—
MD

relatia MB* = MC - MD.

Daca ambele drepte sunt tangente la cerc, atunci 4 = B si C = D si relatia MA*> = MC* este evidenta, deoarece

MB DB

, prima egalitate de rapoarte dand

tangentele dintr-un punct exterior la un cerc sunt congruente.

Retinem!

[ ) * Conform definitiei, faptul ca triunghiurile ABC si A'B'C’ sunt asemenea reprezinta verificarea
AB

4B AC BC

simultana a relatiilor: ¥ A=<« 4', ¥B=<«B', < C= «x(C'si

AC  BC

* Cazurile de aseménare sunt conditii suficiente de a demonstra asemanarea triunghiurilor.
Pentru demonstrarea asemanarii a doud triunghiuri cazurile de aseméanare reprezintd metode
mai eficiente decat definitia.
Din cele sase egalitati sau congruente care apar in definitie, sunt suficiente doar doud pentru
ca toate celelalte sa rezulte.

Denumire Ipoteza Configuratia geometrica Concluzia
T I P
(congruenta a < B: B m 3 AB AC  BC

b4 : : = C = =
doua unghiuri) B 18 _AC BC
Cazul L.U.L. AABC ~ AA'B'C’
(o congruenta Xd=ad ) 4 AE’ «B= 4B, «C=«C
de unghiuri si AB _ AC _ & o BC:
o egalitate de AB AC B C BC =k
rapoarte)
CamalLLL. | o ~ po| 4 A4 AAf; i;if f, ¢
(douéi egahté‘él ArBr = AIC/ = BrCr BI C’ {B; {BI
de rapoarte) B C «C= «(

~
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.

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

pereche de triunghiuri.

o]

a Aratati ca perechile de triunghiuri, reprezentate

in figurile de mai jos, sunt asemenea. Scrieti
pentru fiecare situatie proportionalitatea
laturilor si congruenta unghiurilor.
b)
c a)
D% Ror 0
B
B 2y3 )
D
4 \ !
E<]
< A\
M x N

Desenati triunghiul isoscel ABC, cu
KL BAC = 120° si punctul D situat pe latura BC,
astfel incat «x4DC = 60°.
a) Aratati ca desenul contine douad triunghiuri

asemenea.
b) Demonstrati ca AB*= BC - BD.
Fie BD si CE inaltimi ale triunghiului ABC.
Demonstrati cd AABD ~ AACE.
Triunghiurile AABC si ADEF sunt asemenea,
iar punctele M si N apartin laturilor BC,
respectiv EF. Aratati ca:
a) daca AM si DN sunt mediane, atunci

AABM ~ ADEN.
b) daca AM si DN sunt bisectoare, atunci

AACM ~ ADFN.
c¢) daca AM si DN sunt inaltimi, atunci

AM _ BC

DN EF’
ADEF este un triunghi echilateral cu perimetrul
de 30 cm. DA este mediana, EB este inaltime, iar
FC este bisectoarea unghiului << DFE, C € DE.
a) Demonstrati ca ADEF ~ AABC.
b) Calculati perimetrul patrulaterului ABDE.

n Segmentul 4D este indltime 1n

n Numiti triunghiurile asemenea din desenele de mai jos, precizand cazul de aseméanare pentru fiecare

triunghiul dreptunghic ABC,
x4 =90°, iar segmentul DE este
indltime in triunghiul ADC. £l D
a) Demonstrati cd AABC ~ ADAC. Z
b) Demonstrati ca AABD ~ ACDE. 4 B
c¢)Daca AC=16cm, CD=12,8 cm,
calculati lungimile segmentelor BC si EC.
Fie ABCD un dreptunghi si £ € 4B, astfel incat
X BCE = «BDC.
a) Demonstrati ca BC? = BE - CD.
b) Calculati lungimea segmentului AE, stiind ca
AB=8cmsi BC=6cm.
in desenul alaturat, avem AB || CD, BC || DE si
AE =4 - CE. Determinati:
a) raportul perimetrelor
triunghiurilor AABC si
ACDE;
b) raportul ariilor
triunghiurilor ACDE si
A4BC. ¢

In paralelogramul ABCD,

AE 1 CD,E € CDsi AE N BC = {F}.
Analizand cazurile 1n care < BAD este ascutit
sau obtuz, stabiliti daca triunghiurile AADE si
AFCE sunt asemenea.

B

Se considera trapezul dreptunghic ABCD,
XA = <«xD=90°. Paralela la bazele trapezului,
prin punctul de intersectie al diagonalelor, inter-

secteazd AD in E. D, C
a) Demonstrati ca
AABE ~ ADCE. E Q

b) Demonstrati ca EO
este bisectoarea
unghiului <« BEC. B




@Aplicatii practice ale asemanarii triunghiurilor

Masurarea obiectelor, chiar si cu ajutorul instrumentelor geometrice, poate conduce la valori aproximative.

De multe ori, masurarea directa este imposibila, fie din cauza distantelor foarte mari, fie din cauza obstacolelor
care nu permit accesul in apropierea obiectelor.

Thales a aplicat proprietatile geometrice n rezolvarea unor probleme practice de aceastd natura.

Este celebra problema aproximarii Tnaltimii unei piramide folosind umbrele. Thales folosea proprietatile
triunghiurilor asemenea pentru a afla distanta de la tarm la o corabie sau distanta dintre doua corabii,

el aflandu-se pe tarm.

Trebuie mentionat faptul cd, in aceste situatii, valorile obtinute sunt aproximative nu din cauza calculelor,
folosind aproximari sau estimari ale numerelor, ci din cauza erorilor care pot interveni in stabilirea unor directii,
in masurarea unor distante sau a unor masuri de unghiuri. De-a lungul timpului, au fost create instrumente
performante care apropie foarte mult rezultatele obtinute de cele reale. Cu toate acestea, folosirea tehnicilor
practice, intuitive, sunt foarte interesante si sunt de mare folos Tn anumite situatii.

* Asemdnarea triunghiurilor

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

A. Aproximarea distantelor, in situatii practice, folosind aseméanarea

1) Aproximarea inaltimii unor obiecte

Ne propunem sé calculam inaltimea Turnului Eiffel din Paris. Masuram distanta

de la centrul bazei turnului la punctul din exterior unde ne aflam, distanta BC = a.
Plasam intre raza vizuald care merge spre varf si cea care merge spre punctul de la
baza, pe verticala, o marime cunoscutd DE = b si masuram distanta DC = c.

Avem acum date suficiente pentru a determina Inaltimea turnului.

Dreptele AB si DE sunt paralele (ambele au directia verticald) si atunci triunghiurile

. T . AB B AC . .
AABC si AEDC sunt asemenea. Proportionalitatea laturilor este — = BC = AC , lar BC, ED si CD sunt
cunoscute. ED DC EC
4B = B—C, aflam inaltimea turnului: 4B = BC-ED sau AB = a_-b.

n
ED DC DC c

Tema de portofoliu

Imaginati-va ca sunteti la Paris, impreuna cu prietenul vostru, care are inaltimea de 180 cm. Acesta va ajuta
sa gasiti naltimea turnului, plasandu-se 1n pozitia DE. Ati masurat distantele BC =540 m si DC =3 m.
Calculati naltimea turnului, parcurgénd pasii descrisi in aplicatia de mai sus. (Raspuns: H,_= 324 m)

2) Aproximarea distantei pina la un punct fix

Suntem intr-un punct B pe plaja si vrem sa estimam distanta pana la un vapor aflat
in larg, in punctul 4. Cum procedam? lata o posibila varianta in figura alaturata.
Ne deplasam din punctul B pana in punctul C, masurand distanta BC. Marcam pe
nisip directiile B4 si CA. Pe directia B4 consideram punctul £, prin care ducem o
paraleld la BC. Aceasta intersecteaza dreapta AC in D. Masuram lungimile BE si ED.
In triunghiul ABC, cu DE || BC, aplicim teorema fundamentald a asemanarii

. . AE DE AD _. AE DE AB—-AE BC-DE
sirezultd: — =——=——_ Din — =—— sau =
A BC AC AB BC AB
EB-BC
BC-DE’

rezulta

distanta pana la vapor: d = AB =
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-
T

Tema de portofoliu

Parcurgeti pasii descrisi in rezolvarea aplicatiei 2, pentru BC = 60 m, DE = 58 m si BE = 10 m.

3) Aproximarea distantei dintre doud puncte

Ne aflam intr-un punct 4 si dorim sa calculim distanta pani la punctul B. 4
Observam ca masurarea directa este imposibild din cauza prezentei unui
obstacol (figura aldturatd). Trebuie sd gasim o posibilitate de a determina
distanta AB.

Gasim un punct C din care putem masura distantele AC si BC. Trasam
directiile CA si CB. Dorim sé fixdm un segment DE cu capetele pe C4,
respectiv CB, astfel incat DE si AB s fie paralele. Trebuie ca intre punctele
D si E sa nu fie alte obstacole. Vom proceda astfel:

1) Alegem punctul D, pe segmentul C4.

2) Masuram lungimile CD, AC si BC.

3) Luédm punctul E pe segmentul CB astfel incat C—i = b

4) Masuram segmentul DE. c4
5) Aplicam reciproca teoremei lui Thales si rezultd DE || 4B.

< G DE CD CE
Teorema fundamentald a asemanarii aplicatd in AABC, conduce la: —=—=—.
AB CA CB

A o
Rezultd AB = g_D - DE si distanta 4B este aflata.

Exemplu: Pentru cazul particular AC = 15 m si BC = 45 m, putem alege D, astfel incat CD = 1 m. Luam punctul £

pe segmentul CB, astfel incat @ = C—D, adica Q = i Rezulta CE = 3 m, cu conditia ca masurarea
CB CA 45 15
segmentului DE astfel obtinut si nu fie impiedicata de vreun obstacol. In caz contrar, reluim alegerea punctului
D, convenabil. Prin masurare, gasim DE =5 m. Atunci, i = i = i, adica AB="75m.
AB 15 45

B. Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea
Stim cé in calculul ariei triunghiului intervine lungimea inaltimii. Ne va fi util rezultatul:

Teorema 1.

Daca doua triunghiuri sunt asemenea, cu raportul de asemanare £, atunci:
a) raportul medianelor corespunzatoare este egal cu k;
b) raportul inaltimilor corespunzatoare este egal cu ;
c) raportul bisectoarelor corespunzatoare este egal cu .

Demonstratie: Fie triunghiurile asemenea ADEF si AABC, cu raportul de
asemanare .
. . DE EF DF
Atunci: <D= <4, «E=<«B, «F=<xCs1i —=—=——=k.
AB BC AC
a) Aratam ca raportul dintre medianele din D si 4 este egal cu k.

Notam cu M si N mijloacele laturilor BC, respectiv EF.

R
Atunci,ﬂ:L:E: siE:ﬂ,
BM BC BC AB BM

2



Din ipotezad < E = < B si conform criteriului L.U.L., obtinem ADEN ~ A4ABM, D

deci % = % = k. Am aratat ca raportul medianelor corespunzatoare a doua

triunghiuri asemenea este egal cu raportul de asemanare a triunghiurilor.

b) Aratam ca raportul dintre indltimile din D si din 4 este egal cu k. Fie DN si
AM inéltimi in triunghiurile ADEF si AABC. Atunci, cele doua triunghiuri
au unghiurile drepte <t DNE si <t AMB congruente. Din < E = <« B si cazul

de asemanare U.U., rezulta ADEN ~ AABM, deci % = E = k. Am aratat

AB

ca raportul inaltimilor corespunzatoare a doua triunghiuri asemenea este
egal cu raportul de asemanare al triunghiurilor.

c¢) Sa precizam, mai intai, ca atunci cand vorbim de lungimile bisectoarelor
ne referim la lungimile segmentelor determinate de un varf al triun-
ghiului cu punctul de intersectie a bisectoarei cu latura opusa. Fie DN F N r \
bisectoarea unghiului << EDF, N € EF si AM bisectoarea unghiului \
«LBAC, M € BC.

Considerand segmentele DN si AM, situate pe bisectoare, demonstram ca

raportul lor este k.
Deoarece <t BAM =

o ¢
<
(@Y

<BAC _<EDF
-

ADEN ~ AABM, adica DN = DE =k.
AM  AB

= X EDN, < B = < E, conform cazului de asemanare U.U. rezulta

Teorema 2.
Daca doua triunghiuri sunt asemenea, cu raportul de aseménare £, atunci raportul ariilor acestora este 2.

Demonstratie: Vom folosi figura de la teorema 1. Consideram triunghiurile asemenea ADEF si AABC, cu

- . . EF N - e <
raportul de asemanare £, adica BC = k. Am ardtat in teorema 1 ca raportul indltimilor corespunzatoare este

EF - DN
DN _ k. Calculand raportul ariilor, se obtine: Awper 2 _EF DN _ k-k=k>
Apipe  BC-AM  BC AM
2

Rezultatul demonstrat se poate formula si astfel:
Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea este egal cu patratul raportului de asemanare.

Aplicatia 1: Triunghiul A4BC este dreptunghic, <t BAC =90°, AB = 8§ cm,
AC = 6 cm. Prelungim segmentul 4B cu BD =1 cm si fie punctul £ pe
semidreapta AC astfel incat «<x ADE = < ACB.

a) Aratati ca triunghiurile AABC si AAED sunt asemenea. B
b) Calculati aria triunghiului AADE.

Solutie: a) Asemanarea triunghiurilor AABC si AAED este imediata

si are loc conform cazului U.U. (< BAC = <« EAD unghi comun si

X ACB = < ADE din ipoteza).

b) Din asemanarea triunghiurilor AABC si AAED, obtinem raportul de

asemanare 4 T £
2 C
kzﬂzizézz. Deoarece—CAAABczkzz 2) 4
AD AB+BD 9 3 AMED 3 9
SLA) ype = = '2AC =802 (cm?)

2
se obtine <A =A A 9 _ 2
H AAED — AABC§—24Z—54(Cm)

* Asemdnarea triunghiurilor



* Asemdnarea triunghiurilor

Aplicatia 2: Fie un triunghi ABC si un punct P in interiorul unghiului << BAC. 4
Dreapta AP intersecteaza latura BC in punctul D. Atunci:
a) CAAABP :%. b) CAAABC :D_A

Apicp  DC’ Ayppc  DP
Solutie: a) Fie BE, CF inaltimi in triunghiurile ABP, respectiv ACP.
Triunghiurile ABDE si ACDF sunt asemenea deoarece

DB BE B
X BED = < CFD (90°) si < BDE = <t CDF (opuse la varf). Atunci —=—

DB _BE _BE-AP _2-Ayp Ay DC CF P

T CF CF-AP 2 Ap Auep
b) Fie AM si PN 1naltimi ale triunghiurilor AABC si APBC. Triunghiurile AADM si APDN sunt asemenea,

deoarece < AMD = <« PND (90°) si <« ADM = << PDN (opuse la varf). Atunci DA = A—M

DP PN
DA AM _AM-BC 2-Ape  Aupe
PN PN-BC 2-Appe  Apge

Se obtine —

Se obtine —

Aplicatia 3
Se considera triunghiul ABC si punctele D, E, F situate pe laturile AB, BC, respectiv AC, astfel incat DE || AC

si DF || BC. Se stie ¢ aria triunghiului ADF este 4 cm? si aria triunghiului BDE este 9 cm?. Calculati aria
triunghiului ABC.
Solutie:

&

ADF  __ ADZ

A e  AB ().

CABDE BD’ Uq’ABC _ 4B’

Ape BN, BT @
AD* AB* A,,. AD’

Inmultind relatiile (1) si (2) se obtine Aupr Awe _ —, =
C/4ABC C/4.13DE AB BD c/48DE D B

Triunghiurile ADF si ABC sunt asemenea deci

Triunghiurile BDE si BAC sunt asemenea deci

P 4D 2 o AD 2
4 = AD2 deci —=—. Cu proportii derivate deducem cd —=—.
9 DB DB 3 AB 5
AD
Din (1) rezultaCA DF ( J 4 =i, de unde A, .= 25 cm’.
AB ) A
ABC ABC
RetmemI

* Dacd doua triunghiuri sunt asemenea, atunci medianele corespunzatoare, inaltimile
corespunzatoare si bisectoarele corespunzatare determina rapoarte egale cu raportul de
asemanare a triunghiurilor.

* Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea este egal cu patratul raportului de asemanare.




0 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

.. Sandu este in vacanta
la bunici. El constatd ca
trebuie facute reparatii
la fantana din gradina si y
pentru aceasta trebuie sa ’
afle adancimea fantanii y
pana la nivelul apei )/
(h = AD). Nu are sfoara /
atat de lunga, dar este un
bun geometru si recurge
la 0 metoda inedita:
Sandu are 1,8 m indltime si daca se apropie la
0,3 m de fantana, el vede suprafata apei. Stie
ca diametrul fantanii este de 1,2 m si afirma
ca acum poate afla (cu aproximatie) adancimea
fantanii pana la nivelul apei. Observati desenul.
Cum a calculat Sandu?

1,2 /(0,3

B Un funicular cu tractiune prin cablu transporta
minereu si se deplaseaza in linie dreapta, pe
traseul 4B, lung de 375 m. Dupa ce parcurge,
din punctul 4, distanta de 45 m, funicularul a
ajuns la ndltimea de 3 m. Calculati indltimea la

care este situat punctul de sosire, B.
B

y 45—

B Terenul de joaca din curtea lui Raul este
iluminat de un bec, situat pe un stalp, la
indltimea de 5 m. Raul are Tnaltimea 1,65 m
si se afld la 6,7 m de stalp.

Calculati lungimea umbrei lui Raul.

By
1,65m|"
“ 6,7m

n Un centru comercial este construit pe o

40 m

suprafata patraticd ABCD, o schita a acestuia
fiind reprezentata in figura alaturata. Suprafata
delimitata de triunghiurile AMN si BCM

este destinatd magazinelor, punctul M fiind
mijlocul segmentului 4B si MN 1L MC. Se stie
ca DN =225 m. Calculati suprafata destinata
magazinelor.

D, C

* Asemdnarea triunghiurilor

4

weee

) v

A M B

Vlad doreste s amenajeze un teren de baschet

cu lungimea de 20 m. Gradina sa are forma unui
triunghi dreptunghic, cu laturile de dimensiuni E
30 m, 40 m, 50 m. Constructorul 1i prezinta trei
variante (figura de mai jos). Vlad a ales varianta

in care terenul are cea mai mare suprafata. Care

este aceasta?

v

50 m
20 m

20 m

20 m E

30m b) ©)

S>(

/V e=cos X tgy

733

5\4\




* Asemdnarea triunghiurilor

Se acorda 10 puncte din oficiu.

L. Asociati fiecarei cifre corespunzatoare enunturilor din coloana A, litera care indica raspunsul corect, aflat
in coloana B
1. in desenul prezentat, BE || CF || DG, EL || AD, EL N CF = {H},
HIl| FG si AB=4 cm, BC=6cm, AD =20 cm, AG = 30 cm,
DG =24 cm. Atunci:
A B
5p 1. CF= a. 3,6cm
5p 2. FG= b. 12cm
_ c. 48cm
o 3. DL= d. 37cm
ap 4 Py, = e. 15cm
f. 18cm

1. La cerintele urmatoare alegeti litera care indica varianta corectd, doar un raspuns este corect.

5p [1. In patratul ABCD, AB = 6 cm, E este mijlocul laturii CD, BE N AC= {F} si FM || CD, M < BC.
Lungimea segmentului FM este:
A.2cm B.3cm C.4cm D.6cm

10p 2. Prin centrul de greutate al triunghiului echilateral DEF se construieste o paraleld la latura EF, care
intersecteaza laturile DE si DF in punctele 7, respectiv S. Daca EF = 15 cm, atunci perimetrul
triunghiului DTS este:
A.15cm B. 20cm C.25cm D.30 cm

5p | 3. Pelatura CD a dreptunghiului ABCD se iau punctele £ si F, cu DE = CF =2 cm. Dacd AB =12 cm
siAF N BE = {P }. Atunci:
A.AP=1,3)- PF B. AP=1,5-PF C.AP=2-PF D. AP =PF

5 [4. in triunghiul 4ABC, < ABC = 90°, AB =30 cm, BC =40 cm, AC = 50 cm siD e BC,CD=0,75 - BC.
Distanta de la punctul D la dreapta AC este:
A.15cm B. 16 cm C. 18 cm D.20 cm

IIl. La problemele urmatoare se cer rezolvari complete.
1. In triunghiul MAB, bisectoarele unghiurilor MAB si MBA se intersecteaza in punctul /, iar paralela

prin / la 4B intersecteaza latura MA in punctul C si latura MB in punctul D. Se stie ca MC =12 cm,
MA =18 cm, MD = 8 cm.

5p a) Calculati lungimea segmentului BD.

10p b) Aratati ca C/=6 cm.

10p ¢) Determinati lungimea segmentului AB.

2. Fie P si Q mijloacele laturilor BC, respectiv CD ale rombului ABCD. Dreapta AP intersecteaza

dreapta BD in punctul £, dreapta BQ intersecteaza dreapta AC in punctul £ si AC N BD = {0}.

10p a) Demonstrati ca triunghiurile ADE si PBE sunt asemenea.

10p b) Calculati raportul @

BD
ap ¢) Demonstrati ca dreptele EF si BC sunt paralele.




Relatii metrice n
triunghiul dreptunghic

7.1. Proiectii ortogonale pe o dreapta. Teorema inaltimii. Teorema catetei

7.2.Teorema lui Pitagora. Reciproca teoremei lui Pitagora

7.3. Notiuni de trigonometrie in triunghiul dreptunghic: sinusul, cosinusul,
tangenta, cotangenta unui unghi ascutit

7.4. Rezolvarea triunghiului dreptunghic. Aplicatii

Competente specifice:

KX EX1 EX2 I Ea




Proiectii ortogonale pe o dreapta.

Teorema inél;imii. Teorema catetei

@Froiectii ortogonale pe o dreapta

Definitia 1: Piciorul perpendicularei duse dintr-un punct 4, pe o dreaptd d, se numeste proiectia ortogonala a
punctului 4 pe dreapta d (sau, pe scurt, proiectia punctului 4 pe dreapta d).

* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

Dacéd M este proiectia punctului 4 pe dreapta d, vom scrie M = pr, A. d, d,

Se mai citestre si ,,punctul M este proiectia pe dreapta d a punctului 4” ffl

Exemple: AN T

a) Punctul 4, este proiectia punctului 4 pe dreapta d, pentruca A4 1 d sid ed,. ? 4,
Punctul 4, este proiectia punctului 4 pe dreapta d, pentru ca 44, 1 d,si A,€d,. ‘L
Punctul 4, este proiectia punctului 4 pe dreapta d, pentru ca 44, 1 d si A,€d.. A4, d

Vom scrie 4, :prdlA, A, :prdZA, A, :prd3A.

In toate aceste exemple, punctul A4 este exterior dreptei pe care se proiecteaza. 14 d
b) Punctul 4 apartine dreptei d. Piciorul perpendicularei pe dreapta d, care contine punctul 4 :

este chiar punctul 4, deci proiectia sa pe dreapta d este punctul 4 Insusi. :
Figurile geometrice sunt multimi de puncte, deci putem vorbi despre proiectia ortogonald a
unei multimi de puncte pe o dreapta.

Definitia 2: Multimea proiectiilor tuturor punctelor unei multimi F
pe o dreapta d se numeste proiectia multimii (figurii) pe dreapta d.

Exemple: In figura aliturata, sunt reprezentate mai multe figuri
geometrice, impreund cu proiectiile lor pe o dreapta d.
Observam ca proiectiile, reprezentate cu rosu, sunt
segmente sau puncte.

Teorema.

1) Daca 4B A d, atunci proiectia segmentului 4B pe dreapta d este segmentul A'B’, unde A" = pr, 4 $i B'=pr, B.
2) Daca AB L d, atunci proiectia segmentului AB pe dreapta d este punctul 4".

Demonstratie: Fie segmentul AB si dreapta d. Vom considera cazurile:
1) Segmentul 4B nu este situat pe o dreapta perpendiculara pe d.
Notam cu 4', B’ proiectiile punctelor 4, respectiv B pe dreapta d, evident

1A' # B'. Vom arata ca proiectia pe d, a segmentului 4B, este segmentul A'B’.

I Pentru un punct M oarecare pe segmentul 458, notdm M ' proiectia sa pe dreapta d.

Avem AA' || BB' || MM, deoarece sunt perpendiculare pe aceeasi dreapti d.

Considerand dreptele MM ' si AA’ paralele, rezultd ca 4 si A’ sunt de aceeasi parte a

dreptei MM'. Analog B si B' sunt de aceeasi parte a dreptei MM '. Cum 4 si B sunt de o parte si de alta a dreptei

MM, rezulta ca si A" si B' sunt de o parte si de alta a acesteia, adica M’ se gaseste pe segmentul A'B’.

Vom demonstra, de asemenea, ca orice punct al segmentului A'B’ este proiectia unui punct din AB.

Luam un punct M’ pe segmentul 4'B’ in care ridicdm o perpendiculara pe d. Notam cu M B

punctul in care perpendiculara pe d intersecteaza AB. Relatia A4’ || MM || BB’, conduce la M

faptul ca M se afla intre 4 si B, deci apartine segmentului AB.

2) Segmentul AB este perpendicular pe d, adica dreptele 4B si d formeaza un unghi drept si y \
deci se intersecteaza intr-un punct notat 4’ '

Vom ardta ca proiectia segmentului 4B pe d este punctul 4', adica toate punctele 1\

segmentului 4B au aceeasi proiectie si anume punctul 4". A M d



Presupunem ca exista un punct M pe AB astfel incat proiectia sa M’ sa nu fie A, deci M’ # A'. S-ar obtine
triunghiul MA'M' cu doua unghiuri drepte, ceea ce este fals. Prin urmare, presupunerea facuta este falsa, deci
proiectiile tuturor punctelor segmentului 4B se suprapun cu punctul 4'.

Rezulta ca proiectia segmentului AB pe dreapta d este punctul 4".

Aplicatia 1

a) Proiectia unui segment pe o dreaptd are lungimea cel mult egald cu lungimea segmentului.

b) Proiectia mijlocului unui segment pe o dreapta este mijlocul proiectiei segmentului.

Solutie: a) Fie AB un segment oarecare, d o dreapta si C = pr A, D = pr B. Atunci, proiectia segmentului 48 pe
dreapta d este segmentul CD si scriem pr,AB = CD.

Vom compara lungimile segmentelor 4B si CD.

Cazul cand AB L d este evident, deoarece proiectia segmentului 4B se reduce la un punct, C = D.

Rémén de analizat cazurile a ) cand AB || d si a,) cdnd 4B ¥ d. A B

a) Daca AB|| d,din AC L d, BD | d rezulta AC || BD si <ACD = < BDC = 90°.

Deoarece AB || CD, rezulta ca ABDC este dreptunghi si CD = AB. C_l I_D
a,) Daca dreapta AB nu este paralela cu dreapta d, construim AE L BD, E € BD. B

Patrulaterul AEDC este dreptunghi si AE = CD. In triunghiul ABE, cu < AEB = 90°,

lungimea oricarei catete este mai mica decat lungimea ipotenuzei, adicd AE < ABsau 4 E

CD < AB. _

.
Din a ) si a)) rezultda CD < A4B. C D

B
b) Cazul AB L d nu trebuie discutat, deoarece C = D. Raméane de analizat cazul AB A d. M
Perpendicularele din 4, M si B pe d sunt paralele echidistante (M este mijlocul lui
AB). Folosind teorema paralelelor echidistante, rezulta ca N este mijlocul Iui CD.
C N D

Aplicatia 2

Se considera paralelogramul ABCD cu unghiul 4 ascutit, in care diagonala BD
nu este perpendiculara pe latura AD si AC N BD = {O }. Punctele E si F' sunt
proiectiile ortogonale ale punctului O pe laturile AB, respectiv AD, iar punctele
G si H sunt proiectiile ortogonale ale punctelor D si B pe laturile 4B, respectiv AD.
Demonstrati ca BE - FH = DF - GE.

Solutie: Din E=pr, O, G=pr, D si B=pr B, rezulta: proiectia

segmentului BD pe dreapta AB este segmentul BG, iar punctul O, mijlocul

segmentului BD, se proiecteaza in £, mijlocul segmentului BG. Rezultd BE = EG. Notdam BE=a . (1)
Din F=pr, O, H=pr, BsiD=pr, D,rezulta: proiectia sesgmentului BD pe dreapta 4D este segmentul DH,
iar punctul O, mijlocul segmentului BD, se proiecteaza in F, mijlocul segmentului DH. Rezulta DF = FH.
Notam DF =b. 2)

Din relatiile (1) si (2), obtinem BE-FH=a-b=DF-GE.

Tema de portofoliu

Reformulati si rezolvati Aplicatia 2 pentru cazul cand unghiul 4 este obtuz.

V3
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:

T ’ 1@ Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n In figura de mai jos, sunt

reprezentate punctele 4, B, A‘
C si dreapta d astfel incat :

Agd,Bed Cedsi ; ;
ol i d

AC L d. Copiati pe caiete

propozitiile de mai jos, apoi

completati spatiile libere

pentru a obtine propozitii adevarate.

a) Punctul C este proiectia punctului ... pe
dreapta d .

b) Punctul B este proiectia punctului ... pe
dreapta d .

C: iB

Punctele 4 si B sunt situate de aceeasi parte
a dreptei b, AB £ b. Dreptele AC si BD sunt
perpendiculare pe dreapta b, cu C € b, D € b.

A\
| 8

: :

C D b
Precizati: pr, A, pr, B sipr, AB.
Observatie: in problemele 2, 3, 4, 9 notatia
praAB reprezinta proiectia segmentului AB pe

dreapta b.

Fie punctele E, G si dreapta d, astfel incat

E¢dsiGed Construiti EF L d, F € d.

Precizati: prdE, prdG si prdEG.

Fie punctele 4, B situate de o parte si de alta a

dreptei dsiABNd={C}.

FieAD 1 d,De dsiBE L d, Ec d.

a) Precizati: prdA, prdB, pr, C, prdAB.

b) Dacé C este mijlocul segmentului 4B, aratati
ca prdC este mijlocul segmentului DE .

Desenati intr-un sistem de axe ortogonale xOy
punctele 4 (-2;4), B(0; 3), C(3;-2),
D(5;0), apoi punctele 4, B', C', D' proiec-
tiile punctelor 4, B, C respectiv D pe axa Ox.
Precizati coordonatele punctelor 4, B', C', D'.

Desenati intr-un sistem de coordonate xOy
punctele 4 (-3;-4),B(0;2),C(1;)5),

D (3;0), apoi punctele A’, B', C’', D' proiectiile
punctelor 4, B, C, respectiv D pe axa Oy.
Precizati coordonatele punctelor 4', B', C', D'.

n Punctul P este situat in interiorul

unghiului xOy, iar proiectiile segmentului

OP pe laturile unghiului sunt segmentele
congruente OA, respectiv OB. Demonstrati ca
semidreapta OP este bisectoarea unghiului xOy.

De o parte si de alta a dreptei d se considera
punctele M'si N, d N MN = {O },iar A =pr, M,
B=pr, N. Aratati ca:

a) Daca OM = ON , arétati ca OA = OB .

b) Daca OA4 = OB, aratati ca OM = ON .

in figura de mai jos, punctele 4, B, C sunt
situate de aceeasi parte a dreptei d, cu BC || d.

A
iR
S
B' A’ c’

Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:

P, prdAB =A'B’';

pzzprdACzA’C’;

p;: prdBC =B'C'.

Fie triunghiul ABC si AD inéltime a acestuia.

a) Construiti si numiti proiectiile laturilor 4B si
AC pe dreapta BC, in urmatoarele situatii:
1) 2B <90° si <C < 90°;
2) «<B > 90°.

b) Stabiliti valoarea de adevér a propozitiei
»BD + DC = BC” pentru fiecare din cele
doua cazuri de la subpunctul a).

Punctele 4, B, C, D sunt coliniare si sunt situate
de aceeasi parte a dreptei d, astfel incat

AB = BC = CD, iar punctele 4’, B', C', D' sunt
proiectiile punctelor 4, B, C, respectiv D pe
dreapta d. Aratati ca au loc egalitatile:
a)A'B'=B'C'=C'D'

b) BB':AA +CC ,CC':BB +DD ’
2 2
BB':2AA3+DD , CC'=AA +32DD '



@Teorema inaltimii

Alaturi de triunghiul echilateral, triunghiurile cu un unghi drept, pe care le numim triunghiuri dreptunghice,
apar Tn numeroase aplicatii si studii. Cunostintele despre triunghiul dreptunghic apar inca de la inceputul istoriei
matematicii, rezultatele descoperite de-a lungul timpului fiind aplicate in multe domenii ale vietii sociale.

Putina istorie

Primele texte matematice descoperite, (2000-1800 I.Hr.), scrise pe tablite de argila de babilonieni
(Plimpton 332) sau pe papyrus (Rhind Mathematical Papyrus), vorbesc despre numere care pot fi lungimile
laturilor unui triunghi dreptunghic (numere pitagoreice) si despre proprietati ale triunghiului dreptunghic.

e aintm 2

Cu notatiile din figura aldturatd, AABC este dreptunghic in 4, segmentele

CA, BA si AD sunt inéltimile triunghiului, iar punctul 4 este ortocentrul

acestuia (punctul de intersectie a inaltimilor).

1) Catetele unui triunghi dreptunghic sunt inaltimi ale triunghiului.

2) Ortocentrul triunghiului dreptunghic este varful unghiului drept al
triunghiului.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Teorema inaltimii
Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea 1naltimii corespunzatoare ipotenuzei este egala cu media geometrica a
lungimilor proiectiilor catetelor pe ipotenuza.

Demonstratie: Fie triunghiul ABC dreptunghic, cu < BAC = 90° si AD 1naltimea

corespunzatoare ipotenuzei. Relatia de demonstrat este: 4D =+ BD-CD,

. . AD B s
echivalenta cu AD>=BD - CD sau —— =——, ceea ce ne sugereaza ca am putea

CD AD
sd o obtinem ca rezultat al unui raport de asemanare. Segmentul 4D este latura in
triunghiurile ADB si ADC.
Deoarece fiecare dintre triunghiuri are cate un unghi drept, < ADB = < ADC = 90°, iar unghiurile
ABD si CAD sunt congruente (au acelasi complement, unghiul BAD), obtinem AABD ~ ACAD.

. L . AB BD AD . .. BD 4D .
Din proportionalitatea laturilor, rezultda — = —— =——, iar din — =——, obtinem AD* = BD-CD.
CA 4D CD AD CD

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1: a) Triunghiul ABC este dreptunghic, cu < BAC = 90°. Calculati AD, lungimea inaltimii
corespunzatoare ipotenuzei, stiind cd DC =2,25 - BD si AD + BC =57 cm.

b) Triunghiul 4BC este dreptunghic cu < BAC = 90°, AD este lungimea indltimii corespunzitoare ipotenuzei,
iar pentru numerele pozitive k si a au loc relatiile DC = k** BD si AD + BC = a. Calculati lungimea
segmentului 4D in functie de a si .

\_ J

* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic
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Solutie: a) Notam BD = x. Atunci, DC=2,25 - BD =225 - x,iar BC=BD + DC=x+2,25 - x=3,25 - x.
In triunghiul ABC sunt indeplinite conditiile teoremei inaltimii si obtinem
AD*=BD-DC=225 - x*=A4AD=15 - x.
Din ipotezd AD + BC=57=1,5-x+3,25-x=57T=4,75 - x=57T=>x=57:4,75=12.
Asadar AD =1,5-x=18 cm.
b) Vom exprima lungimea ipotenuzei BC in functie de AD. Punctul D apartine ipotenuzei BC, iar BC=BD + DC.
Inlocuind DC, avem BC = (k*+ 1)-BD. (1)
In triunghiul dreptunghic ABC sunt indeplinite conditiile teoremei inaltimii si se obtine 4D>=BD - CD,

apoi egalititile AD> = k* BD?, AD = k - BD, BD = %, iar din relatia (1), BC = (k2 + 1) : %.

: . : AD : ’ 1
Relatia AD + BC = a devine succesiv: AD + (k> + 1) - = =a,apoi AD - % =a, de unde
AD = 2“41‘_
k™ +k+1

Pentru a formula reciproca teoremei Tnaltimii, sa reformuldm teorema 1naltimii evidentiind ipoteza si concluzia.

Reformulare: Fie ABC un triunghi si AD inéltimea corespunzatoare laturii BC.

Daca triunghiul ABC este dreptunghic in 4 (<4 =90°), atunci AD =+ BD-CD.
Vom formula reciproca teoremei in acelasi cadru general, adica vorbim tot despre un triunghi ABC si
inaltimea sa AD.

Ipoteza teoremei directe Concluzie
Triunghiul ABC este dreptunghic cu <4 = 90° AD=~BD-CD

Pentru a stabili daca reciproca este adevarata, ar trebui sa analizam daca din relatia 4D =+ BD-CD, rezulta
ca triunghiul este dreptunghic in 4.

Vom avea surpriza sd constatdm ca aceasta implicatie nu are loc intotdeauna. Totusi, adaugand o conditie
(ipoteza) suplimentara, obtinem teorema enuntatd in continuare.

Reciproca teoremei inaltimii
Daca intr-un triunghi ABC, care nu este triunghi obtuzunghic, lungimea naltimii 4D este media geometrica a
lungimilor proiectiilor laturilor AB si AC pe BC, atunci triunghiul este dreptunghic.

Demonstratie: Consideram triunghiul ABC si AD L BC, D € BC. Conditia impusa A
triunghiului face ca D sa fie punct interior al segmentului BC. Din ipoteza avem

AD =+ BD-CD, relatie echivalentd cu AD? = BD - CD sau chiar 4D _ @
CD AD BL C
Rapoartele egale ne sugereaza alegerea triunghiurilor ADB si CDA, care sunt D

asemenea, conform cazului de asemanare L.U.L., deoarece unghiurile ADB si CDA

sunt unghiuri drepte, deci congruente.

Deducem congruentele < ABD =<t CAD si < BAD = < ACD. In triunghiul ABD dreptunghic, unghiurile
ABD si BAD sunt complementare si, tinand cont de < ABD = < CAD, rezulta ca <t CAD si < BAD sunt
complementare, adica < BAC este drept.



Observatie: Sa motivam interdictia impusa triunghiului ABC de a nu fi obtuzunghic,
printr-un contraexemplu.

Impartim segmentul CD in patru parti de lungimi egale si notim cu B punctul
interior segmentului, cu proprietatea CD = 4 BD. Pe perpendiculara in D pe dreapta
BC, luam punctul 4, cu AD =2BD.

Au loc relatiile /BD-DC =~/BD-4-BD =2-BD = AD, iar BD si CD sunt
proiectiile laturilor 4B respectiv AC pe dreapta BC.

Concluzie: Exista triunghiuri pentru care indltimea din 4 determina segmente proportionale pe BC, dar care nu
sunt dreptunghice.

* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

Stiati ca... ?

1) Contraexemplul este un exemplu care contrazice validitatea unui enunt matematic.
2) Pentru a stabili ca un enunt matematic este adevarat, este necesara o demonstratie.
3) Pentru a stabili cd un enunt matematic este fals, este suficient un contraexemplu.

a+b

Aplicatia 2: Se dau doua segmente de lungimi a si b. Construiti cu rigla si compasul segmente de lungimi

. A . ) .. a+b
siva-b, demonstrand, in acest fel, inegalitatea mediilor: va-b <

, oricare ar fi numerele pozitive a si b.

Solutie: Am aratat ca media geometrica a lungimilor proiectiilor catetelor pe ipotenuza este chiar inaltimea
corespunzatoare ipotenuzei. Atunci, constructia noastra va consta in a gasi un triunghi dreptunghic ce are
proiectiile catetelor pe ipotenuza congruente cu cele doua segmente date.

Ne amintim ca un unghi drept subintinde un diametru. Pentru a construi triunghiul dorit, parcurgem urmatorii pasi:

Stabilirea datelor: Se dau segmentele de lungimi a si b. % b .7 o7 AN
—_ / Vs g s N\ \
Pas I: Consideram o dreapta d pe care am fixat un punct D si construim de-o parte si de ,’ 4 D B
alta a sa, cu ajutorul compasului, segmente de masura a si b. o 1 ‘\—a‘T/'_}
\;Il,\ \\ N R
o NRREEAY
Pas 2: Determindm mijlocul O al segmentului 4B construind A DO B S---7
cu aceeasi deschidere de compas doud puncte ce se gasesc pe o ! b
mediatoarea segmentului 4B (intersectia mediatoarei cu segmentul . : ‘
AB este chiar mijlocul lui AB). Y
1

TN
~

-

Pas 3: Construim semicercul de diametru AB, cu centrul in O. Trebuie sa ducem in D
o perpendiculara pe 4B. Vom face asta (cu rigla si compasul) construind mediatoarea
unui segment cu mijlocul D. Intersectia perpendicularei in D cu cercul de diametru
AB este punctul C. Fiind inscris Intr-un semicerc, triunghiul 4BC este dreptunghic,
iar CD este inaltimea corespunzdtoare ipotenuzei. Din teorema Tnaltimii, avem

CD=+AD-BD =+a-b.

Raza CO este egald cu jumatate din lungimea diametrului, deci CO = % = AD ;L DB =4 er b. In orice triunghi

dreptunghic, lungimea unei catete est mai micéd decat lungimea ipotenuzei. Triunghiul DCO este dreptunghic,

deci DC < CO, adica N a-b < ”;b.

Retinem!
|

H Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea inaltimii corespunzitoare ipotenuzei este egala cu media
geometricd a lungimilor proiectiilor catetelor pe ipotenuza.
Daca intr-un triunghi ABC, care nu este triunghi obtuzunghic, lungimea inaltimii 4D este media
geometricd a lungimilor proiectiilor celorlalte doua laturi, 4B si AC, pe BC, atunci triunghiul
este dreptunghic 1n 4.




* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

&

S
S , O Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Desenati triunghiul dreptunghic ABC, cu

<4 = 90°, inaltimea AD a triunghiului ABC

si Tndltimea DE a triunghiului ACD. Stabiliti

valoarea de adevar a propozitiilor:

p,: »Proiectia catetei AB pe ipotenuza BC a
triunghiului ABC este BD.”

p,: »Proiectia catetei CD pe ipotenuza AC a
triunghiului ACD este AE.”

p,:»AD*=BD - DC”

p,: »DE*=AE+EC”

Calculati lungimea inaltimii corespunzatoare

ipotenuzei unui triunghi dreptunghic stiind

ca proiectiile catetelor pe ipotenuza au

dimensiunile:

a) 5 cm si 20 cm;

¢) 16 cmsi 9 cm;

e) V3 dm si 3v/3 dm.

In triunghiul ABC, <4 = 90°, 4D | BC,

D e BC.

a) Daca BD =8 cm si CD = 18 cm, aflati AD.

b) Dacd AD =12 cm si CD =8 cm, aflati BD si BC.

Se considerad triunghiul DEF, «D = 4E + «F si

DA L EF, A € EF. Se stie ca AD =10 cm si

EF =5-AE. Calculati lungimile segmentelor

AE, AF si EF.

In triunghiul ABC, <4 = 90°, AM | BC,

M e BC, M = 1 si BC =20 cm. Calculati
MC 4

b) xsidx, cux>0;
d) 2,7cmsi 1,2 cm;

AM si aria triunghiului ABC.

in trapezul dreptunghic TRAP, se cunosc:
AT=<xP=90° TR =30 cm, AP =18 cm si

TA 1 AR. Calculati inaltimea trapezului.
Rombul 4BCD are

D c
siAC N BD = {0}. ’
Proiectia segmentului
lungimea de 5 cm. E
Calculati perimetrul

inaltimea de 20 cm
OB pe latura AB are A\

A —— B
rombului.

15 |

Fie ABCD un dreptunghi. Proiectia punctului 4
pe diagonala BD este punctul £, BE =3 DE, iar
AC N BD = {0}.

o . DE
a) Determinati valoarea raportului 50

b) Pentru BD = 82 cm, calculati AE.
c) Aflati masura unghiului ascutit format de
diagonalele dreptunghiului.

In trapezul ABCD diagonalele sunt perpendicu-
lare, ACN BD={0}, p C
proiectia punctului O ‘
pe baza mare 4B este .
punctul £. Se cunosc
AE=2cmsiBE=8cm. A4 E B
a) Calculati lungimea

segmentului OF.
b) Daca CD =5 cm, aflati aria trapezului.
Se considera dreptunghiul MNPQ, MA 1 NQ,
A e NQOsiMANPQ={B}. Daca AN =12 cm,
AQ =27 cm calculati M4 si MB.
In triunghiul ABC isoscel, AM este indltimea
corespunzatoare bazei BC si MD | AB,
D e AB, ME 1 AC, E € AC. Se stie ca
MD=2\/§cm§iAD=2\/€ cm.
a) Aflati lungimea segmentului AB.
b) Aratati ca DE 1 AM si apoi calculati DE.
Fie triunghiul echilateral ABM si D mijlocul
laturii BM. Pe dreapta BM se considera un punct
C astfel incat M este mijlocul segmentului BC.
3BC’

16
Fie AD inaltime a triunghiului AMN, D € MN si
AD =36 cm, MD =9 cm, ND = 6 cm. Ardtati
ca triunghiul AMN este dreptunghic.
Fie AD inaltime a triunghiului AMN, D € MN si
AD=a - MD,ND =a - AD, unde a > 0. Aratati
ca triunghiul AMN este dreptunghic.
Dreptunghiul DREP are DR = 16 cm si
RE =8 cm. Prelungim segmentul DR cu

Aratati ca AD? =

RO = %. Aridtati c¢a DE L EQ.



@Teurema catetei
[ Ne amintin N

Daca intr-un triunghi dreptunghic reprezentam inaltimea corespunzatoare ipotenuzei, se evidentiaza trei
triunghiuri dreptunghice, oricare doua dintre ele, fiind asemenea.
Intr-adevir, considerand triunghiul ABC dreptunghic (< BAC = 90°) si AD iniltimea corespunzitoare
ipotenuzei, au loc urmatoarele congruente de unghiuri:

e X BAC = < ADB = < ADC; sunt unghiuri drepte;

e X ABD = «t DAC; au acelasi complement, unghiul B4D;

e X BAD = <t ACD; au acelasi complement, unghiul CAD .
Folosind asemanarea triunghiurilor ABD si CAD am demonstrat teorema indltimii. Ne propunem sa
obtinem un rezultat si din aseméanarea celorlalte doud perechi de triunghiuri: ABC si DBA, respectiv
ABC si DAC.

* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

Descoperim, intelegem, exemplificam

Teorema 1. Teorema catetei
Intr-un triunghi dreptunghic, patratul lungimii unei catete este egal cu produsul dintre lungimea ipotenuzei si EEE
lungimea proiectiei acelei catete pe ipotenuza.

Demonstratie: Triunghiurile ABC si DBA sunt asemenea, deoarece unghiurile BAC A
si ADB sunt drepte, iar < ABC si < ABD este unghi comun. Scriem proportionalitatea

: AB BC AC
laturilor: —=——=——.

DB AB AD C
n AB = BC , rezultd AB*> = BC - BD. B b

DB AB
In mod analog, triunghiurile ABC si DAC sunt asemenea, deoarece unghiurile BAC si ADC sunt drepte, iar
X ACB si < ACD este unghi comun. Atunci, AB = AC = E Din AC = E, rezultd AC* = BC-CD.

AD DC AC DC AC

Observatie: Egalititile date de teorema catetei sunt echivalente cu 4B =+/BC - BD , respectiv AC =+ BC-CD,
ceea ce duce la o noua formulare: intr-un triunghi dreptunghic, lungimea unei catete este media geometrica
intre lungimea ipotenuzei si lungimea proiectiei acelei catete pe ipotenuzad.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1: In triunghiul dreptunghic 4BC, <A = 90°, consideram inaltimea 4D
si notdm cu £ simetricul lui D fatd de B. Perpendiculara in B pe CB intersecteaza
cercul de diametru £C in F. Aratati ca triunghiul BFA este isoscel.

Solutie: Deoarece triunghiul BAC este dreptunghic, putem aplica teorema catetei
pentru 4B, obtinand: AB*> = BC - BD.

Triunghiul EFC este inscris Intr-un semicerc, deci este dreptunghic si aplicam,
pentru indltimea FB, teorema inaltimii: B> = BC - BE. Dar, E este simetricul lui
D fati de B, prin urmare BD = BE, care implicd AB* = FB” sau BA = BF, adici
triunghiul BFA este isoscel.




* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

Teorema 2.
Reciproca teoremei catetei: Fie triunghiul ABC si D = pr, A. Daca D apartine segmentului BC si este verificata
una din relatiile: AB*> = BC - BD sau AC* = BC - CD, atunci triunghiul 4BC este dreptunghic in 4.

Demonstratie: Se construieste proiectia lui 4 pe BC, respectand conditia impusa: D se A
gaseste pe segmentul BC. Considerand verificata relatia AB*> = BC:BD, aceasta se mai

. B4 BC . o . et . . . S
scrie: 2D = B4 In aceasta proportie numaratorii reprezinta laturi ale triunghiului

BAC, iar numitorii reprezinta laturi ale triunghiului BDA. Cele doua triunghiuri B D C
au unghiul comun < ABC = <« DBA si conform cazului de asemanare L.U.L.,

triunghiurile sunt asemenea. Din congruenta unghiurilor corespunzatoare avem < BAC = < BDA. Dar,
unghiul BDA este unghi drept, prin urmare si BAC este unghi drept, deci triunghiul este dreptunghic. Analog
se demonstreaza ca triunghiul ABC este dreptunghic, plecand de la relatia AC? = BC - CD.

Tema de portofoliu

Justificati, printr-un contraexemplu, faptul ca reciproca teoremei catetei nu ramane valabila daca proiectia
punctului 4 pe BC nu apartine segmentului BC.

Aplicatia 2: In triunghiul dreptunghic ABC, AD este iniltime, E este proiectia C
punctului D pe dreapta 4B iar F este proiectia punctului £ pe dreapta BC. Calculati
lungimea segmentului BF stiind cd AB = 18 cm si BC =27 cm. D
Solutie: Observam ca, realizand constructiile cerute n enunt, s-au format mai multe F
triunghiuri dreptunghice si s-au trasat Tnaltimile corespunzétoare ipotenuzelor.
Aplicam de mai multe ori teorema catetei si obtinem:

In triunghiul ABC, < 4 = 90°, AD iniltimea corespunzitoare ipotenuzei AB> = BC - BD,

Iy ¢
oo

A
AB*> 324 U
de unde BD = Yl = > =12 (cm). In triunghiul ABD, << ADB = 90°, DE este
- o : BD* 144
inaltimea corespunzatoare ipotenuzei: BD? = BE - AB sau BE = T3 = T3 =8 (cm).
In triunghiul BDE, < BED = 90°, EF iniltimea corespunzitoare ipotenuzei: BE? = BD - BF sau
2
F=ﬂzﬁzﬁ (cm).
BD 12 3

Aplicatia 3: In triunghiul dreptunghic ABC, <4 = 90°, AD este iniltime, E este proiectia punctului D pe
dreapta AB, iar F este proiectia punctului £ pe dreapta BC.
a) Calculati lungimea segmentului BF' in functie de AB=c si BC=ip.
b) Determinati lungimea segmentului BF pentru AB = 18 cm, BC = 27 cm.
Solutie: Din enunt, <4 = 90°, AD 1L BC, DE 1 AB, deci triunghiurile ABC, ADB, DEB sunt dreptunghice,
iar AD, DE, EF sunt indltimile corespunzatoare ipotenuzelor in aceste triunghiuri. Vom calcula lungimea
2
segmentului BF cu ajutorul teoremei catetei in triunghiul BED, adica BF = £

BD?

Segmentul BE este proiectia catetei BD pe ipotenuza in triunghiul ADB, deci BE =

o : : o : AB®
Segmentul BD este proiectia catetei 4B pe ipotenuza in triunghiul ABC, deci BD = B0




2 3

. BE* ( BD? 1 BD’ (4B’ 1 4B ¢

Atunci, BF = = C—= = . = = L
BD | AB | BD 4B* | BC ) 4B> BC® ip
4 4 54 A8 A4
: . 1 A 27 1
b) Pentru ¢, = 18 cm si ip =27 cm, obtinem BF = 0—13 =i3 =—93 =— =—6 (cm).
ip> 27 3 3 3

Aplicatia 4: Punctul P este situat pe ipotenuza BC a triunghiul ABC, PB = 6 cm. Proiectia C
punctului P pe dreapta 4B este punctul O, 04 =5 cm, OB =4 cm. Calculati lungimile
segmentelor AP si BC.
Solutie: Punctul P este situat pe ipotenuza triunghiului dreptunghic ABC. Atunci, unghiurile P

PAB si PBA sunt ascutite, deci punctul Q, proiectia punctului P pe AB, este situat in interiorul
segmentului 4B.

In triunghiul APB au loc: PQ 1 AB, Q € AB, PB>=BQ - BA=4 -9 =36.

Reciproca teoremei catetei aplicatd triunghiului 4BP, aratd ca <t APB = 90°.

Aplicand teorema catetei in triunghiul APB, obtinem AP? = AQ-AB =45, deci AP =3 J5 (cm) si aplicand
teorema catetei in triunghiul 4BC obtinem AB* = BC - BP, apoi 81 = BC - 6, de unde BC = 13,5 (cm).

4 O B

* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

Retinem!
! * Teorema inaltimii si teorema catetei exprima ,,legaturi” intre lungimile elementelor unui
triunghi dreptunghic: inaltimea, catetele, ipotenuza si proiectiile catetelor pe ipotenuza.
Aceste ,,legaturi” se numesc relatii metrice.
* Reciproca teoremei catetei si reciproca teoremei indltimii reprezinta modalitati de a arata
perpendicularitatea unor drepte.

n Triunghiul ABC este dreptunghic, <c4 = 90° si B In paralelogramul 4BCD, avem CD = 18 cm,
AD 1 BC. iar bisectoarele unghiurilor <4 si «<B se

A intersecteaza in punctul £.
a) Aratati ca triunghiul ABE este dreptunghic.
B C b) Stiind ca AB =3 BE, calculati lungimea

D proiectiei segmentului BE pe dreapta 4B.
Stabiliti ‘Val(.)area de.adevar a propozitiilor: n Calculati lungimile catetelor unui triunghi
P ,,grot?c‘gla catetei AB pe ipotenuza BC este dreptunghic stiind ci proiectiile catetelor pe
o . : ipotenuza au lungimile:
p,: ,,Proiectia catetei AC pe ipotenuza BD este .
2 BC” ’ a)9cmsi 16 cm;

p3: ,,AB2=BC'BD” b)4cm S1 12 cm;,

Py »AC=\BD-DC” ¢) 93 em si 3v/3 cm;

EA in triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, AD fl) x cm si 9x em, x> 0.
este inaltime, iar DE este inéltime in triunghiul B In dreptunghiul ABCD, avem AB = 4,5 ¢cm si
ABD. Se stie ¢cd AD =24 ¢cm, DC = 18 cm. BE 1 BD, E € CD. Stiind cd DE = 12,5 cm,

Calculati lungimile segmentelor BD, AC si AE. calculati BE si perimetrul dreptunghiului.
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200

In triunghiul ABC, avem <4 = 90°, AD 1 BC,

D e BC.

a) Daca BC =20 cm, BD =7,2 cm, aflati CD,
AB, si AC.

b) Daca BC =6 cm, BD = 0,4 dm, aflati DC,
AC 51 AB.

¢) Dacd 4B =56 m, BC =25 m, aflati BD,
CD si AC.

d) Daca 4B =2x cm, BD = x cm, aflati BC
si AC.

Triunghiul DEF este dreptunghic in D,

DG L EF, G € EF, iar dreapta DG intersecteaza

paralela prin £ la DE in punctul L. Daca

DE =15 cm si EF = 25 cm, calculati lungimile

segmentelor £G, DF si FL.

Fie rombul ROMB, RM N OB = {4} si AC L BM,

C € MB. Stiind ca OB =24 cm si BC=8 cm,

calculati latura si inaltimea rombului.

Proiectiile laturilor 4B si AD ale dreptunghiului

ABCD pe diagonala BD au lungimile de 2 cm si

6 cm.
D C

MNE

A F B

a) Calculati dimensiunile dreptunghiului.

b) Daca AE L BD,E € BD si EF L AB, F € AB
aflati aria triunghiului BEF.

In triunghiul dreptunghic ABC, <4 = 90°,

mediana AM si naltimea 4D formeaza un unghi

de 30°. Calculati:

. DM
a) valoarea raportului ——;
BC

2 2
(e (%)

In triunghiul dreptunghic ABC, <4 = 90°, AD
este Tndltime si CD = 3-BD. Determinati masura
unghiului «x4BC.

Fie triunghiul ABC cu <A =90°, AD 1 BC,

D e BC,DE 1 AB,E € ABsiDF 1 AC, F € AC.
AC

AB’

b) Aratati ca AAEF si AACB sunt asemenea.

c¢) Daca BD =3 cm si BC =15 cm calculati EF.

Fie triunghiul ABC cu <4 = 135° si punctele

D, E pe latura BC astfel incat AD 1 BC,

CD=6cm, CE=8cmsi AE =4 cm.

a) Demonstrati ca triunghiul AEC este
dreptunghic.

b) Calculati lungimea segmentului BE.

. . AE
a) Demonstrati ca — =
AF

Se considera triunghiul isoscel 4BC, cu
< BAC =120°, AD indltime si AP bisectoarea

unghiului BAD, P € BC, AP = 24/3 cm.

a) Aratati ca triunghiul APC este dreptunghic.
b) Calculati lungimile segmentelor AC si BC.
In triunghiul ABC, < BAC = 30°, AB = 10 cm,
BD 1 AC, D € AC. Proiectia segmentului

BD pe dreapta BC are lungimea de 2,5 cm.
Demonstrati ca triunghiul ABC este isoscel.

Un triunghi dreptunghic cu ipotenuza de 9 cm,

are lungimile proiectiile catetelor pe ipotenuza

exprimate, in centimetri, prin doud numere

prime. Calculati lungimile catetelor acestui

triunghi.

Perimetrul rombului ABCD este 60 cm si

BD = CD. Perpendiculara in 4 pe AB

intersecteaza dreapta BD in punctul E.

Calculati:

a) lungimea proiectiei segmentului AB pe
dreapta BE;

b) perimetrul triunghiului ACE.



Teorema lui Pitagora.
Reciproca teoremei lui Pitagora

Teorema catetei exprima lungimea unei catete, ca medie geometrica intre lungimea ipotenuzei si
lungimea proiectiei sale pe ipotenuza.

Intr-un triunghi dreptunghic proiectia varfului unghiul drept pe ipotenuza apartine acesteia, adica suma
lungimilor celor doud proiectii ale catetelor pe ipotenuza este chiar lungimea ipotenuzei.

Folosind aceste doua observatii putem demonstra unul din cele mai
frumoase rezultate din geometria triunghiului dreptunghic, rezultat pe care il
cunoagtem din clasa a VI-a, sub numele de Teorema lui Pitagora.

Teorema lui Pitagora are, probabil, cele mai multe demonstratii dintre toate
teoremele din matematica.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Teorema lui Pitagora.
Intr-un triunghi dreptunghic, patratul lungimii ipotenuzei este egal cu suma patratelor lungimilor catetelor.

Demonstratie: In triunghiul dreptunghic ABC (<4 = 90°), notam cu D proiectia ¢

lui 4 pe BC. Deoarece unghiurile B si C sunt ascutite, rezulta ca D se gaseste pe D
latura BC, iar segmentele BD si CD sunt proiectiile catetelor AB respectiv AC pe

ipotenuza.

AB? AC? A

Folosind teorema catetei, obtinem BD =
BC BC

AB®  AC?
+
BC
Observatie: Teorema lui Pitagora permite aflarea lungimii unei laturi a unui triunghi dreptunghic atunci cand

BD + CD = BC, iar prin inlocuire deducem: =BC sau AB*+ AC*= BC*.

cunoastem lungimile celorlalte doua laturi:

1) cunoscand lungimile catetelor, lungimea ipotenuzei este: BC =+ AB* + AC?;

2) cunoscand lungimea unei catete si lungimea ipotenuzei, cealalta cateta este: 4B =+ BC ?_AC? sau
AC=VBC* - 4B”.

Tema de portofoliu

Decideti care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1) Suma patratelor lungimilor diagonalelor unui patrat este egala cu suma patratelor lungimilor laturilor sale.

2) Suma patratelor lungimilor diagonalelor unui dreptunghi este egala cu suma patratelor lungimilor laturilor
sale.

3) Suma patratelor lungimilor diagonalelor unui romb este egala cu suma patratelor lungimilor laturilor sale.

si CD = . ° "
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1:

a) Consideram triunghiul isoscel MNP, cu MN = MP = 15 cm si NP = 18 cm. Calculati
indltimea corespunzatoare bazei.

b) Demonstrati ca pentru triunghiul isoscel cu laturile congruente de lungime « si baza

2
de lungime b, lungimea / a inaltimii corespunzatoare bazei este s = a’ - R

¢) Fie trapezul isoscel MNPQ, cu MN || PO, MN =30 cm, PO = 16 cm si MQ = 25 cm.
Calculati inaltimea trapezului.
d) Demonstrati ca pentru trapezul isoscel cu lungimile bazelor B, respectiv b si laturile

. (B-b)

neparalele de lungime /, lungimea / a inaltimii trapezului este: s =4|/

Solutie: a) Consideram triunghiul isoscel MNP cu baza NP si Q proiectia lui M
pe latura NP. Din ipoteza, MQ este indltimea corespunzatoare bazei triunghiului isoscel, deci MQ este si

. . NP
mediana, prin urmare QP = > =9 (cm).
Notam MQ = h. Aplicam teorema lui Pitagora in triunghiul MQP, dreptunghic, < MOP = 90° si obtinem

h=MQ = JMP> - 0P’ =415 -9 =12 cm.

b) Vom parcurge acelasi drum, considerand lungimile laturilor numere pozitive, astfel incat triunghiul sa
existe. Din ipoteza, avem QP = 5 MP = a si MQ = h. Aplicam teorema lui Pitagora in triunghiul MQOP,
. . [ pt b’
dreptunghic, < MOP = 90° si obtinem & = MQ = MP? —QP2 =.a’ e
c¢) Consideram trapezul isoscel MNPQ (MN || PQ) si notam cu R si S proiectiile
punctelor P, respectiv Q, pe baza mare. Cu datele din ipoteza, obtinem

MN-P
TQ=7cm,MQ=NP=25 em, h=PR=0S.

MS=RN =

Aplicam teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic PRN si obtinem

h=PR=+PN*—RN?, deci h = 25" = 7% =+/576 = 24 (cm).

d) Cu datele din ipoteza, avem lungimile segmentelor: MS = RN = BT_b, MQ=NP=I[,h=PR=0S.
2
B-b
Aplicim teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic PRN si obtinem 42 = PR = \ PN Z_RN* =,|I” - %

Aplicatia 2: Fie H ortocentrul triunghiului ABC.

Aritati cd AH* + BC*=BH*+ AC*=CH* + AB".

Solutie: Sa observam figura aldturatd. Vom trasa cercul circumscris triunghiului
ABC si vom nota cu 4, si C, punctele diametral opuse lui 4, respectiv C. Am obtinut
diametrele 44, si CC,. Atunci, unghiurile ABA , ACA,, CAC,, CBC, sunt drepte,
decid B 1 AB,AC 1 AC,C AL ACsi C B L CB. Punctul H este ortocentru, deci
AH 1 BC,BH 1. AC5i CH 1 AB. Rezulta AH || C\B si BH || C A, deci BHAC, este
paralelogram.

Analog, BHCA, este paralelogram. Obtinem BH = A C si CH = A B. Triunghiurile
AA C si A4 B sunt dreptunghice, deci putem aplica teorema lui Pitagora:

AA” = AC* + AC? si AA” = AB” + A,B”, adici AC* + BHP = AB* + CH".
Analog pentru paralelogramul BHAC , obtinem CCl2 = AC* + BH* si CC12 =BC* + AH*, adicd
AC*+ BH* = BC* + AH>.




Reciproca teoremei lui Pitagora

Daca patratul lungimii unei laturi este egal cu suma patratelor lungimilor
celorlalte doua laturi, atunci triunghiul este dreptunghic, unghiul drept fiind opus
primei laturi.

Cu notatiile din figura aldturata, enuntul reciprocei teoremei lui Pitagora este
urmatorul: Daca intre lungimile laturilor triunghiului ABC are loc relatia
BC?=AB?+ AC?, atunci triunghiul este dreptunghic, cu <A =90°.

Demonstratie: Pe perpendiculara in 4 pe AB, consideram punctul D astfel incat
AD = AC, punctele D, C fiind situate in semiplane diferite determinate de dreapta AB.
In triunghiul ABD, dreptunghic, < BAD = 90° (din constructie) aplicim teorema lui

Pitagora: BD? = AB*+ AD?. Din ipotezd, BC*=AB?>+ AC?= AB*+ AD">. A
Rezulta cd BD = BC. Comparand triunghiurile 4BD si ABC avem:

AB=AB, AD = AC si BD = BC. Cazul de congruenta L.L.L. ne conduce la congruenta Dh
triunghiurilor ABD si ABC, deci la congruenta unghiurilor <t BAC si < BAD. Deoarece

< BAD =90°, rezultd ca triunghiul ABC este dreptunghic, cu ipotenuza BC.

Reciproca teoremei lui Pitagora ne ofera o metoda de a demonstra ca un triunghi este dreptunghic.
Pentru a decide daca un triunghi, caruia i se cunosc lungimile Exemple:

laturilor este dreptunghic, procedam astfel: 2) Triunghiul ABC cu AB = 3, AC = 4 i

1) Ordondm crescator lungimile laturilor. BC = 5 este triunghi dreptunghic in 4
2) Calculam patratele lungimilor laturilor, pastrand ordinea pentru ca:
crescatoare. 1)3<4<5;
C 2)9<16<25;
3) Calculam suma patratelor numerelor mai mici si comparam cu 3)AB? + AC?=9+ 16 = BC2.
pdtratul numarului mai mare. b) Triunghiul MNP cu MN =4, MP =5
4) Interpretam rezultatul: Daca obtinem egalitate, reciproca SiVNP = 6 nu este dreptunghic pentru
teoremei lui Pitagora ne spune ca triunghiul este dreptunghic si T;u 4<5<6:
ca unghiul drept se opune celei mai mari dintre laturi. 2) 16 <25 <’ 36:
Daca cele doua numere sunt diferite, atunci triunghiul nu este 3) 6 +25#36.

dreptunghic.

Aplicatia 3: Cu centrul in punctul O, se construieste un cerc de raza R, =21 cm, iar
cu centrul in O, se construieste un cerc de razd R, = 20 cm. Se stie ca 0,0, =29 cm,
iar cele douad cercuri se intersecteaza in 4 si B. Aratati c¢d dreapta O 4 este tangenta
cercului &(0, R,), iar dreapta O,B este tangentd cercului &(O, R)).

Solufie: Pentru ca O 4 s fie tangenta cercului de centru O,, trebuie ca 0,4 L O,4.
Vom verifica aceasta prin reciproca teoremei lui Pitagora in triunghiul O, O,4. Calculam O, 022 =29° =841 si
04"+ 0,4 =217 +20" = 841.

Cele doua valori sunt identice, deci este verificatd reciproca teoremei lui Pitagora, triunghiul O, 0,4 este
dreptunghic, adica dreapta O A este tangentd in 4 la cercul de centru O,.

Procedand la fel, in triunghiul O,0,B se obtine O,0,” =29° = 841 =21 + 20’ = O,B’ + 0,B’, egalitate ce aratd
cd <0,B 0, =90 deci dreapta O,B este tangenta cercului €(O,R)).
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Aplicatia 4: In patrulaterul convex ABCD, diagonalele AC si BD sunt perpendiculare. A
a) Aratati ca suma patratelor laturilor opuse este constanta. /
0

b) Enuntati si demonstrati reciproca acestei propozitii.

Solutie: a) Notam intersectia diagonalelor cu O. Deoarece diagonalele sunt 2 \B
perpendiculare s-au format triunghiurile dreptunghice OAB, OBC, OCD, ODA. L
Aplicand teorema lui Pitagora in aceste triunghiuri, calculam suma patratelor laturilor

opuse: AD” + BC* = (40° + DO*) + (BO’* + CO*) si

AB’+DC*=(40° + BO*) + (CO’ + DO?). Atunci, AD’> + BC*=AB*+ DC"’.

b) Reciproca: Daca suma patratelor lungimilor laturilor opuse ale unui patrulater este -

constanta , atunci diagonalele sunt perpendiculare.
Vom presupune ca diagonalele nu sunt perpendiculare, notand proiectiile punctelor

B si D pe dreapta AC cu B, respectiv D,. Cum B, # D, pentru inceput consideram ordinea A

pe AC: A-B D —C. Pentru operativitatea scrierii notim lungimile segmentelor cu:

AB =p,BD =t D C=u, DD =w,si BB =q.Aplicim teorema lui Pitagora in B
trlunghlurlle dreptunghlce BB A s1 DD C s1 calculam suma patratelor lungimilor laturilor

opuse 4B si DC: AB’ +DC’ p+q +u +w. D

Procedarn la fel in trlunghlurlle dreptunghlce BB Csi DD A:

AD’ + BC’® (p+t) +w+q +(u+ty.

Egalitatea sumei patratelor lungimilor laturilor opuse conduce la p* + u’ = (p + £)* + (u + 1),

egalitate cu numere pozitive, imposibild. Analog tratdm si cazul in care ordinea pe AC este:

A-D -B ~C.

Am ajuns la o contradictie, prin urmare presupunerea facutd este falsa, adica diagonalele sunt perpendiculare.

Retinem!
|

Teorema lui Pitagora: Intr-un triunghi dreptunghic, patratul lungimii ipotenuzei este egal cu
suma patratelor lungimilor catetelor.

Reciproca teoremei lui Pitagora: Daca suma patratelor lungimilor a doua laturi ale unui triunghi
este egalad cu patratul lungimii celei de-a treia laturi, atunci triunghiul este dreptunghic, unghiul
drept fiind opus laturii a treia.

@

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Analizati triunghiurile din figurile de mai jos, n Triunghiul ABC este isoscel, 4B =AC =25 cm

desenatile pe caiete si completati spatiile libere i BC =40 cm. Aflati h, + h, + h,, suma
astfel incat sa obtineti afirmatii adevarate. indltimilor triunghiului.
G o = BC? 2 B} Fic triunghiul 4BC cu AB = AC =83 cm
/\ si «xBAC =120°. Perpendiculara in 4 pe AC

E F intersecteaza latura BC in D. Calculati:

4 B DE = a) masurile unghiurilor
<X ABCsi < ACB.
a Pentru fiecare dintre triunghiurile de mai jos, b) lungimile segmentelor DC si BD.
calculati lungimea laturii necunoscute:
A
h AI 5 R
D1p E 13 Q B D ¢



Calculati:

a) lungimea inaltimii unui triunghi echilateral
cu latura de 8 cm;

b) lungimea diagonalei unui patrat cu
perimetrul de 48 cm;

¢) lungimea diagonalei unui dreptunghi cu
dimensiunile a si 2a;

d) perimetrul unui romb cu diagonalele 2 cm si

2\/§ cm.

Maria se deplaseaza pe aleile parcului PARC cu
suprafata dreptunghiulara (vezi figura de mai
jos). In punctul B se afla o fantana arteziana la
480 m de punctul P, iar in punctul D se afla o
statuie, la 120 m de punctul R. Aratati cd, daca
Maria se deplaseaza pe traseul A — B—D — A4,
atunci ea parcurge mai mult de 1,8 km.

B
C+
360
............... 2 D m
A| e o
800 m |

A, B, C sunt puncte ale cercului C(O,r),

< AOB =90°. Punctul C este situat pe arcul mic
AB, la distanta de 82 cm de dreapta 4O si la
distanta de 4 cm de dreapta BO. Calculati raza
cercului.

Un triunghi dreptunghic are un unghi de 60°

si lungimea ipotenuzei de 6 cm. Calculati
perimetrul triunghiului.

in triunghiul ABC, <c4 = 90°, BD este mediana
si CE este bisectoarea < ACB, E € AB.

Stiind ca BD = 50 cm si AC = 80 cm, aflati
distanta de la punctul £ la dreapta BC.

Un trapez isoscel are baza mare de 8 cm,
diagonala de 2J13cm si laturile neparalele

de lungime 243 em. Calculati Tnaltimea
trapezului.

Fie triunghiul ABC cu BC =a, AC=a+/3 ,

AB =2a. Aratati cad <4 =%<B =%<):C.

15 |

Se considera paralelogramul MNPQ, cu
MN =17 cm, NOQ =16 cm si MP =30 cm.
Determinati masura unghiului format de
diagonalele paralelogramului.

Triunghiul DEF este dreptunghic, avand
catetele DE si DF, cu lungimile 15 cm si 20
cm si M este un punct situat pe ipotenuza EF'.
Calculati lungimea segmentului DM 1n fiecare
din situatiile:

a) M este mijlocul segmentului EF;

b) MF =4 cm.

Analizati triunghiurile din figura de mai jos.
Se stie cd punctele B, C si D sunt coliniare.
Demonstrati ca triunghiul ACE este dreptunghic
in doua moduri:

a) folosind reciproca Teoremei lui Pitagora.

b) fara a folosi reciproca teoremei lui Pitagora.

B 10 c 5 D

Triunghiurile O4B, OBC, OCD si ODE sunt

dreptunghice, < O4AB =< OBC =< OCD =

< ODE=90°si 0A=A4AB=BC=CD=DE =

=1 cm (vezi figura de mai jos).

a) Calculati lungimile segmentelor OB, OC,
OD, OE.

b) Fie s = 04 + OB + OC + OD + OE. Aréatati
ca7<s<10.

c) Descrieti un procedeu prin care se poate

construi un segment cu lungimea de v10 cm.
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Notiuni de trigonometrie in triunghiul dreptunghic

1) Intr-un triunghi, latura mai mare se opune unghiului mai mare.

2) Lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghic este mai mare decat lungimea oricarei catete.

3) Daca intr-un triunghi, patratul lungimii unei laturi este egala cu suma patratelor lungimilor celorlalte
doua laturi, atunci triunghiul este dreptunghic, prima latura fiind ipotenuza.

4) Intr-un triunghi dreptunghic, cu un unghi de 30°, cateta care se opune acestui unghi are lungimea egald
cu jumatate din lungimea ipotenuzei

Descoperim, intelegem, exemplificam

Problema: Consideram triunghiul dreptunghic ABC cu <4 =90° si <« B = 30°. C

AC AB AC AB
a) Calculati rapoartele: —, —, —, —
BC’ BC’ AB’ AC’

_J

b) Stabiliti daca valoarea rapoartelor calculate depinde de lungimile laturilor

o
triunghiului. A 5
BC AC 1
Solutie: a) Din «t4 =90°si < B =30° deducem cd AC = - care se poate scrie — =— (D
Cu teorema lui Pitagora, aplicati in triunghiul 4BC, aflim AB = BC* — AC* = , adica

AB=£-BC sau £=£ 2)
2 BC 2

4B (3 1 f 2 AC 1
ti i —=| —-BC -BC 3
Obtinem apoi 1C { 2 ] (2 j 7 =3 si — B f 3)

b) Observam rezultatele (1), (2) si (3) si constatdm ca niciunul din rapoartele calculate nu depinde de lungimile
laturilor.

Observatie: Rezultatele care au fost obtinute depind doar de urmatoarele aspecte:
1) Triunghiul ABC este dreptunghic in 4;
2) Masura unghiului B este 30°.
3) AC este cateta opusa unghiului de 30°.
Concluzie: Pentru toate triunghiurile dreptunghice care au un unghi de 30°, gasim aceleasi valori pentru cele
patru rapoarte, independente de lungimile laturilor.
Ne intrebam: 1) Cum se justifica faptul ca aceste rapoarte nu depind de lungimile laturilor?
2) Rapoartele cautate sunt constante si pentru alte masuri de unghiuri?
3) Ce valori pot avea aceste rapoarte?

Pentru a raspunde, consideram triunghiurile dreptunghice ABC si MNP, astfel B P
incat <A =<xM=90°si «xB=<«<N=0a" cu 0<a<90. N
Rezulta ca triunghiurile ABC si MNP sunt asemenea (cazul de asemanare U.U.). o
Atunci, unghiurile C si P sunt, de asemenea, ascutite si congruente:
<C=«<P=90"-0a". M
¥ C




CAB BC

AC
Din proportionalitatea laturilor corespunzatoare, — = —— = ——, deducem proportiile: — =—
MP MP

MN NP

BC 4B _ BC
NP MN NP

AC 4B CMPABMNACMPABMN

si —— =—— din care, cu proportii derivate, gasim: — = ——

MP  MN BC NP BC NP AB MN AC MP’

Sa observam ca laturile celor doua triunghiuri asemenea sunt dispuse astfel:

1) AC si MP sunt catetele opuse unghiului de masura o.°;

2) AB si MN sunt catetele aldturate unghiului de masura o.°;

3) BC si NP sunt ipotenuzele celor doua triunghiuri.

Concluzie:

Daca un triunghi dreptunghic are un unghi de masurd a.°, cu 0 < a < 90, atunci:

« raportul dintre cateta opusa unghiului de médsura o.° si ipotenuza este constant;

« raportul dintre cateta aldturatd unghiului de masurd o.° si ipotenuza este constant;

« raportul dintre cateta opusa si cateta aldturatd unghiului de masurd o.° este constant;

« raportul dintre cateta aldturata si cateta opusd unghiului de mdsura o° este constant.

B

Folosind rezultatele si notatiile de mai sus, definim relatiile care au loc Intre raportul a doud laturi ale unui
triunghi dreptunghic si masura unui unghi ascutit al acestui triunghi, numite relatii trigonometrice in triunghiul

dreptunghic.

Definitii Interpretarea

Definitia 1: Intr-un triunghi dreptunghic, cu unghiul ascutit B de masura a.°, raportul ) AC
dintre lungimea catetei opuse unghiului B si lungimea ipotenuzei se sinB = BC
numeste sinusul unghiului si se noteazd sin B sau sino.”.

Definitia 2: Intr-un triunghi dreptunghic, cu unghiul ascutit B de masura o.°, raportul AB
dintre lungimea catetei aldturate unghiului B si lungimea ipotenuzei se cosB = BC
numeste cosinusul unghiului si se noteazi cos B sau cosa.’.

Definitia 3: Intr-un triunghi dreptunghic, cu unghiul ascutit B de masura o.°, raportul AC
dintre lungimea catetei opuse unghiului B si lungimea catetei alaturate se tgB = 1B
numeste tangenta unghiului si se noteaza tg B sau tgo.”.

Definitia 4: Intr-un triunghi dreptunghic, cu unghiul ascutit B de masura a.°, raportul AB
dintre lungimea catetei aldturate unghiului B si lungimea catetei opuse se ctgB = ac

numeste cotangenta unghiului si se noteaza ctg B sau ctgo.”.

(vezi figura de mai sus)

Aplicatia 1: Folosind definitiile de mai sus, pentru triunghiul dreptunghic 4BC cu <4 =90°si < B = a°,

0 < a <90, calculati:

sina® cosa’
a) =} b) —— c) (sina°)2 +(cosa°)2; d) tga°-ctgae.
cosa simao
. sino’ _AC 4B _AC BC _AC . . sina®
Solutie: a) —=tga’, deci =tga°.
cosa” BC BC BC AB AB cosa’
cosa® AB AC AB BC _AB cosa® o
- —— =ctga®, deci =ctga®.
sina® BC BC BC AC  AC sina®
2 2 2 2
Y [ AC AB\ AC + 4B BC_ L2 BERY
c) (sma) +(cosa) _(Ej +(EJ = 3c 2C° 1, adica (sm(x) +(s1noc) =1.
d) tga’ -ctga” = SIG cosa

coso’ sino’
Observatii:

1) Relatiile obtinute la aplicatia 1 sunt valabile pentru orice valoare o, masura a unui unghi ascutit.

2) Egalitatea (sin a°)2 + (cos a°)2 =1 se numeste formula fundamentald a trigonometriei.

3) O<sina®<1 si 0<cosa®<1 pentru orice valoare o, masurd a unui unghi ascutit.
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Aplicatia 2: a) Calculati sina®, cosa®, tga®, ctga® pentru o€ {30, 60}. C
b) Calculati sina®, cosa®, tga.°, ctga® pentru o = 45°.
Solutie: In AABC, cu < BAC = 90° si < ABC = 30°, rezultd < ACB = 60°. 60°
B
Notand BC = 2-x, lungimile catetelor sunt AC = TC =x sidB= 3. 300
Be A
AB 3 3
a) Pentru a = 30° avem: sin30°= AC - X ! , cos 30°=— = i =—,
BC 2-x c 2-x 2
sin30° 1 2 1 3 °
te30° = OZ—‘—Z——— s1 Ctg30°_c.0830 ﬁ z:\/g
cos30° 2 3 3 3 sin30° 2 1
. 1
Pentru a = 60° avem: sin60° = — =cos30°= —, 60°= — = sin30° = —,

AB AC
t O= — = t ° = 3 t O:—:t O:—.
260 e ctg30° = /3, ctg60 T 230

b) Pentru a = 45°: in triunghiul dreptunghic ABC cu < BAC = 90° si < ABC = 45°, rezultd < ACB = 45°.
Notdm 4B = BC = x si gasim BC = X2 . Deci:

sin45° = cos45° = £ =t - = —2 >
BC

1
x\/E\/E 2
4c

tgd5° = ctgd5° = =1.
g g AB

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 3: Sandu se afla la 20 de metri de o clddire pe care o vede sub un
unghi de 60°.

a) Calculati Tnaltimea cladirii.

b) Aflati distanta la care trebuie sa se afle Sandu pentru a vedea cladirea sub
un unghi de 45°.

Solutie: a) Sandu se afla in punctul C, la distanta CD = 20 m fata de cladire,
AD este iniltimea cladirii, << ADC = 90° si < ACD = 60°. In triunghiul
dreptunghic ADC, stim lungimea catetei CD si vrem sa aflam cateta 4D.

. AD : AD . .
Din tg<xACD = D’ obtinem tg60° = 0 Rezulta ca indltimea cladirii este

AD =20 - tg60° = 204/3 (m).

b) Fie B un punct din care cladirea se vede sub un unghi de 45°, B € CD. Atunci, triunghiul ADB este
dreptunghic isoscel si AD = DB = 2043 (m), deci Sandu trebuie sa se afle la distanta de 2043 ~ 34,64 metri
pentru a vedea cladirea sub un unghi de 45°.

Tema de portofoliu

Cum ar putea Sandu sd masoare 1ndltimea cladirii, folosind cele doua pozitii din problema precedenta, dar
cunoscand doar distanta BC?



Aplicatia 4: Calculati sinusul unghiului C al triunghiului oarecare ABC, in care AB =1 dm, BC= 1,4 dm si

sinB:E.
5

A
Nu putem folosi relatia sinB = ¢ , deoarece despre A4BC nu stim ca ar fi
dreptunghic. BC
Solutie: Exprimam lungimile laturilor in centimetri, deci AB = 10 cm, 5 7 e

BC=14cm. FieAD 1 BC,D € BC.
in triunghiul ABD, << ADB =90°, sinB = Q , adica E = Q .
AB 5 10
Rezultd AD = 6 cm. Aplicand teorema lui Pitagora, se obtine BD? =+ AB* — AD* =100 - 36 = 8 (cm)
In triunghiul ADC, < ADC =90°, AD = 6 cm si DC = BC — BD = 6 (cm).

. . . . 2
Triunghiul ADC este dreptunghic isoscel, < ACD = <t C =45° si sinC = £

Aplicatia 5: Intr-un triunghi ABC, <A = «<B+ < C, AC= 5J5 cm sisin<x ACB = 2 . Aratati ca perimetrul
triunghiului este mai mare decat 36 cm. 3

Solutie: Relatia <t 4 = < B+ <« C ne evoca egalitatea provenita din suma masurilor unghiurilor unui triunghi.
Folosind acestea vom ajunge la <4 + <4 = 180°, deci triunghiul ABC este dreptunghic, cu <4 = 90°.

Din sin< ACB = % , deducem % = % , prin urmare putem nota AB = 2x, BC = 3x, unde x > 0.

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul ABC, obtinem BC? = AB> + AC?, adica (3x)* = (2x)? + (5+/5 )% Prin
calcul, gdsimx =5cm, BC=15cmsiAB=10cm si Py - = 25+ 5J5>25+5. 2,2 =36 (cm).

Retinem!

o )

[ Intr-un triunghi dreptunghic:

* sinusul unui unghi ascutit este raportul dintre
lungimea catetei opuse acestui unghi si )
lungimea ipotenuzei. Sin o

* cosinusul unui unghi ascutit este raportul dintre
lungimea catetei aldturate acestui unghi si

[
Il

. . . cos o
lungimea ipotenuzei.
* tangenta unui unghi ascutit este raportul dintre
lungimea catetei opuse si lungimea catetei tg o 1 \/g

ol |l o1 |8

alaturate acestui unghi.

* cotangenta unui unghi ascutit este raportul
dintre lungimea catetei alaturate si lungimea ctg o
catetei opuse acestui unghi. )

&
WES

* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic



* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Fie triunghiul ABC cu <4 = 90°. Copiati pe
caiete si completati spatiile libere cu rapoartele

corespunzatoare:

sinB=... tgB=...

cos C=... ctg C=...
Ch
A B

In triunghiul ABC cu <4 =90°, AB = 6 cm,
AC =8 cm. Notand masura unghiului B cu u°
si misura unghiului C cu v°, copiati pe caiete si
completati tabelul:

o o
u v

sin

cos
tg
ctg

In triunghiul DEF, <D =90°, DE = 8 cm si
sin F = 0,8. Calculati perimetrul triunghiului.

Fie u° masura unui unghi ascutit al unui
triunghi dreptunghic.

a) Daca sinu® = 12 , calculati cosu°.
13
b) Daca cosu® = % , calculati tgu°.

< 3 .
¢) Daca tgu® = 7 calculati sinu°.

Calculati:

a) sin30° - tg45° + cos30° - ctg60°

b) sin60° - cos60° + sin30° - cos30°

— sin45°- cos45°

Triunghiul 4BC este dreptunghic, < B =90°,

BD 1 AC, De AC,AD +DC=10cmsi

3-AD=2-CD.

a) Realizati un desen care sa corespunda datelor
problemei.

b) Calculati sinC, tgA si cos <t CBD.

Fie triunghiul ABC cu <4 =90°si D = pr, A.
Daca AD =8 cm si BD =4 cm, calculati

sin B + sin C.

Aflati masurile unghiurilor si lungimile laturilor
pentru triunghiurile din figurile de mai jos:

F b) c) K
4
7 LAM
B 8
D E
d) ) T n N
/ 4
30
R 12 4\/5 0
30 4
609 =
G 3 H P
S

Un avion se desprinde de la sol in punctul 4 si
urcd sub un unghi de 30°. Aflati la ce altitudine
h ajunge dupa ce parcurge 3000 m.

Calculati aria si perimetrul triunghiului MNP

stiind cd << M =90°, MN = 18 cm si tgP=% .
in trapezul ABCD, avem < A4 =90°, < B = 60°,
BC=8cm, CD =12 cm.

a) Calculati naltimea trapezului.

b) Demonstrati ca AC 1 BC.

Triunghiul DEF este isoscel, DE = DF = 18 cm,
EF =24 cm. Calculati sinusul unghiului < DEF.



Rezolvarea triunghiului dreptunghic. Aplicatii

@Rezolvarea triunghiului dreptunghic

1) Elementele unui triunghi dreptunghic sunt: ipotenuza, cele doua catete, unghiul drept si cele doua
unghiuri ascutite.

2) Un poligon care are toate laturile si toate unghiurile congruente se numeste poligon regulat.

3) Orice poligon regulat poate fi inscris Intr-un cerc.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Prin rezolvarea triunghiului Exemple:

dreptunghic intelegem demersul 1) Daca se cunosc doud laturi, se poate afla a treia latura folosind
logic pe care il urmam pentru aflarea teorema lui Pitagora. Apoi se pot afla si masuri de unghiuri cu
tuturor elementelor triunghiului ajutorul rapoartelor de laturi (relatii trigonometrice)
dreptunghic (toate laturile si 2) Dacd se cunoaste un unghi ascutit, celalalt unghi ascutit

toate unghiurile) atunci cand sunt este complementul primului unghi; despre laturi nu obtinem
cunoscute un numar cat mai mic de informatii. Nu avem suficiente date pentru rezolvarea
elemente ale acestuia. triunghiului.

Sa analizam douad din cazurile care permit rezolvarea triunghiului dreptunghic:

C,: Daca se cunosc lungimile a doua laturi ale triunghiului dreptunghic.

1) Se determina lungimea celei de-a treia laturi, folosind teorema lui Pitagora.

2) Se calculeaza raportul dintre cateta opusa unui unghi si ipotenuza si se determina sinusului acelui unghi
ascutit. Daca este una dintre valorile care au fost determinate pentru unghiurile de 30°, 45°, 60°, atunci se pot
afla si unghiurile ascutite. Dacd nu este una dintre aceste valori, atunci se poate aproxima valoarea unghiului,
folosind tabele care contin valori aproximative ale sinusului unghiurilor ascutite sau folosind calculatorul.

Aplicatia 1: Se considera triunghiul ABC in care <4 = 90°, AB =4 cm, C

AC = 43 cm. Aflati lungimea ipotenuzei si masurile unghiurilor ascutite.
Solutie: Calculam ipotenuza BC cu teorema lui Pitagora:

BC=AB® + AC? =16+ 48 =64 =8 (cm).
AC_ 43 3

sin B = ——, care este o valoare cunoscutd, deci putem A T B
BC 8 2 4

afla unghiurile ascutite < B = 60°, < C =90°—60° = 30°.
Observatie: In aplicatia de mai sus se cunosc ambele catete. Demersul este similar
atunci cand se cunoaste o cateta si ipotenuza.

43

* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic



* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

Tema de portofoliu

Rezolvati triunghiul MNP, cu <M =90°, MN = 12 ¢cm si NP = 12 V2 cm.

C,: Daca se cunoaste lungimea unei laturi si un raport intre lungimile laturilor (una din valorile: sinusul,
cosinusul, tangenta, cotangenta unui unghi ascutit al triunghiului)

Se disting doua situatii:
a) Latura a cdrei lungime se cunoaste este una dintre laturile raportului. Atunci, se afld cealalta latura din
raport si am ajuns la cazul C,, deci se pot afla toate elementele triunghiului.
b) Latura a cérei lungime se cunoaste nu apare in raportul dat.

Sunt posible situatiile:
b,) raportul dat si latura cunoscutd permit aflarea lungimilor celorlalte douad laturi folosind teorema lui

Pitagora si am ajuns la cazul C..
b,) raportul dat ne da posibilitatea sa aflam un alt raport, in care intervine latura cunoscutd si am ajuns, din

nou, la cazul C,.

Aplicatia 2:
In triunghiul ABC, se cunosc %<4 = 90°, ctg<xABC =3 si BC=5cm. C D
Fie AD inéltimea corespunzatoare ipotenuzei. Aflati valorile expresiilor:
1
E =4B - AC-——

) AD

b) E, =A4B - sinC + AC - sinB. A B
Solutie: a) Aflam lungimile segmentelor AB, AC, AD.

AB? AB® 9

s . . AB .
In triunghiul dreptunghic ABC, avem ctgB = — = 3. Atunci, 5 =9, 3 5=
AC AC AB” + AC 10

2 2
sau 4B =Ai=% Obtinem AB—£( m), AC =BC? — 4B* = f (cm) si

BC?* 25

AB-AC 310 V10 1 3 _3J10 +io 2

AD = = — (cm). E — = =5,
BC 2 2 5 2 2 2 3
b) Pentru expresia £, scriem rapoartele sinC, sinB si, fara a inlocui lungimile lor, se calculeaza
2 2 2
sinC+AC - sinB= aB- B 1 4o AC _AB +ACT BCT_ pe 5 (em)
BC BC BC BC

Comentariu: Masura exactd a unghiurilor nu poate fi aflatd, deoarece valoarea pentru ctg < ABC = 3 nu este
printre cele determinate de noi. Pentru aflarea unghiului ABC si a complementului sau, se pot folosi tabelele de
valori aproximative.




Aplicatii ale triunghiului dreptunghic in determinarea elementelor unor poligoane
regulate si in situatii practice

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

A. Galculul elementelor (latura, apotema, arie, perimetru) in triunghiul echilateral, in patrat si in hexagonul regulat
Cand vorbim de un poligon regulat, ne referim la: latura poligonului, un unghi al poligonului, raza cercului
circumscris poligonului, diagonalele poligonului, apotema poligonului, perimetrul si aria acestuia.
In numeroase cazuri, cunoastem un element sau citeva dintre elementele unui poligon regulat si le determinim
pe celelalte.
Vom studia, in acest sens, poligoanele regulate cu 3, 4 respectiv 6 laturi. Notam L latura poligonului regulat cu
laturi, n € {3, 4, 6} si R raza cercului circumscris acestui poligon. Vom determina cateva relatii foarte utile.

Ar Relatia intre lungimea laturii unui poligon regulat si raza cercului circumscris

« In triunghiul echilateral 4BC, liniile importante ale triunghiului coincid si se intersecteaza in O, centrul

. . . . . . 04, 1
cercului circumscris. Punctul O apartine medianei 44, pe care o imparte in raportul O_Al = 5

s . . . L
In triunghiul dreptunghic ABA, notdm 4B = L, iar B4, = 7

Calculam cu teorema lui Pitagora 44, = JAB* — BA* = ?L.

A
2 L . B C
Pentru raza 40, avem: R = A0 = — A4, = —, deci L = R\3. v
3 NE]
A

 Patratul ABCD este inscris in cercul de centru O.

Diagonalele patratului sunt diametre, deci O este punctul de intersectie
a diagonalelor si determina segmente congruente (le Tnjumatateste).
In triunghiul dreptunghic ADB, notdm AB = L, iar cu teorema lui Pitagora calculam (0]

DB =\ AB? + AD* = I\2.
Raza cercului circumscris este oricare din segmentele OA, OB, OC, OD, deci

R:OB:%BD:L.Amob‘ginutL=R\/§.

NG

C
» Hexagonul ABCDEF este inscris in cercul de centru O. B
Unghiul la centru corespunzitor unei laturi are masura 360° : 6 = 60°. 4 6 \ c
In triunghiul echilateral AOB notam cu AB = L, iar raza este OA. ‘
Am obtinut L = R. ‘
* Pentru poligonul regulat cu # laturi, triunghiurile cu varful in centrul cercului circumscris
E

si 0 laturd comund cu latura poligonului sunt isoscele si congruente (au doud laturi raze  F
ale cercului, iar a treia este chiar latura patrulaterului regulat). Deducem ca in toate

aceste triunghiuri, naltimile duse din varful O, sunt congruente, adica distanta de la

centrul cercului circumscris la oricare dintre laturile poligonului, este aceeasi.

Definitia 1: Distanta de la centrul cercului circumscris la o latura unui poligon regulat se numeste apotema a
poligonului.

Pentru un poligon regulat cu 7 laturi, notim apotema poligonului cu a,.

* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic



A, Relatia dintre apotema si raza cercului circumscris

* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

d(0,A4C) =a, d(0, BC)=a, d(O,CD)=a,
Aplicam teorema lui Pitagorain ~ Aplicam teorema lui Pitagorain  Aplicdm teorema lui Pitagora in
triunghiul AOM : triunghiul BOM : triunghiul COM :
a, = OM =\ AO0* — AM? a, = OM =~ BO* - BM* ag = OM =NCO* - CM?*
3 R L R2 L3 _R3
a3:—:— a4:—:— aé:—:—
6 2 2 2 2 2

As. Unghiurile poligonului regulat
Cu notatiile din figurile de la aplicatia 4,, au loc relatiile:

Triunghiul . Hexagonul regulat
echilateral ABC P AR ABCDEF
e < ABC = 60° < ABC = 90° <ABC = 120°
doua laturi alaturate
Wil [ egitin <AOB = 120° < AOB = 90° <AOB = 60°
corespunzator unei laturi

Aa. Perimetrul si aria poligoanelor regulate
Calculdam perimetrul unui poligon regulat cu 7 laturi ca suma lungimilor tuturor laturilor: P =n - L.
P,=3"L P,=4-L P,=6"L
Descompunem suprafata poligonald in n suprafete triunghiuri isoscele congruente, cu varful in centrul
cercului circumscris, avand ca baza o latura a poligonului. Apotema poligonului devine inaltime a

acestor triunghiuri. Rezultd formula pentru aria poligonului regulat cu # laturi: 4 = n - I
'3 ’3
043 — \/7 CA4: L2 046 _ 6 . \/_
4 4
IE' Aplicatia 1: Un triunghi si un patrat au varfurile pe acelasi cerc. A

a) Daca latura triunghiului echilateral este de 12 cm, calculati apotema patratului.
b) Daca aria patratului este 72 cm?, aflati apotema triunghiului.

Solutie: Varfurile poligoanelor regulate ABC si AMNP sunt situate pe cercul C(O, R). M
a) Fie AD inaltime in triunghiul ABC cu AB = 12 cm. Atunci, <<ADB = 90° si in triunghiul

AD _ 3 _ 4D

ABD cu «xABD = 60°, calculam AD, sin(x4BD) = — = = AD = 6\/5 cm.
AB 2 12 N

. 2 s .
DarO € ADsi AO=R= 3 AD =43 (cm). In triunghiul AOM, < AOM =90°, AO = OM =43 (cm),

X MAO = 45°, iar AM este latura patratului. Fie OT L AM, T € AM. Rezultd < ATO = 90° si OT este apotema
patratului.



s : . T 2 T
In triunghiul ATO avem sin(<x TAO) = or = £ = or. =0T =a, = 276 (cm).
A0 T 2 43
b)cA,, .\, =72 cm?, rezultd AM® =72, deci AM = 672 cm. In triunghiul AMN dreptunghic isoscel cu
AM =MN = 62 (cm), se obtine AN = AM 2=12 (cm). AN este diametru al cercului deci R = A0 = 6 (cm).
R R
In triunghiul echilateral ABC, AD este inéltime, O € AD si OD = a5 = 5= 3 (cm).
Aplicatia 2: Punctele 4 si B apartin unui cerc €(O,R), cu 4B =120° siAB = 243 cm. Aflati raza cercului si
apotema hexagonului regulat cu varfurile pe cercul C(O,R).
Solutie: Dacd misura arcului mic este 120°, atunci 4B este latura triunghiului echilateral (vezi A)).

* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

Deci AB =L = R3 =243 . Rezulta R =24, iar =RT‘B:12\B.

Aplicatia 3: Se considera discul de diametru 10 cm. Decideti care dintre poligoanele regulate cu
3, 4 sau 6 laturi se poate decupa din acest disc astfel incat pierderea de material sa fie minima.
Exprimati suprafata indepartata, in procente.

Solutie: Figurile corespunzatoare celor trei poligoane regulate sunt:

Aria suprafetei indepartate (pierdute) este diferenta dintre aria discului si aria poligonului regulat.

L
il

Aria suprafetei materialului pierdut Procentul

> (4-n-3V3)R? -

Triunghi nR2_3\/§R =( T I) M.loo%z58’65%
4 4 4-n

Pitrat nR’ -2-R* =(n-2)R’ T2 100% ~36,3%

T
2 (2:m-3J3)R? -

Hexagon g2 3R =( n=343) 2’;—3*6.100%z17,30%
2 2 T

Exprimarea procentuald arata ca, in cazul hexagonului, se pierde cel mai putin material.

B. Calculul distantelor, in situatii practice, folosind relatii metrice

Aplicatia 1:

Triunghiul echilateral ABC are latura 10 cm. Rostogolim triunghiul,

fara alunecare, pe dreapta AB. Calculati lungimea arcelor parcurse

de punctul 4. Desenati pe caiete traiectoria parcursad de punctul 4 pana
ajunge din nou pe dreapta AB.

Solutie: Considerdam 4 B, C, pozitia initiala a triunghiului echilateral dat. A4,

Acesta s-a rotit in jurul lui C, cu 120°. Punctul 4, descrie arcul 4, B, 4,,
care are lungimea egald cu o treime din lungimea cercului de raza 10 cm
(corespunde unui unghi la centru de 120° care este o treime din unghiul de 360°).
Astfel, punctul 4 ajunge din pozitia 4, in pozitia 4,. Triunghiul continua rostogolirea, rotindu-se cu un unghi
de 120° in jurul punctului B, iar 4 descrie arcul 4,C,4; , congruent cu primul arc. Asadar, lungimea arcelor
2-n-R_4-m-R _40-w

3 3

parcurse de punctul 4 de pe ,,roata triunghi” este 2 -



* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

Tema de portofoliu

Formulati si rezolvati aceeasi cerinta pentru ,,roata” patrat sau hexagon.

Aplicatia 2

O masa dreptunghiulara de biliard are dimensiunile in raportul 3 : 5. Aratati ca daca
lansez o bila din unul din colturi la un unghi de 45° fata de laturile mesei, acesta

avand o reflexie perfectd cu marginile mesei in cele sase puncte, va ajunge exact in a q
coltul opus. Gasiti raportul dintre lungimea traseului parcurs de bila si perimetrul 4

mesei.
Solutie: Notand dimensiunile dreptunghiului cu 3L si 5L avem perimetrul 16L iar triunghiurile pe
ipotenuza carora merge bila sunt dreptunghice isoscele, avand, in aceasta ordine, dimensiunile:

3\/§L, 2x/§L, \/EL, 3\/§L, \/EL, 2\/5L, 32 adici lungimea parcursa de bili este 152 L. Raportul dintre

lungimea traseului parcurs de bild si perimetrul mesei este

L

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Fie triunghiul ABC cu <4 = 90°.

a)Daci AB =4 cmsi <B=60°, aflati < C,
AC, BC.

b) Dacd AC =12 cm si sinB = 0,6, aflati 4B,
BCsitgB.

c)DacaAB=3-ACsi BC= J10 cm, aflati sinB
si Inaltimea corespunzatoare ipotenuzei.

n AD este inaltimea corespunzatoare ipotenuzei

triunghiului ABC, AD =18 cmsitg <X ACB = 2.

Calculati AC, AB si sin< ABC.

Se considera triunghiul dreptunghic ABC

cu < B =90°. Calculati lungimile laturilor

triunghiului, masurile unghiurilor si inaltimea

corespunzatoare ipotenuzei, in urmatoarele

situatii:

a) <A=<xCsiAC=122 cm;

b)AB=8cmsitgC= \/E;

) BC=2+3 sicAupe =23 cm?

ABCD este un dreptunghi, M este mijlocul

laturii CD, iar N € BC, astfel incat

X DAM = < CMN = u.

a) Aratati ca triunghiul AMN este dreptunghic.

b) Daca u =30°si AB=2 J3 cm, calculati
raportul dintre aria triunghiului AMN si aria
dreptunghiului.

15v2
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In triunghiul DEF, <D =45°, < E =60 si

DF =342 cm.

a) Calculati FM, inaltimea corespunzatoare
laturii DE.

b) Calculati perimetrul triunghiului FME.

c¢) Aratati ca latura DFE are lungimea mai mare
de 4,7 cm.

Fie triunghiul ABC cu AB =30 cm, BC =24 cm,

CA =18 cm si P mijlocul laturii 4B.

Aflati n = sin X ACP + sin <t BCP.

In triunghiul ABC, <4 =90°, «C=15"si AD

este Tndltimea triunghiului.

a) Desenati mediana AM a triunghiului 4BC si
determinati masurile unghiurilor triunghiului
ADM.

b) Daca BC = 4a, exprimati lungimile
segmentelor AM si MD in functie de a.

¢) Demonstrati ca 4-AD>= AC - AB.

Punctele A, B, C sunt coliniare 1n aceasta

ordine, AB=2 cm, BC=8 cm si DB 1 AC,

DB =4 cm.

a) Calculati sin<x ADB + sin<«< BDC.

b) Aflati perimetrul triunghiului ADC.

In triunghiul oarecare TRI se stie ci <R = 60°,

TR=8cm,RI=12cm,iar TA L RI, A € RI.

a) Aflati lungimile segmentelor AR si T1.

b) Punctul B este simetricul punctului R fata
de mijlocul segmentului 4/. Demonstrati ca
triunghiul BTR este dreptunghic.



ABCD este un romb cu AB =24 cm si

AC N BD = {0}. Stiind ca ;—g =+/3, calculati

lungimile diagonalelor rombului.

In trapezul dreptunghic ABEF, AB || EF,

xA=90°, «B=60°, AB = 15 cm si BF este

bisectoarea unghiului < ABE.

a) Calculati lungimea bazei mici a trapezului.

b) Daci C este mijlocul diagonalei BF, aflati
perimetrul triunghiului ACE .

In figura alaturata, C

ABC este un triunghi :

echilateral si O este

centrul cercului

circumscris.

Precizati segmentul a

carui lungime reprezinta:

a) raza cercului circumscris;
b) raza cecului inscris;

¢) apotema triunghiului.

In tabelul urmitor 7, R, a, ‘P si <A reprezinti
latura, raza cercului circumscris, apotema,
perimetrul si aria unui triunghi echilateral
(dimensiunile sunt date in cm, respectiv cm?).

[ R a P A

a) | 18

b) 43

c) 343

d) 3643

Copiati pe caiete si completati spatiile libere,
efectuand calculele necesare.

In figura aliturati, ABCD D 5 AC

este un patrat si O este
punctul de intersectie a
diagonalelor. Precizati

segmentul a carui lungime 4 E B
reprezinta:

a) diametrul cercului circumscris;

b) raza cercului inscris;

¢) apotema patratului.

E In tabelul urmétor /, R, a, “P si <A reprezint latura,

raza cercului circumscris, apotema, perimetrul
si aria unui patrat (cm, respectiv cm?). Copiati
pe caiete si completati spatiile libere, efectuand
calculele necesare.

/ R a P A
a) 8
b) 1042
c) 5
d) 3,24

16 |

18 |

In figura alaturati ABCDEF este un hexagon

regulat si O este centrul cercului circumscris.

Precizati segmentul E D

a carui lungime

reprezinta:

a) raza cercului F
circumscris;

b) raza cercului inscris;

c) apotema.

A

In tabelul urmitor /, R, a, P si cA reprezintd
latura, raza cercului circumscris, apotema,
perimetrul si aria unui hexagon regulat.
Completati spatiile libere efectuand calculele
necesare.

/ R a P A
a) 36
b) 3
c) \/g

d)

14443

Fie ABCDEF un hexagon regulat cu latura de

24 cm. Calculati:

a) Masurile unghiurilor < ACB si < BDF.
b) Raza cercului circumscris hexagonului.
¢) Perimetrul triunghiului ADE.

d) Aria patrulaterului ACDF.

Aflati latura unui triunghi echilateral stiind ca
diferenta dintre raza cercului circumscris si
apotema este de 2 cm.

In cercul @(O, R),R = J11 em, sunt inscrise

un triunghi echilateral, un patrat si un
hexagon regulat. Noténd /,, /, respectiv /,
lungimile laturilor acestor poligoane, calculati

L2+ +17

* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic
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* Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

O

L. La cerintele urmatoare alegeti litera care indicd varianta corectd, doar un raspuns este corect.

Se acorda 10 puncte din oficiu.

50 |1. Lungimea diagonalei unui pitrat cu aria de 200 cm” este:
A. 30cm B. 24cm C. 20cm D. 15cm
5p | 2. Un triunghi isoscel are laturile congruente de 15 cm si indltimea corespunzatoare bazei de 9 cm.
Baza triunghiului are lungimea:
A. 24 cm B. 20cm C. 28cm D. 32cm
5 [3. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, AD este inaltime, BD = 3 cm, iar CD = 12 cm.
Segmentul 4D are lungimea:
A. 8cm B. 9cm C. 10cm D. 6cm
5p | 4. Un sector de cerc are aria o optime din aria discului din care provine.
Masura unghiului la centru este:
A. 30° B. 45° C. 60° D. 15°
5p | 5. Triunghiul ABC are AB =6 cm, BC =8 cm, AC = 10 cm. Proiectia segmentului 4B pe dreapta AC
are lungimea:
A. 32cm B. 24cm C. 6,3cm D. 3,6cm
6. In trapezul isoscel ABCD, AB || CD, AB=17 cm, CD =5 c¢m si cos<X BAD = 0,75. Laturile neparalele
5p au lungimea de:
A. 8cm B. 10cm C. 12cm D. 16cm
3p | 7. Un triunghi dreptunghic are indltimea corespunzatoare ipotenuzei de 632 cm si proiectia unei
catete pe ipotenuza de 6 cm. Aria triunghiului este:
A, 36\2 B. 182 C. 542 D. 482
5p | 8. Distanta de la centrul de greutate al unui triunghi echilateral la una dintre laturi este 2 cm. Raza
cercului circumscris triunghiului are lungimea:
A. 2cm B. 4cm C. lcm D. 6cm

II. La problemele urmatoare se cer rezolvari complete.

1. In dreptunghiul ABCD, cu AB < BC, diagonalele se intersecteaza in punctul O, iar BO = 10 cm.
Punctul P este proiectia punctului B pe diagonala AC si AP — CP =12 cm.
5p |a) Realizati un desen care sa corespunda datelor problemei.
10p | b) Calculati lungimile segmentelor AC si BP.
10p | c) Aflati tangenta unghiului format de diagonalele dreptunghiului.
2. In figura alituratd, linia punctata reprezinta schita unui e
circuit de motociclism viteza. Pista circuitului Inconjoara | |
un teren compus din hexagonal regulat ABHIJK, patratele | |
BCDE, EFGH si triunghiul echilateral BEH. Se stie ca e E|_
AB = 450 m, iar lungimea pistei este cu 20% mai mare /A B\ . R
decat perimetrul terenului inconjurat de pista. y %
10p [a) Calculati lungimea pistei exprimand rezultatul in km. Lk /\H ///
15p | b) In timpul competitiilor, o camera video aeriani se depla- R \M A X G/’
seaza pe un cablu, pe traseul £M si transmite imagini de \J 1/ ™
la cursele de motociclism. Aratati £M < 1,3 km. EEEEES 4




() Probleme de sinteza

Efectuati urmatoarele calcule cu numere reale:

a) 144244 b) 104420+4+/25  ©) 64+3-/144
d) \/306+2-\/33+3-\/ﬁ e) \/_+ J_ m £) 0,(7)-~/36 —2,5-/400

g) y2571.521 h) (o2l L 3.4m 4 gl i) \/(—\E)2 +\/(\E —3)2.
J24.01 +37.21

4,84 +/10,89
b) Aratati cd numarul B = \/ 146,41 : (—\/ 1, 21) este numar intreg.

Scrieti prin enumerarea elementelor multimea M = {x eN[{/0,(4) <x <1+ 4,(4)} .
Determinati numerele naturale # pentru care numerele urmatoare sunt rationale.

16 5—-n 100 —n* 1
—,l’l<20; b ; _— d
3) n ) n 2 V 81 ) 50 —n?

Reprezentati pe axa numerelor punctele 4(-2), B( J2), C(4=+/2), D(5). Determinati lungimile
segmentelor 4B si CD. Stabiliti care dintre ele este mai mare. Justificati raspunsul dat.

Se considerd numerele a =(%jl +(_le3 sib= [ N \/,]_1 [ \lfJ%'

Aflati numarul ¢ =|1+a| +‘7 —\/g-b‘ .

a) Aratati cd numarul 4= este numar natural.

Calculati media aritmetica si media geometricd a numerelor x si y, stiind ca

2 2
Yl (22 <
Rezolvati urmatoarele sisteme de ecuatii liniare:
1 —
2-(x—2)+3-(y—§j=2 PR Ea
1 = 4 '
y—x+
5—-|y+=|=4-(x-1)—= ———=x-3
(y 3) L T R

La o librarie s-au vandut intr-o zi 200 de caiete de matematica si dictando, obtindndu-se suma de
588 de lei. Stiind ca un caiet de matematica costa 3,60 lei, iar unul dictando costa 2,40 lei, determinati

a)

numarul caietelor de matematica vandute in acea zi.
m Dreptunghiul din desenul alaturat este impartit, prin drepte paralele cu laturile, 16 cm?
in patru regiuni, avand ariile inscrise in interioarele lor.
a) Precizati numarul dreptunghiurilor din imagine. 12 em? 27 cm?
b) Determinati aria dreptunghiului mare.

n Patratul EFGH are varfurile pe un cerc €(O,r),iar distanta de la centrul cercului la una dintre laturi

este 4/2 cm. Calculati raza si lungimea cercului in care este inscris patratul EFGH , apoi calculati aria
discului marginit de acest cerc.

 Probleme sumative
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g g

g &

Fie ABCD un patrulater convex si M un punct pe diagonala AC a patrulaterului. Se construieste ME || AB,

E e BCsiMF || CD, F e AD.
a) Aratati ca AF - BC=BE - AD. B
. AF CE . . . .
b) Dacd —— =——, demonstrati ca M este mijlocul diagonalei AC.
FD EB
In desenul din figura aldturata, triunghiurile ABC si EFG sunt echilaterale,
A, =144 cm® | AE = EC si DG = GE. Calculati aria patrulaterului CDGF. G

Dreptunghiul ABCD este nscris intr-un cerc de centru O si AC =2 - BC.

a) Demonstrati ca O este punctul in care se intersecteaza diagonalele

dreptunghiului;

b) Aria triunghiului AOD este 43 cm?; calculati lungimea cercului si aria discului delimitat de acest
cerc.

Se considera triunghiul ABC cu AB=AC =12 cm, BC = 1242 cm si BM mediana a triunghiului.

Determinati cos <4AMB.

Intr-un trapez isoscel baza mare are lungimea de 30 cm, linia mijlocie este de 27 cm si inaltimea este de 4

cm.
a) Calculati perimetrul si lungimea diagonalelor trapezului.
b) Calculati distanta de la un varf al bazei mari la latura neparalela céareia nu-i apartine.

Se considerd ABCD un trapez dreptunghic, cu %4 = <D =90° si M un punct
pe latura BC astfel incat BM =3 - CM.

a) Calculati distanta de la punctul M la dreapta 4D, in functie de lungimile
bazelor, AB=xsi CD =y, x> y.

b) Daca AD =22 c¢m si <DAM = 60°, aflati AM. 60>

L

N

Fie triunghiul ABC cu laturile AB = 6 cm, AC =4 cm si <4 = 60°. Aflati aria,
perimetrul si lungimea Tnaltimii din 4 a triunghiului.

Hexagonul regulat ABCDEF are latura de 1 dm. Diagonalele AC, BD,

CE, DF, EA si FB se intersecteaza cate doud si determind hexagonul
MNPQRS (figura alaturatd), iar dreapta AD intersecteaza BF in punctul

G si CE in punctul H.

a) Demonstrati ca MNPQRS este un hexagon regulat. F
b) Calculati lungimile segmentelor AG, GH, HD.

c) Aflati raportul dintre apotemele celor doua hexagoane.

Fie ABCD un patrulater convex si M un punct pe diagonala AC a O\
patrulaterului. E D
Se construieste ME | AB, E € BCsi MF || CD, F € AD.
AF CE
Arataticda —+—=1.
BC cD D

Pe latura CD a dreptunghiului ABCD, se considera punctele E si F astfel incat DE = e si CF = 5
Fie AE N BF = {M} si MT L CD, T € CD. Aflati valoarea raportului %



() Teste finale si raspunsuri

Eprest final 1
Se acorda 10 puncte din oficiu.

L Copiati pe caiete, apoi completati in casuta alaturata fiecarui enunt litera A, daca propozitia este
adevarata si litera F, daca propozitia este falsa:

5p | 1. Rezultatul calculului \/% + \/E —\/% este \/g .

50 |2. Solutia, numir negativ, a ecuatiei (x + 3)* = 25 este — 4.

1
5 |3. Dacix>0,y<0six*=35,)*=20, atunci E-x-y=—5.

5p | 4. Linia mijlocie a unui trapez cu bazele de 6 cm si 14 cm are lungimea de 9 cm.

5p | 5. Un patrat are aria de 64 cm?. Marind perimetrul patratului cu 32 ¢m, aria devine 256 cm?,
5p | 6. Distanta dintre punctele A(1, 3) si B(5, 0) este 10 (u.m.).

II.  In triunghiul dreptunghic ABC cu < BAC = 90°, AB =24 cm si sinC = i , segmentele 4D si AM sunt
inaltimea, respectiv mediana corespunzatoare ipotenuzei. S
Asociati fiecare cifrd corespunzdtoare cerintelor din coloana A, cu litera care indicad raspunsul corect,
aflat in coloana B.

A B

5p 1. BC= a 18 cm

5p 2. AC= b 14,4 cm
c 4.4 cm

5p 3. AD= d 12cm
e 30 cm

ap 4. DM= f.  142cm

I11. La problemele urmatoare se cer rezolvari complete.

1. Se considerd numarul a=ﬁ-(%+%)—ﬁ-(%+%]—ﬁ-[%—%}

10p |a) Efectuati calculele si stabiliti daca a € Q sau a (R \ (@).

-1
10p |b) Comparati numarul a cu numarul b = ‘[—%j ‘

2. O bucata de carton are forma unei suprafete dreptunghiulare cu dimensiunile 20 ¢m si 30 cm.
10p | a) Calculati diagonala dreptunghiului.

10p | b) Determinati numarul minim de suprafete patratice in care poate fi impartitd bucata de carton, avand
latura de aceeasi lungime, exprimata in centimetri, printr-un numar natural.

o Teste finale
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@Test final 2

L. La cerintele urmatoare alegeti litera care indica varianta corectd, doar un raspuns este corect.

Se acorda 10 puncte din oficiu.

5p |1. Fie A= {O,(S);,/O, (1);\/5 ;@;4,(123)} . Numarul elementelor multimii 4 N R\Q este:
A 2 B. 1 C. 3 D. 4
5p | 2. Calculand (2@ +\/§ ) : \/5 — % , se obtine:
A. 10 B. 2 C. 1 D. 5
5p |3. Dacan= 27 si p= —42 , atunci:
A, n>p B. n=p C. n=-p D. n<p
5p | 4. Un triunghi dreptunghic are lungimile catetelor direct proportionale cu numerele 8 respectiv 15 si
ipotenuza de 17 cm. Perimetrul triunghiului este:
A. 60cm B. 50cm C. 40cm D. 30cm
5p |S. Apotema unui triunghi echilateral este de 243 em. Latura triunghiului are lungimea:
A. 8cm B. 12cm C. 15cm D. 6cm
. S . _— 1
9p | 6. Raportul masurilor arcului mic si a arcului mare AB situate pe un cerc &(O,r) este —. Masura
unghiului < AOB este: 7
A. 30° B. 45° C. 60° D. 90°
L Clx+ y=11
op | 7. Solutia sistemului este:
—x+1ly=1
A, s={(z10)}  B. S={(10:1)} C. S={(-110)} D. S§={(1;-10)}
5p | 8. In cercul C(O,r) cur=>5 cm, se considera coardele paralele AB = 8 cm, CD =2 V21em. Distanta
dintre AB si CD este:
A. 4cm B. Scm C. 6cm D. 8cm
II. La problemele urmatoare se cer rezolvari complete.
20p | 1. Numerele naturale x, y, z verifica egalitatile Vx+2 =3 si V" (z + 3) =2,
Calculatix, y,zsi \Jx+y+z.
2. Trapezul dreptunghic ABCD, <A = <D =90°, are baza mare AB = 20 cm si linia mijlocie MN de
14 cm, M € AD, N € BC. Stiind ca CN = 10 c¢m se cer:
10p [a) Lungimea bazei mici a trapezului.
10p | b) Aria trapezului.
10p | c) Tangenta unghiului < BAC.




®Rﬁspunsuri evaluari sumative

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

2.2

MULTIMEA NUMERELOR REALE
Raédacina patrata a patratului unui numar
natural. Estimarea radacinii patrate dintr-un
numar rational pozitiv
1.1C;2.D;3.C;4.D;5.C;6.C;7.B; 8. D;
II.1.2) -8; b) 4;¢) 0,(1). 2.a=2,b=0,5.
3.271m.

Scoaterea factorilor de sub radical.
Introducerea factorilor sub radical

I.L1.A.2.F.3.A.4.F II.1.D. 2. B.3. A. 4. C.

5.A.6.A.7.D. IIl.1-b;2—a;3—c;4—c¢;
5-d;6-£.IV.B= {1,4/3,J6,410,4/15,
J21,247 6,445 1.

Reprezentarea numerelor reale pe axa
numerelor, prin aproximari. Compararea si
ordonarea numerelor reale. Modulul unui
numar real.

.L1.C.2. A.3.A;D.4.B.5.C.6.D.7.D.

I1. a) negativ; b) pozitiv.

1L 1. 10. 2.2) V10 ; b)2.

Operatii cu numere reale. Rationalizarea
numitorilor de forma a\/g

I.L1.B.2. A.3.C.4.D.5. A.6.C.7.C. 8.

D. II.1.a)-3;b)a= J2.,b= \/g,apoise
compara patratele numerelor.

2.E(4/5)=-10, E(—/5) = 10, nul.

Media aritmetica ponderata a n numere
reale, n > 2. Media geometrica a doua
numere reale pozitive.

1.1.C; 2. A;3.B;4.B;5.C;6.C; 7.D; 8. A.
II.1.a)a=1,b=3;b)a=1,b=9;c) 3,24.
2.a)x=2V3,y=63:b)<.

Ecuatii de forma x>=a,a c R.
.1.C;2.B;3.D;4.A;5.B; 6. C. IL 1. (x + 25)
=5625,x=50. 2.2)27m; b) L=81 m, [ =27 m;
¢) 216 m. 3. x € Neste latura posterului,
X*>6-24:4=3,6six<24. Obtinem x =2.

ECUATII SI SISTEME DE ECUATII
LINIARE

Ecuatii de formaa - x+b=0,undea, b € R.
Multimea solutiilor unei ecuatii. Ecuatii
echivalente

1.1D;2.A;3.D;4.C;5.A; 6. B.

2.3

24

3.2

II. 1. a) 7; b) —4; c¢) —4; d) sunt echivalente b si
c.2.a)u(3a+19) €{0,5} = u(a) €{7,2}
=u(2a+91)=5;b)a=67.
Sistem de doua ecuatii liniare cu doua
necunoscute. Rezolvarea prin metoda
substitutiei si/sau reducerii
I.1C;2.B;3.C; 4. A; 5. A; 6. B.
Llx="3=y=-1y=-1 =>x=-3;
x=06=>y=17y=14=x=0,2;
x=1+42=y=2+32;
2.x=3,y=-2. 3.a=5,b=24.
Probleme care se rezolva cu ajutorul
ecuatiilor sau a sistemelor de ecuatii liniare
I.1B;2.A;3.D; 4. C. II. 1. x este fractia
initiald, x =y — 4, 2x =y + 1, x =5,y =9.

a 1 5a m  9m
2.m+ g = EE, a+ E = E+196,

5
a=120,b=30. 3.x+y= g,xfyz g,xz %,

ELEMENTE DE ORGANIZARE A
DATELOR

Dependente functionale
I.1B;2.A;3.D;4.C;5.C;6.A;7.C; 8.D.
IL. 1. vezi figura 1; 2. 5 cm — 25 km; 20 km —
4 cm; 7,5 cm — 37,5 km; 350 km — 70 cm; 12

cm — 60 km. 3. a) vezi figura 2; b) vezi figura 3.

4.a)A=B={1,2,3,4};b)y=5—-x

—1 5

3 y-« ﬁg] 0 3
2 1 1
:'..] 0 2 7]
Tor 1 2 3% 3 2

fig. 2

PATRULATERUL

Paralelogramul: proprietati. Aplicatii ale
paralelogramului in geometria triunghiului
1.1C;2.D;3.A;4.B;5.C; 6.D; 7.B; 8. C;
II.1. a) < ABO = < ODC; b) AABC= AADC
(L.L.L.)

e Teste finale
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=
W

4.4

4.5

2. AMBC+ ««MCB=90°. 3. «<IBC= «BCL

= IB|| LC; «<ICB= <« CBL=IC|| BL.

4.2) <BAC=<«x(C=060° «<ABC=<xADC =

120°,b) AD =8 cm, P =24 cm; ¢) CE =8 cm,

CF =24 cm.

Paralelograme particulare: dreptunghi,

romb, patrat

I.1B;2.C;3.D;4.B;5.B;6.A;7.D; 8. C;

I1.1 a) <« DBC =45°, <« GBF =45°;

b) CF L BF, DB | BF = BD || CF;

c) MO || BF, AO || BF.

2. «DMA =120°= < EMF, << BNC =120° =

=< ENF, < E=<F=60° DM = MA,

DF =AE = MF = AE . 3. 8x+ 14y =30,

x,yeN=>x=2,y=1,h2>7 (m).

Trapezul: clasificare, proprietiti. Linia

mijlocie in trapez

I.1A;2.C;3.B;4.C. 1I.1.b; 2. ¢c; 3. a;

4.d. IIlI. 1. a) «xBCE =30° = < BEC =60°;

X AED = <t EBF = 60°; b) BF = EF si

BF = FC. 2. a) MN linie mijlocie si NP = MN

= MP || AB, MP = AB; b) DN linie mijlocie In

AAMP; DN || AM, DN < AM, < AMP = 90°;

¢) BMCP este paralelogram.

Perimetre si arii

1.1C;2.D;3.D;4.B;5.C;6.B;7.A; 8. C;

II. 1. a) AM =48 cm, AT =24 cm, A = 576 cm?;

b) 75%. 2.ACOP=AEOQ = CP = QE,

PO=QO0, apoi P, = P oo

.ayd,, ,=22cm’, A, =18 cm’.

D) A=A e

CERCUL

Poligoane regulate, inscrise intr-un cerc

1.1C;2.A;3.B;4.D;5.B;6.D;7.C; 8. B;

295n
8

cm?;

IL 1.b) A, =40m cm? ¢) A =

d) lzgn cm.
2

- cAAMP - cABMC - CACDP =14 cm’.

2. AAMQ = ABNM=ACPN=ADQP =

MN = NP = PQ = QM; < NMQ = 15° + 60° +
15°=90°. 3. Fiecare unghi are masura de 120°;
b) 4B < BC; nu este poligon regulat.

6. ASEMANAREA TRIUNGHIURILOR
I.1b;2.¢e;3.¢c;4.d. I1.1. A; 2. D; 3.B; 4. C.
HI.1.a) BD=4cm; b) CI=CA =6 cm;

c)AB=15cm.
2. ) AADE ~ APBE (U.U.); b) Z_g _ é :
o AE_ 47 _
EP  FC

7. RELATII METRICE iN TRIUNGHIUL
DREPTUNGHIC
I.1.C; 2.A;3.D;4.B;5.D; 6. A;7.C; 8. B.
I1. a) vezi desenul de mai jos;

D D C

A B

b)AC=204=20B=20; AP—-CP=12si
AP + CP =20; AP = 16, CP = 4; din teorema
inaltimii in triunghiul ABC = BP = §;

c) tgd:POBzﬁzi.

PO 3
IIL a) 0,45-11-1,2 = 5,94 km;

0,45-43
b) EM=2-045+ —\/7<1,3c>
& 0,45-/3<0,8 (A)
Test final 1

I.1A;2.F;3.A;4.F;5.A;6.F. 1L 1. le, 2a,
3b,4c. IIl. 1. a) a = ﬁ;b)a<b.

2.2)10V/13;b) 6.

Test final 2
1.1B;2.C;3.A;4.C;5.B; 6.B; 7. B; 8. B.
I.l.x=7,y=1,z=1;2.a) CD =8 cm;
b)cA ., =224 cm? c) 2.

BCD
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