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Varianta tiparita

Manualul de Matematica — clasa a VIl-a
cuprinde cinci capitole, totalizand un numar de
20 de unitati de invatare care respectd domeniile si
continuturile din programa. Lectiile sunt insotite
de activitati de invatare-evaluare interactive, cu
caracter practic-aplicativ, care determina formarea
competentelor specifice cu care acestea sunt
corelate. Unitatile de invatare sunt divizate in lectii
a caror parcurgere poate fi realizatd in 2—6 ore de
curs.
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Structura manualului
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Despre rubrici

Ne amintim

concepte, cunostinte pe care elevii le-au dobandit in lectii anterioare, in scopul
valorificarii achizitiilor acestora si vizand identificarea fireasca a noilor continuturi
prin conexiuni logice

Rezolvam si observam

exercitii/probleme relevante pentru identificarea sau deducerea unor elemente noi
pe baza observatiei: proprietati, algoritmi, implicatii

Descoperim, intelegem,
exemplificAm

continuturile prevazute de programa scolara, insotite de exemple concludente,
comentarii, modele de rezolvare

Stim sa aplicim,
identificam conexiuni

aplicatii rezolvate, unele rezultate matematice remarcabile care realizeaza conexiuni
intre elementele de continut din lectie, achizitii anterioare si viata cotidiana

Aplicatie practica

activitate de grup sau individuala care presupune realizarea unor sarcini de lucru
descrise

Tema de portofoliu

activitate individuala sau de grup, care consta in parcurgerea unor etape descrise,
folosind modelele prezentate in manual

Sa nu ne pripim!

atentionari referitoare la folosirea unor proprietati in mod incorect/ abuziv

Exersam, ne antrenam,
ne dezvoltam

activitati esalonate in functie de gradul de dificultate si de parcurgerea continuturilor
in cadrul unitatii de invatare

Minitest/

itemi de evaluare: obiectivi, semiobiectivi, subiectivi

Test de autoevaluare

Varianta digitala ‘;

Varianta digitald cuprinde integral continutul ma-
nualului in varianta tiparitd, avand in plus exercitii
interactive, jocuri educationale, animatii, filme si
simulari.

Toate acestea au obiectivul de a aduce un plus de
valoare cognitiva.

Paginile din manual pot fi vizionate pe desktop,
laptop, tableta, telefon, oferind o experienta exce-
lenta de navigare.

La finalul fiecarei unitati veti gasi in varianta di-
gitald a manualului cate o fisd cu un test de auto-
evaluare, precum si o fisa cuprinzand indicatii si
raspunsuri aferente unitatii.

Manualul digital oferd filmulete pentru vizuali-
zarea generarii corpurilor geometrice, simuldri ale
pozitiilor elementelor unor configuratii spatiale,
identificarea unor distante si a unor unghiuri folo-
sind geometria dinamica.

AMII static

o

AMII animat

AMIl interactiv

1

Cuprinde desene, demonstratii, fise de
raspunsuri si indicatii,
diagrame statice.

Cuprinde animatii
sau filme.

Cuprinde elemente educationale
cu grad inalt de interactivitate
(simulari de procese,
rezolvare de probleme,
experiment si descoperire,
prin care elevul reuseste sd adauge
o valoare cognitiva superioara.

S



Competente generale si competente specifice conform OMEN 3393/28.02.2017

1. ldentificarea unor date, marimi si relatii matematice, in contextul in care acestea apar
1.1. Recunoasterea apartenentei unui numar real la o multime
1.2. Identificarea componentelor unei expresii algebrice
1.3. Identificarea unor dependente functionale in diferite situatii date
1.4. Identificarea unor figuri plane sau a unor elemente caracteristice acestora in configuratii spatiale
1.5. Identificarea corpurilor geometrice si a elementelor metrice necesare pentru calcularea ariei sau a volumului
acestora
2. Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, calitativ, structural, cuprinse in diverse surse informationale
2.1. Efectuarea unor operatii cu intervale numerice reprezentate pe axa numerelor sau cu multimi
2.2. Aplicarea unor reguli de calcul cu numere reale exprimate prin litere
2.3. Descrierea unei dependente functionale intr-o situatie data, folosind diagrame, tabele sau formule
2.4. Reprezentarea, prin desen sau prin modele, a unor configuratii spatiale date
2.5. Prelucrarea unor date caracteristice ale corpurilor geometrice studiate in vederea calcularii unor elemente ale
acestora
3. Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in diverse contexte matematice
3.1. Utilizarea unor procedee matematice pentru operatii cu intervale si rezolvarea inecuatiilor in R
3.2. Utilizarea formulelor de calcul prescurtat si a unor algoritmi pentru rezolvarea ecuatiilor si a inecuatiilor
3.3. Reprezentarea in diverse moduri a unor functii cu scopul caracterizarii acestora
3.4. Folosirea unor proprietati de paralelism sau perpendicularitate pentru analizarea pozitiilor relative ale dreptelor
si planelor
3.5. Alegerea metodei adecvate pentru calcularea unor caracteristici numerice ale corpurilor geometrice
4. Exprimarea in limbajul specific matematicii a informatiilor, concluziilor si demersurilor de rezolvare pentru o situatie data
4.1. Folosirea terminologiei aferente notiunilor de multime, de interval numeric si de inecuatii
4.2. Exprimarea matematica a unor situatii concrete prin calcul algebric
4.3. Utilizarea unui limbaj specific pentru formularea unor opinii referitoare la diferite dependente functionale
4.4. Descriereain limbaj matematic a elementelor unei configuratii geometrice
4.5. Utilizarea unor termeni si expresii specifice pentru descrierea proprietatilor figurilor si corpurilor geometrice
5. Analizarea caracteristicilor matematice ale unei situatii date
5.1. Interpretarea unei situatii date utilizand intervale si inecuatii
5.2. Interpretarea unei situatii date utilizand calcul algebric
5.3. Analizarea unor functii in context intra si interdisciplinar
5.4. Alegerea reprezentarilor geometrice adecvate in vederea descrierii unor configuratii spatiale si a calcularii unor
elemente metrice
5.5. Analizarea conditiilor necesare pentru ca o configuratie geometrica spatiala sa verifice anumite cerinte date
6. Modelarea matematica a unei situatii date, prin integrarea achizitiilor din diferite domenii
6.1. Rezolvarea unor situatii date, utilizand intervale numerice sau inecuatii
6.2. Interpretarea matematica a unor probleme practice prin utilizarea ecuatiilor sau a formulelor de calcul prescurtat
6.3. Modelarea cu ajutorul functiilor a unor fenomene din viata reala
6.4. Modelarea unor situatii practice in limbaj geometric, utilizand configuratii spatiale
6.5. Interpretarea informatiilor referitoare la distante, arii si volume dupa modelarea printr-o configuratie spatiala a

unei situatii date din cotidian
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(_) Probleme recapitulative

Se considerd numerele:

a= %+,/a-£)2 -1 i
b=|2_\/§|+2-\/(—1+ﬁ—3\/€)2 .

a) Efectuati calculele necesare si aflati
numarul m = min{a; b}, adica cel mai mic
dintre numerele a si b, apoi aflati numarul
M = max{a; b}, adica cel mai mare dintre
numerele a si b.

b) Noténd cu m, media aritmetica, cu m, media
geometricd a numerelor a si b, si folosind

a_+b’ my = Ja-b , calculati
cele doud medii, pentru numerele a si b date.

¢) Verificati sirul de inegalitatim <m,<m,<M,
folosind rezultatele obtinute la subpunctul
anterior.

formulele m, =

Aratati ca:

a) /2257 —224.225 si 14345+ 7 +...435+37

sunt numere rationale.

b) V/499-500 si \/1-3-5-7-..-35-37 sunt
numere irationale.

¢) oricare ar fin € N, /4" + 23 este numar
rational, iar ~/5-n+7 este numar irational.

Se considera numerele: x =+/3 +24/3 +3/3 ,

y=\/%—\/@+ 50 si
=22 +(\3) ~ 2535,

a) Calculati numerele si scrieti-le in ordine
crescatoare.

b) Aflati numarul x-\/§+|Z|—y-\/§ .

Dacéa=1+\/5—\/§sib=\/z+\/§—\/§,

calculati 2 - a — b.

Scrieti in ordine descrescatoare numerele:

(iiy,aﬁﬁ,—Jﬁy

18

Aflati numarul a care verifica egalitatea
a_a+5

3 4

Probleme recapitulative

Aflati numarul b stiind ca b > 0 si

Jap? +3=b+ (=57,

Aflati numarul ¢ stiind cé ¢ < 0 si

,/£+025— +2
6 , c+2.

Dacd a = /52 ++/208, aritati cd a —19 > 0.

Aflati media aritmetica a noud numere naturale
nenule a,, a,, ..., a,, stiind cd media aritmetica
a numerelor a, si a, este 1,5, media aritmetica
a numerelor a;, a,, a; este 4, iar media
aritmeticd a numerelor ag, a,, ag, a, este 7,5.

Dupa o reducere cu 8% din pret, un televizor se

poate cumpara cu 1288 lei.

a) Aflati pretul televizorului inainte de reducere.

b) Determinati cel mai mic numar natural p, asa
incat daca reducerea de pret ar fi fost cu p%,
atunci pretul televizorului ar fi scazut sub
1000 lei.

Din numarul cartilor aflate in biblioteca

unui liceu, 52% sunt utile pentru studiul

disciplinelor umaniste, 44% sunt utile pentru

studiul disciplinelor realiste, iar restul, in
numar de 864, sunt albume sau dictionare.

a) Aflati numarul cartilor din biblioteca.

b) Determinati numarul minim de carti ce
trebuie achizitionate pentru ca disciplinele
umaniste si cele realiste sa poata utiliza
acelasi numar de carti.

Se considera numarul 4 =27 - 2571 -9 - 51+ 20n,

neN.

a) Aflati numarul 4 pentrun {0, 1}.

b) Determinati valorile lui 7 pentru care 4 < 109.

Rezolvati in multimea numerelor reale

sistemele:

x+2=10
2

a)

§+y=H

2-(x+«/§)+3-(y—\/§)=10\/§
b)

Z=0,03)

y

7



Pe laturile triunghiului echilateral ABC se iau
punctele D € AB, E € BC, F € AC, astfel incat
DE || AC, EF || AB si fie P punctul de intersectie
a dreptelor AE si DF. Demonstrati ca:

a) ADEF este paralelogram.

b) CD=2 - AP.

¢) BC=A4D + AF.

d) X4EB — <CAE = 60°.

In triunghiul ABC cu «BAC = 90°, cunoastem

5
BC=13 cmssitgxACB = TR Calculati:

a) lungimea proiectiei catetei AC pe ipotenuza.

b) lungimea razei cercului circumscris
triunghiului ABC.

¢) lungimea cercului inscris in triunghiul ABC.

In exteriorul triunghiului 4BC se construiesc

triunghiurile dreptunghice ABD si ACE astfel

incat «4BD = <ACE = 90° si «BAE = <CAD.

Demonstrati ca:

a) triunghiurile ABD si ACE sunt asemenea.

b) daca AD = AE, atunci triunghiul ABC este
isoscel.

Fie triunghiul 4BC isoscel, cu 4B = AC, AD

bisectoarea unghiului BAC, D € BCsi punctul

E mijlocul laturii AB. Dreapta DE intersecteaza

paralela prin 4 la dreapta BC in punctul F, iar

punctul G este simetricul punctului £ fata de 4.

a) Realizati un desen care sa corespunda
datelor problemei.

b) Demonstrati ca: b,) ADBF este dreptunghi;
b,) ABDG este paralelogram.

¢) Stabiliti o relatie intre AB = a si BC = b asa
incat BCGF sa fie poligon regulat.

Pe laturile AB si BC ale patratului ABCD, se

considera punctele £, respectiv F, astfel incat

AE  BF

EB FC'

Calculati masura unghiului (DE, AF).

Se considera trapezul isoscel ortodiagonal (are
diagonalele perpendiculare), in care B este
lungimea bazei mari, b este lungimea bazei
mici, /4 reprezinta lungimea inaltimii trapezului,
iar d este lungimea diagonalelor trapezului.

. dV2
sica h=——rm.

. B+
Demonstrati cd &= 5

25

Intrapezul ABCD, cuxA=<D =90°, AB=8cm,

CD =2 cm, AD = 4 cm. Paralela prin D la BC

intersecteaza AB in E, AC N DE = {F}, iar P

este proiectia punctului /" pe dreapta AD.

a) Calculati raportul dintre aria patrulaterului
BCDE si aria trapezului.

b) Calculati lungimea segmentului 4P.

¢) Demonstrati ca dreptele BD si EP sunt
paralele.

in triunghiul dreptunghic 4BC, <C=90°, D este

un punct pe latura 4B, asa incat AD = 10 cm si

BD =20 cm.

a) Calculati raportul ariilor triunghiurilor ACD
si BCD.

b) Dacd €4CD = «BCD, calculati lungimile
segmentelor AC, BC si DC.

O coardd a unui cerc are lungimea de 48 cm
si se afld la distanta de 18 cm fatd de centrul
cercului. Calculati lungimea cercului si aria
discului in care este inscrisa coarda.

Pe cercul €(O, r), r = 6 cm, se considera
punctele 4, B, cu <40B = 120°. Pe tangenta
in punctul B la cerc se ia, interiorul unghiului
AOB, punctul D astfel incat BD = 6 cm. Cercul
de centru D si razd DB intersecteazd a doua
oara cercul &(0, r) in punctul P. Calculati

masurile arcelor mici AP si BP.

In cercul G(O, r), coarda AB este paraleld cu
diametrul CD si determina patrulaterul ABCD,
iar BO || AD. Stiind cd AB =4 cm, calculati
aria patrulaterului ABCD si lungimea arcelor
AB si BC.
In triunghiul MNP, MP = 8 cm, PN = 6 cm,
IMPN = 60° si MA indltime a triunghiului,
A € NP. Se construieste dreptunghiul 4AMBN.
Calculati:
a) perimetrul dreptunghiului AMBN;
b) sinusul unghiului BPM.
. AQ .

¢) valoarea raportului Q_M , O fiind punctul de

intersectie al dreptelor AM si BP.
Se considera Bun punctinterior segmentuluiAC.
De aceeasi parte a dreptei AC se construiesc
patratele ABMN si BCEF. Demonstrati ca:
a) AF=MC  b)AM L FC.
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In trapezul ABCD, AB || CD, AB > CD,

AD = CD=BC,¥B=060°si CD=4cm.

a) Calculati lungimea bazei mari AB.

b) Daca AD N BC = {P}, calculati valoarea

. PD
raportului —.
PA

Semidreapta A4’ este bisectoarea unghiului

BAC, A'e BC,iar A'D || AC si A'E || AB,

D € AB, E € AC. Se cunoaste cd AB =24 cm,

AC=36 cm, BC=30 cm.

a) Stabiliti natura patrulaterului ADA'E.

b) Calculati perimetrele patrulaterelor ADA'E
si ADA'C.

ABCD este un trapez drept- D C
unghic, €4 = <D =90° si

AB I CD Il MN. M P
a) Observa desenul si scrie

un sir de rapoarte egale,
justificand alegerea facuta.
b) Daca triunghiul CNP este echilateral, iar

AD=7~/3 cm, calculati aria trapezului
ABCD.

TEST DE AUTOEVALUARE 1

Subiectul 1. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor.

ap
ap
ap
ap
ap

ap
ap

ap

1
1. Daca —=0,(3), atunci x = 3.
X

2. Daca (3 —y)?<0, atunci y = -3.

4. Numarul 4/1-2-3-...-9-10 este irational.

1
triunghiurilor AMN si ABC este I’

Subiectul al I1-lea

10p

10p

Probleme recapitulative

A B

3. Numdrul /2 \/272 \/273 -\/274 este rational.

m Pe laturile MN si MP ale triunghiului MNP

se iau punctele 4, respectiv B, astfel incat

IMAB = <MPN.

a) Demonstrati ca AMAB ~ AMPN.

b) Pentru MN =10 cm, NP =15 cm, MP =12 cm
si AB =9 cm, calculati perimetrul
patrulaterului ABPN.

Cele patru etajere de 4

forma dreptunghiulara

din desenul alaturat a

sunt situate la aceeasi

distantd una de alta. b

Daca AB = 1,80 m, iar \
dimensiunile etajerei | © N\ D
de jos sunt B"ﬁ/ » I
BC=0,80msi ¢

CD = 0,30 m, aflati dimensiunile celorlalte
etajere.

In rombul ABCD cu AC N BD = {O}, punctul M
este proiectia punctului O pe dreapta AB. Se
cunosc AM = 1,8 cm si MB = 3,2 cm. Calculati:
a) lungimea segmentului OM.

b) aria rombului.

Se acorda 10 puncte din oficiu.

5. Dintre numerele —4+/3 si -5\2 , este mai mic —443.

6. Un patrat cu diagonala de 6 cm are perimetrul de 124/3 em.
7. Segmentul MN este linie mijlocie in triunghiul ABC, M € AB, N € AC. Raportul dintre ariile

8. Daca ABCDEF este hexagon regulat si AD =20 cm, atunci AB = 10 cm.

1. Pretul unui stilou s-a redus in doua etape. In prima etapa s-a redus cu 10 lei, iar in etapa a II-a s-a
redus cu 10%. Pretul final al stiloului este 27 lei. Aflati pretul initial al stiloului.

2. ABCD este un dreptunghi, AB =12 cm, BC=9 cm. Paralela prin punctul C la dreapta BD intersecteaza
AD in punctul E. Calculati lungimea segmentului CE.



Subiectul al I1I-lea

x+2 x—a

1. Se considera ecuatia - =l,a eR.
ap a) Rezolvati ecuatia pentru a = 1.
5p b) Determinati valoarea lui ¢ astfel incat numarul 2 sa fie solutie a ecuatiei.

r
2. Punctele 4 si B apartin cercului &(O,r), distanta de la centrul cercului la dreapta AB este 5 iar T

este situat pe mediatoarea segmentului 4B, in interiorul unghiului 4OB, astfel incat TO=2 - r.

ap a) Calculati masura arcului 4B.
5p b) Pentru » = 8 cm, calculati lungimea segmentului 74 si distanta de la 7" la dreapta AB.
10p ¢) Demonstrati ca 7B este tangenta la cercul C(O, r).
TEST DE AUTOEVALUARE 2 Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul 1. Completati spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:

. Numarul 2+\/2+\/272 esteegalcu....

5 |1

5p |2. Radacina patratd a numarului 22 - (-3)2 - S%este ... .

9 | 3.Dacdn e Nsi V7-2-n este rational, atunci n este egal cu ... .

5p | 4. Numerele care verifica egalitatea —2 =7 — x2 sunt ... .

5p | 5. Raza cercului circumscris unui triunghi dreptunghic cu ipotenuza de 8,4 cm este ... cm
5p | 6. Dreptunghiul ABCD, AC N BD ={0}, are AB=10 cm si BC =3,2 cm.

Aria triunghiului AOD este ... cm?2.
5p | 7. Un romb cu aria de 24 cm? si o diagonala de 6 cm, are perimetrul de ... cm.
5p | 8. Dacda ADCDEF este hexagon regulat, AB =12 cm si AE N CF = {T}, atunci CT = ... cm.

Subiectul al II-lea

10p | 1. Se considerd multimea M = {\/Z, \/ﬁ, \/ﬂ, \/3_4, .y N384, \/394}.

a) Precizati numarul elementelor multimii M.
b) Determinati multimea M N N.
¢) Stabiliti numarul elementelor multimii M N (R\ Q).

10p | 2. Diagonalele rombului ABCD sunt exprimate in centimetri, prin numere pare consecutive, AC < BD,
iar tgXABD = 0,75. Calculati latura rombului.

Subiectul al I1I-lea

3p | 1. a) Determinati numerele reale a si b stiind ca \/ (\/5 —a)* + \/ (b- \/5)2 =0.

. . X+ | y| =9 D 2a C
10p b) Rezolvati in numere reale sistemul
3-x—(2+[y)=-3
2. in figura alaturata, 4BCD este un trapez dreptunghic; iar Ec AB. 3a
5p a) Calculati in functie de a lungimea segmentului CE.
ap b) Stabiliti o relatie intre a si b asa incat Ay = A pcp-
5p ¢) Pentru a =4 cm si b =10 cm, calculati masura unghiului BCE. e 2 s
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CAPITOLUL

Intervale de numere reale. Inecuatii i

n Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor

Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor.
Intersectia si reuniunea intervalelor

a Inecuatii de formaax+b<0(<, >, 2),undea, b c R
(1121 ]31]a1)s51]61



Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor

L1. Multimi

_ Studiul sistematic al multimilor a condus la teoria multimilor, devenita
ulterior fundamentald in studiul matematicii. Teoria multimilor ofera tuturor ramurilor
matematicii o baza comuna. Mai mult, metodele rationamentului matematic sunt
o combinatie de argumente logice si de teoria multimilor.

Fondatorul teoriei multimilor este Georg Cantor, matematician german (184—1918).

O multime este o colectie de obiecte bine determinate si distincte (elementele multimii), considerata ca h

g entitate.

Daca A4 este o multime si x este un element al sdu, vom Pentru 4 = {1, 3, 5, 7, 9}, vom scrie:
spune ca x apartine multimii 4 si vom scrie x € A. 1eAd,3€4,5€4,7€ 4,9 € A.
Daca x nu este element al multimii 4, vom scrie x ¢ A. 0gAd,2¢A.

Multimea elevilor din clasa a VIlI-a, care
nu au absolvit clasa a VIl-a, nu contine
niciun element, deci este multimea vida.

Multimea care nu are niciun element se noteaza cu
simbolul & si se numeste multimea vidd.

O multime care are un numar finit de elemente se A = {Ana, Alexandra, Adrian} este o
numeste multime finitd, iar numarul elementelor sale se multime finita si cardinalul sau este 3.
numeste cardinalul multimii. Vom scrie card 4 = 3.

B=1{0,2,4,6,8} este o multime numerica,
iar C = {alb, albastru, auriu, argintiu} este
o multime nenumerica.

O multime numerica este o multime ale carei elemente
sunt numere.

O multime poate fi definita (descrisa, data, scrisd) astfel:

1) enumerdnd elementele  2) prin diagrame 3) enuntdind o proprietate comund a elementelor
multimii Venn-Euler multimii
M
1 24 S .
M=1{0,1,4,5,6,9} 0 M = {x| x poate fi ultima cifra a unui patrat perfect}
6 9
N\ J

Rezolvam si observam

“ Se noteaza cu M multimea literelor din care este format cuvantul ,,cale”.
m a) Decideti care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate./ e M; aeM; ee M, meM.

b) Descrieti multimea M, enumerand elementele acesteia.

¢) Reprezentati multimea M cu ajutorul unei diagrame Venn-Euler.

d) Folosind observatia ca daca x este un element oarecare al multimii M, atunci x este litera

a cuvantului ,,cale”, descrieti multimea M prin proprietatea comuna a tuturor elementelor sale.

9 Se considera multimile: 4 = {x | x este literd a cuvantului ,,succes”} si B = {x | x este cifrd impara}.
m a) Identificati elementele multimilor 4 si B, apoi scrieti multimile, enumerand elementele.

b) Decideti care dintre cele doud multimi este numerica.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1. Se considera multimile:
A={aeZ|-10<a<30},

B=1{beZ|b=Va,aecA}.
a) Determinati cardinalul multimii 4.

b) Scrieti multimea B, enumerandu-i elementele.

Aplicatia 2. Decideti care dintre multimile urmatoare
este finita si care este infinita:
C = {x € N | x este divizor al numarului 50};
D= {y € N |50 este divizor al numarului y};
E={teN|t=Tn+1,n e N}.

o
éf:)}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Se considera multimile, date prin enumerarea
elementelor: 4 = {0, 2, 4, 6, 8};
B={1,2,4,8,16,32}; C={0,3,6,9,12,...}.
Scrieti fiecare multime printr-o proprietate
caracteristica a elementelor sale.

E Scrieti multimile, enumerand elementele fiecareia:

A={x|xeNsgi2<x<T};
B={x|xeNsi-3<x<2};
C={x|xeZsi-3<x<2};
D={x|x e Nsill <x2<50};
E={x|xeZsi12<x2<47};
F={x|xeZsi14<3x2<122}.

B Se considera multimea

M= {—7; SN NG 7}.
Scrieti, prin enumerarea elementelor, multimile:
A={xeM|xeN};B={xeM|xel};
C={xeM|xeQ};D={xeM|xeRQ}.
Se considera multimile 4 = {2, 3, 4} si
B={1,2,3, 6}. Determinati multimea

C={%|aeA,beB}.

B Ganditi-va la o multime care are cardinalul 5,
apoi scrieti-o 1n cele trei forme invatate:
enumerand elementele multimii, printr-o
diagrama Venn-Euler, enuntand o proprietate
comuna a elementelor multimii.

Intervale de numere reale. Inecuatiiin R

Solutie. a) Multimea A contine 9 numere
intregi negative, numarul 0 si 30 de numere
intregi pozitive, deci card 4 =40.b) Din b € Z
sib= Ja , rezultd cd g este patrat perfect. Cum
a € A, obtinem a €{0, 1, 4, 9, 16, 25}, deci
B=1{0,1,2,3,4,5}.

Solutie. C= {1, 2, 5, 10, 25, 50} este multime
finita.

D={0,50,100, 150, ...} este multime infinita.
Pentru fiecare numar natural n, se obtine un
numar ¢, unic. Cum multimea N este infinita,
rezulta ca £ este multime infinita.

B ric multimea M= {x e N | x— 13 <31}.
Determinati valoarea de adevar a propozitiilor,
folosind modelul dat:

Propozitia Justificare §i raspuns
13eM |13 eN,13-13=0si0 <31,
deci propozitia este adevarata.
31eM
44 e M
BeM
—-13eM

Fie multimea

A={xeN|x+4<25si2x>10}.

a) Determinati elementele multimii.

b) Precizati, pentru fiecare dintre numerele
2; 4; 5; 11; 25; 30, daca apartine sau nu
multimii 4.

Fie multimea B = {x € N | 5x2 <225}.

a) Determinati elementele multimii B.

b) Precizati care dintre elementele multimii B
este cub perfect.

Fie multimea C = {x € N | 3x3 <600}.

a) Determinati elementele multimii C.

b) Precizati care dintre elementele multimii C
este patrat perfect.

¢) Precizati care sunt elementele multimii
D={xeN|x=3a+2,a e C}.

13 .



L2. Relatii intre multimi. Operatii cu multimi

A. Relatii intre multimi

 Ne amintin__ Ry

1. Doua multimi care au aceleasi elemente se numesc

Pentru

g multimi egale. A= 13,4}
Daca multimile 4 si B sunt egale, scriem A = B. B={x | x este cifrd a numarului 43},

Daca multimile A4 si B nu sunt egale, scriem A # B. C= {2, 4}, au loc relatiile: A=B, A% Csi B+ C

2. Multimea 4 este inclusd in multimea B daci orice | Pentru ) )
element al multimii 4 este si element al multimii B. | 4 = {3,9} si B ={x|x este c.1'fra n ba;a 19},
Daca multimea A este inclusd in multimea B, scriem | Slementele 3 si 9 ale multimii 4 sunt cifre in baza

Ac B. Semaispunecad Bincludepe A siscriem B D 4. 10, d§01 AcBsauB> A'. o .
< . . o . Multimea B = {x | x este cifra in baza 10} contine,
Daca multimea 4 nu este inclusa in multimea B, ; ’

em Ao B de exemplu, elementul x = 1, care nu apartine
Scriem £ & 5. multimii 4 = {3, 9}, deci B & A.

NcZcQcR,deci N este submultime a multimii
7, care este submultime a multimii Q, care este
submultime a multimii R.

Problema: Scrieti si alte exemple de submultimi care
rezultd din aceste incluziuni. Justificati raspunsul dat.

3.Dacd A < B, atunci multimea A4 se numeste
submultime a multimii B, sau parte a multimii B.
Multimea vida, notatd &, este submultime a oricarei
multimi, adica: & 4 oricare ar fi multimea 4.

g

Rezolvam si observam

u Se considera multimile: 4 = {3,4}, B={1,2,3,4},C=1{3,4,5,6,7},D={1,2,3,4,5,6,7, 8},
E={x|xestecifrd, x #9 six #0}.
a) Scrieti multimea £, enumerandu-i elementele.
b) Copiati pe caiete, apoi completati spatiile libere astfel incat sd obtineti o afirmatie adevarata:
wMultimile ... si ... sunt egale deoarece au aceleasi elemente.”
¢) Copiati pe caiete, apoi scrieti in dreptul fiecarui enunt (A), dacad enuntul este adevarat sau (F), daca
enuntul este fals. Bc C c B; BcD; A c B.

9 Consideram multimile 4, B, C, D, E de la exercitiul anterior.
a) Identificati multimea care le include pe celelalte patru. Scrieti relatiile care justifica raspunsul dat.
b) Identificati multimea care este submultime a celorlalte patru. Scrieti relatiile care justifica raspunsul dat.

Solutie. a) Valorificam rezultatele obtinute la exercitiul 1: £= {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8}.
Observamca A Cc E, BC E, C Cc E, D=E, deci avem D C E, deci multimea E este o multime care le
include pe celelalte patru multimi. Cum D = E, rezulté ca si multimea D le include pe toate celelalte patru.
b) Observaimca 4 c B, A c C,A € D, A C E, deci multimea A este submultime a celor patru multimi.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1. a) Folosind rezultatele obtinute la exercitiile 1 si 2, scrieti toate relatiile (de incluziune sau de
egalitate) care au loc intre multimile D si E.
b) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
p: A € A, oricare ar fi multimea 4; prA=B<& (AcBsiBcCA).
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Solutie.

a)D=FE;E=D;DcCE,EcCD;

b) Orice element al multimii 4 apartine multimii 4, deci propozitia p, este adevarata.
A= Bdaca si numai dacd A si B au aceleasi elemente, adica elementele multimii 4 sunt elemente ale multimii B
si elementele multimii B sunt elemente ale multimii 4, afirmatie echivalentd cu (4 € B si B € A4). Prin urmare,
A=B & (4 c Bsi B c A4), deci p, este propozitie adevarata.

Aplicatia 2. Se noteaza cu £ multimea elevilor clasei a VIII-a a unei scoli gimnaziale. Se considera multimile:

m A = {x € E | x participa la cercul de robotica}; B = {x € E | x indrageste fizica}; H_H
C = {x € E| x indrageste matematica}. In aceasti scoald, daci un elev participa la cercul de robotica,
atunci el indrageste fizica, iar daca un elev indrageste fizica, atunci acesta indrageste si matematica.
Stabiliti incluziunile care au loc intre multimile 4, B, C, E.

Solutie. Se observa ca, daca x € 4, atuncix € E, prin urmare 4 C E. Analog: BC Esi C C E.
Fie x un elev al clasei a VIII-a (x € E):

Limbaj cotidian Limbaj matematic Concluzie
Daca x participa la cercul de robotica, atunci x indrageste fizica. |Daca x € 4, atuncix € B. AcCB
Daca x indrageste fizica, atunci x Indrageste matematica. Dacéd x € B, atuncix € C. BcC
Daca x participd la cercul de robotica, atunci x Indrageste Dacéd x € 4, atuncix € B.
fizica, iar daca x indrageste fizica, atunci x indrageste si Dinx € B, rezulta x € C. AcC
matematica. Deci, daca x € 4, atuncix € C.

Prin urmare, Ac Bc CC E.

B. Operatii cu multimi

 Neaminimi .

Reuniunea multimilor 4 si B este multimea Pentru 4 = {x | x este cifrd nenula} si
formata din elementele care apartin cel putin B={x e N|x <7}, obtinem
uneia dintre ele: 4 U B = {x | x € Asaux € B}. AU B=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
R=QU ([R-Q)
Intersectia multimilor 4 si B este multimea Pentru 4 = {x | x este cifra nenula},
formatd din elementele comune celor doud B = {x € N|x <7}, obtinem
multimi: AN B = {x |x € Asix € B}. ANB=1{1,2,3,4,5,6}. E
Daca 4 N B= O, atunci 4 si B se numesc multimi Multimile Q si R — Q sunt disjuncte.
disjuncte. QN R-Q)=2a.
Diferenta multimilor 4 si B este multimea formata Pentru 4 = {x| x este cifrd nenula},
din elementele care apartin multimii 4 si nu apartin B={xeN|x<T7},obtinemA4-B=1{7,38,9}.
multimii B: A— B = {x |x € Asix ¢ B}. Multimea numerelor irationale este R — Q.
o _J

Intervale de numere reale. Inecuatiiin R 15 e




Aplicatia 3. Fie multimile 4 = {x | x este cifra para}, B= {2,4,5,7} si C= {4,6,7, 9}.

a) Scrieti multimea 4, enumerandu-i elementele.
b) Calculati: A UB; AUC, BUC, A-B; B-C, AUBUC, ANnBNC;

Solutie. a) A = {0, 2, 4, 6, 8}.

(4U C)-B.

b)AUB={x|xe Asaux € B}={0,2,4,5,6,7, 8};
AUC={x|xedsauxe C} ={0,2,4,6,7,8,9};BUC={x|xe Bsaux e C} ={2,4,5,6,7,9};
A-B={x|xeAdsix ¢ B}={0,6,8}; B—C={x|x e Bsix ¢ C}={2,5};
AUBUC={x|xeAsaux e Bsauxe C}=1{0,2,4,5,6,7,8,9};
ANBNC={x|xeAdsixeBsixe C}={4};( AU C)-B={x]xe AU Csix ¢ B} =10,6,8,9}.

6.4
@g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Pentru multimile M = {0, 2, 6,12, 20} si
P={ala=x-(x+1),x e Nsix <5},
determinati numarul afirmatiilor corecte:
aA)McCP; b) M= P;
¢) Pc M, d) M #P.

n a) Scrieti toate submultimile multimii 4 = {a, b}.
b) Deduceti numarul submultimilor unei

multimi cu doud elemente.
¢) Determinati numarul submultimilor unei
multimi cu trei elemente.

B Precizati valoarea de adevar a propozitiilor:

a) {-150;2} < Z; b) {—V3;3/5;-V2} ¢ R-Q;
) {-13}cN; d){4}cR-Q;
V7 eR-Q D {~/923cR-0Q.

KX ric multimile 4 = {2, 4, 6,8, 10,12} si
B={x2|x e Nsix<4}. Calculati: 4 U B;
ANB;A—BsiB—A.

BFie multimile 4 = {x |x € Ngi -4 <x<3}si
B={x|xeZsi-4<x<3}.

a) Calculati: A UB; AN B;A—BsiB—A.
b) Precizati valoarea de adevar a propozitiilor:
AcB;BcA;Ac (AU B);Ac (B—A).

n Calculati: 4 U B; A N B; A — B si B— A4 daca:

a)4d={x|x e Nsi3<x<6};
B= {x|er§i—3§x<\/§};
b) A = {x|xeN§i—2\/§ §x<3\/§};

B={x|xeZsi—23 <x<3+2}.

16

n Scrieti multimea M = {1,2,3,4,5,6,7} ca
reuniune a doud multimi disjuncte X si Y, astfel
incat suma elementelor multimii X sa fie egala
cu suma elementelor multimii Y.

n Precizati valoarea de adevar a propozitiilor:
VB +23 43 c s V924122 ez
1
V3312 € N; V225 e R—-Q; 2Z e Q.

KN Daci x= V221+2+ 4+ 6 +...+ 440 , stabiliti
valoarea de adevar a propozitiilor:

\/;eN;\/;eZ;\/;e Q;\/;e RfQ;\/;e]R.

m Fie multimea
A= {32; (-1);(-2)"; 2%; V123 ,0,(2); (—2)3}

Calculati: AN N; A-N; ANZ;A-7; 4N Qg
ANR;ANR-Q);A4N(Q-2).

Se considera multimile 4 = {1, 2, 3, 4, 7},
B=1{2,4,6,8}siC={3,6,7}.

Verificati daca au loc egalitatile:

a)A\(BU C)=(A\B)N (A4\C);
b)AN(BNC)=(A\B)U (4\C).
Determinati multimile 4 si B care indeplinesc
simultan conditiile:

NDAUB={1,2,3,4,5};

2)AN B=1{3,4,5};

3)1 e (A4\B);

4)2 € (B\A).
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Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor.
Intersectia si reuniunea intervalelor

L1. Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor. Submultimi ale unei drepte

N
A. Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor
(1) Axa nuvmerelor este o (i — g
dreapta pe care am fixat | unitatea de masura |
un punct O, numit origine, , , , ) , , , ,

un sens pozitiv si

0 unitate de masurd.

originea

(2) Oricarui numar real 1i corespunde pe axa numerelor un punct unic. P Q

sensul pozitiv 0_H

Numarului real 0 1i corespunde punctul O. Daca numarului real x 1i X 0
corespunde punctul P, atunci spunem ca punctul P are coordonata
x si scriem P(x).

Prin definitie, |x| = OP.

\

(3) Reciproc, oricarui punct M de pe axa numerelor ii corespunde un 0 M >
numdr real unic, notat x,,. 0 Xy
Din (2) si (3) rezultd ca multimea numerelor reale se identifica cu
multimea punctelor unei drepte.
< . y A N M
(4) Daca M si N sunt doua puncte oarecare pe axa numerelor, avand >
coordonatele x,,si x,, atunci MN = |xy,— X, |. N XM
(5) De regula, pentru reprezentarea numerelor irationale pe axa
numerelor, se folosesc aproximari zecimale ale acestora.
B. Submultimi ale unei drepte
Doud puncte oarecare 4 si B, situate pe o dreaptd d, determina
segmentul AB. d A B
Un punct oarecare 4, situat pe o dreaptd d, determina doud semidrepte
< . ) o : d N A M
opuse. Daca punctele M si N apartin dreptei d si sunt de o parte si de
alta a punctului 4, atunci cele doua semidrepte vor fi AM, respectiv AN.
\_
Stim sa aplicam, identificim conexiuni
u Pe axa numerelor reale, consideram punctele 4, B, C, D, ca in -
desenul alaturat. A W A I
m a) Stabiliti coordonatele punctelor 4, B, C, D. { i ; i >
b) Folosind formula MN = |x,— x,,|, calculati lungimile x x 0 XB X4

segmentelor 4B, AC, AD, CB, DB, DC si DO.
¢) Verificati rezultatele de la subpunctul precedent, numadrdnd pe
desen unitdtile de masura corespunzatoare lungimii fiecarui segment.

Intervale de numere reale. Inecuatiiin R
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Solutie. a) Coordonatele punctelor 4, B, C, respectiv D, sunt numerele reale x,= 3, x; =2, x,=— 1 six, =-2.
b) Folosind formula MN = |x,,—x,, |, se obtin lungimile: AB=1, AC=4,4AD =5, CB=3, DB =4,

DC=15iDO=2.

&) Reprezentati pe axi numirul —/2, folosind unitatea de masura 1 cm.

Solutie. Asa cum ati aflat in clasa a VII-a, acest numar se poate
reprezenta cu fidelitate folosind compasul si considerand V2
lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghic isoscel cu catetele
7 de lungime 1.

a

La]

u Copiati pe caiet desenul alaturat, folosind reteaua de patratele.

. . MP
a) Determinati valoarea raportului P_Q .

b) Folosind coordonatele punctelor P(3,3) si O(3,4), calculati
lungimea segmentelor OM si ON, unde O este originea axei numerelor.
¢) Folosind datele aflate la subpunctul precedent, precizati coordonatele punctelor M si M.

d) Aproximati numarul J11, folosind calculatorul, la sutimi, prin lipsa si prin adaos, apoi reprezentati-1

pe axa numerelor, pe acelasi desen.

1 1

Indicatii. b) PO=00-0P=34um.-33um. =0, um.; PM= — - PQ=—um. =0,01 um.

10 100

Atunci OM =OP+PM=33um.+0,0l um. =331 um; ON=0P+9-PM=33um.+9-0,01l um.=3,39 um.

(sau ON = 00 — NO); ¢) M(3,31) si N(3,39).

u Consideram punctele 4(-3) si B(3), pe axa numerelor reale. 4 0 B,
a) Reprezentati segmentele AB, OA4, OB, pe desene diferite. -3 3
A 0 A 0 B,
-3 -3 3
b) Reprezentati semidreptele AB si OA pe acelasi desen, folosind A o 5
culori diferite. - >
¢) Reprezentati semidreptele OA si OB, pe acelasi desen, folosind
culori diferite. : 2 .
7000485 La cerintele urmatoare, alegeti varianta corectd; doar un rispuns este corect.
1. Observa desenul alaturat. ]}4 L , ,P A Q 1N
Reprezentarea pe axd a numarului —/2 este un punct situat: _1'5 S 14
A.intre M si P B.intre Psi Q C. pe semidreapta PM | D. pe semidreapta QN

2. Pentru /6 este adevirati relatia:

A.5<.J6<6 B.2< 6 <3 C.3<+6 <4 D.4< .6 <5
3. Cardinalul multimii M = {ab | 8 < \ab <9} este:
A 13 B. 14 C. 15 D. 16

18
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o
f:(:)}g Exersim, ne antrenim, ne dezvoltim

n Pe axa numerelor reale, cu originea O, se con-

sidera punctele 4A(1), B(2).

a) Desenati patratul O4ACD. Notati cu M punctul in
care cercul G(O, OC) intersecteaza semidreapta
OA. Determinati coordonata punctului M.

b) Desenatipatratul OBEF sinotati N, Ppunctele
in care cercul C(O, OFE) intersecteaza axa.
Determinati coordonatele punctelor N si P,
apoi calculati lungimea segmentului NP.

Pe axa numerelor, cu originea O, se considera

punctele A(1), B2). Impartim segmentul 4B in

segmentele congruente AP,, P,P,, P,P;, P,P,, P,B.

1 1 1 1
b).. . < —4— 4+ — 4+~ _<...
2-3 34 4.5 5.6

a) Scrieti trei numere rationale pozitive, de forma

a .. N . .
E’ a € N, mai mici decat 1. Alegeti o unitate
convenabila si reprezentati numerele pe axa.

b) Scrieti doua numere irationale negative, de forma
—/b, belN, mai mari decat —2. Alegeti o unitate

convenabild si reprezentati numerele pe axa.

a) Alegeti o unitate de masura potrivitd si
realizati un desen corespunzator.

b) Stabiliti coordonatele punctelor P,, P,, Py, P,.

¢) Reprezentati pe axa punctele M (\/5 )siN (\/§ ).

d) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor

¢) Scrieti toate numerele irationale pozitive
de forma 3 —a , a € N. Alegeti o unitate de
masura convenabila si reprezentati pe axa cel

mai mic si cel mai mare dintre aceste numere.

si completati tabelul de mai jos. B Determinati cardinalul multimii
Propozitia A/F _ —
Punctul M apartine segmentului P,P; M= {ab | —6<—ab< -5,5}.
Punctul N apartine segmentului P,B n Punctele A(1), B(b), C(c), D(7) suntreprezentate
P,Py> MN pe axa numerelor, in aceastd ordine, b € N,
Mijlocul segmentului MN are coordonata ceR\Q
un numdr irational mai mare decat 1,5. '

a) Gasiti o valoare pentru b si o valoare pentru
c astfel incat 4B > CD.

b) Aratati cd nu existd b € Q si ¢ € R\Q, astfel
incat AD =2 - BC.

B Copiati pe caiete si completati spatiile
libere astfel incat sa obtineti relatii de forma

a,b<x<a,(b+1), unde a este un numar
natural, iar b este cifra in baza 10.

L2. Intervale de numere reale si reprezentarea lor pe axa numerelor

Comentariu interdisciplinar. Conceptul de interval, cu sensuri distincte, apare in multe domenii ale stiintei:
fizica, istorie, geografie, chimie, astronomie, statistica, muzica si evident, matematica. Acest termen apare
des si in limbajul cotidian al fiecaruia dintre noi, avand in vedere ca ne raportdm frecvent la valori ale unor
marimi situate intre anumite limite.

Cateva tipuri de intervale

1) Un interval de timp este timpul scurs intre doud fenomene, intre doua evenimente, intre doud momente
consecutive sau intre momentul in care incepe si cel in care se incheie un fenomen sau un eveniment.
Secolul este un interval de timp cu durata de 100 de ani.

2) In muzica, intervalele sunt determinate de ndltimile a doua sunete muzicale.
De exemplu, In gama Do Major, distanta intre sunetele Do, si Do, este o octava.

19
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Descoperim, intelegem, exemplificam

Pe o dreapta d oarecare, stabilim sensul pozitiv, originea si unitatea de masurd. Fiecarui punct de pe dreapta
ii corespunde un numar real si fiecarui numar real ii corespunde un punct pe dreapta d. In acest fel, dreapta d
se identifica cu multimea numerelor reale si vom spune ca dreapta d este reprezentarea geometricda a multimii
numerelor reale.

A. Intervale marginite

Doua puncte oarecare 4 si B determina pe dreapta ¢ un segment. d A B
Acestora le corespund coordonatele a si b. a b
Pentru a < b, consideram un numar real x astfel incat a < x < b. J 4 MB
Numarului real x 1i va corespunde pe axa numerelor un punct M, : —

situat intre punctele 4 si B. a x b

1) Pentrua si b numerereale, cua < b, multimea tuturor numerelor
realecuprinseintreasib,adica {x | x € Rsia <x <b},senumeste
interval deschis determinatde numerele a sib sisenoteaza(a, b). (-2,3)={x[xeRs§i-2<x<3}

(a,b)={x|x e Rsia<x<b}

Multimea tuturor punctelor dreptei d situate intre 4 si B, adica
{M| M e d si M este situat intre 4 si B} se numeste segment
deschis si se noteaza (4B). um.

| —

(AB)={M | M € d si M este intre 4 si B}.

NS
1o

In desenul aliturat este reprezentat segmentul deschis (4B), ;
cu capetele A(— 2) si B(3). T P

a) Segmentul (4B) este format din totalitatea reprezentarilor geometrice ale numerelor continute de intervalul
(a, b). Vom spune ca segmentul deschis (4B) este reprezentarea pe axa numerelor a intervalului deschis (a, b).

b) Intervalul (a, b) este multimea tuturor numerelor reale, care sunt coordonate ale punctelor situate pe
segmentul (4B).

Conventie. Vom reprezenta pe axa numerelor intervalul deschis (a, b)

prin segmentul deschis (4B), corespunzator acestuia.

Observatie. Pentru a = b, (a, b) = Q.

w4+

o]

\ 4

S Lo
S e

2) Pentru a < b, multimea (a, b) U {a, b}, adica {x |x € R sia <x < b}, se numeste interval inchis determinat
de numerele « si b si se noteaza [a, b].

Multimea (4B) U {A4, B} se numeste segment inchis si se noteaza [AB].

Conventie. Vom reprezenta pe axa numerelor intervalul inchis
[a, b] prin segmentul inchis [4B], corespunzator acestuia.

\ 4

S _La
ST e

Observatie. Pentru a = b, [a, b] = {a}.
3) Multimea de numere (@, b) U{a}, adicd {x |x € Rsia <x<b},
se noteaza [a, b), iar multimea (a, b) U {b}, adica {x |x € R si

a <x < b}, se noteaza (a, b]. [ab)= e Fie Resi gi= = b

. . ) . (a,b]={x|x e Rsia<x<bh}.
Multimea de puncte (48) U {4} se noteaza [4B), iar multimea

(AB) U{B} se noteaza (AB]. Aceste multimi se numesc segmente

semideschise.

Intervalul semideschis [a, D) se reprezinta geometric prin seg- A[ )B >
mentul semideschis [4B). ?4 g

Intervalul semideschis (a, b] se reprezinta geometric prin segmen- o 17 >

tul semideschis (4B].
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B. Intervale nemarginite

Pentru a evidentia nemarginirea dreptei reale, vom folosi simbolurile
—oo (minus infinit) si +oo (plus infinit), iar axa numerelor se va repre-
zenta ca 1n desenul alaturat.

Pe dreapta d, axa numerelor reale, consideram punctele A(a) si M(x).
1. Daca punctul M este situat pe axa in dreapta punctului 4, atunci
multimea tuturor numerelor reale x > a, adicd {x | x € R six > a},
se noteaza (a, +oo) si se numeste interval deschis nemdrginit la
dreapta, determinat de numarul real a.
Reprezentarea intervalului (a, +oo) pe axa reala este semidreapta
deschisa (AM.

2. Daca punctul M este situat pe axa in stanga punctului 4, atunci
multimea tuturor numerelor reale x < g, adica {x |x € R six <a},
se noteaza (-, a) si se numeste interval deschis nemarginit la
stanga, determinat de numarul real a.

Reprezentarea intervalului (—oo, @) pe axa reala este semidreapta
deschisa (AM.

3. Multimea (a, +o©) U{a}, adicd {x | x € R si x > a}, se noteaza
[a, +o) si se numeste interval inchis nemarginit la dreapta,

(0]
! >
A M
ya \ -
—00 \ ! =
a X o0

(a,to)={x|x e Rsix>a}

—00

Qd

M
X

8y

(—o,a)={x|x e Rsix<a}

determinat de numarul real a.
Reprezentarea intervalului [a, +o0) pe axa reala este semidreapta
inchisa [AM.

A M
L " »
r 1
—00 a X 00

4. Multimea (—o, @) U{a}, adicd {x | x € R si x < a}, se noteaza

(-0, a] si se numeste interval inchis nemarginit la stanga,

determinat de numarul real a.
Reprezentarea intervalului (—o, a] pe axa reald este semidreapta
inchisa [AM.

[a,t0)={x|x e Rsix>a}

Observatie. Intervalele de numere reale sunt submultimi ale multimii
numerelor reale.

—00

M4
X 1

a

Y

o0

(—o,a]l={x|xeRsix<a}

5. Multimea numerelor reale este un interval nemarginit atat la
stanga, cat si la dreapta.

Rezolvam si observam

o

m respectiv care nu apartin intervalului, pentru fiecare exemplu.

—00 0

R = (o0, +o0)

Studiati impreuna cu partenerul de echipa tabelul urmator, apoi identificati alte numere reale care apartin,

Doua numere Doua numere reale
Interval Descrierea intervalului reale care apartin | Justificare care nu apartin Justificare
intervalului intervalului
[2, 3] {x|xeRsi2<x<3} 2,4)e[2,3] [2£2,4)<3 1,9 ¢ [2, 3] 1,9<2
3e][2,3] 2<3<3 4 ¢[2,3] 4>3
1,400) |[1,+0)={x|xeRsix>1 0¢gll,+o 0<1
() [Tl =frlveRsixzTi [ o 1 o [1, +0)
1€ [1, +o0) 1>1 2 e[l +0) | —\2<1
(00, 3] | (0, 3]={x|x e Rsix<-3} | —4 e (-0, -3] -4<-3 -2 ¢ (o0, 3] -2>-3
-3 € (-0, 3] -3=-3 0 ¢ (—o0, 3] 0>-3

Intervale de numere reale. Inecuatiiin R
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INTERVALE MARGINITE INTERVALE NEMARGINITE
Intervalul Reprezentarea Intervalul Reprezentarea
geometrica geometrica
interval deschis (a, b) é )b = gf:;:: ((L es:ol;ls nemdrginit la — c(z e
= la<x< ’ X o0
(a,h)={x|xe Rsia<x<b} (@,0)= {x|x e Rsix>al
. N . interval inchis la stdnga, ne-
interval inchis [a, /] aL ]b > marginit la dreapta [a fo) 00 CE % >
= ia<x< ’ - e
[a, ] = {x|xe R sia<x<b [a,©)={x|x € Rsix>a}
interval semideschis (a, b] ( 1?) = ;?;gaat doeoscah)ls, nemdrginit la P >
- o<y < a g -0 X a 0
(a,b]={x|xeRsia<x<bh (oo, @)= {x | x € R six <a}
. . . interval 1inchis la dreapta,
interval semideschis [a, b) F )b > nemirginit la stinga (oo CI;] —~ P >
= 1a<x< a ’ - X a o0
[0, ) = {x | xe R sia <x<b} (—o,al={x|xeRsix<a}
Oricare ar fi @ > 0, au loc echivalentele: Oricare ar fi @ > 0, au loc echivalentele:
)xeRsi|x|<asoxe (—a,a) )x e Rsi|x|>a<< xe(—o, —a) sau xe (a, )
2)x e Rsi|x|<a o xe [—a,da] 2)x € Rsi|x|2a < xe(—»o, —a] sau xe [a, ©)

Aplicatie. Demonstrati, folosind reprezentarea geometrica a numerelor reale si a intervalelor de numere reale,
ca pentru a€ R si a > 0 au loc egalitatile:

a) {x|x e Rsilx|<a} =(-a,a); b) {x |x eRsi|x| < a} =[-a, a].
Demonstratie. a) Vom folosi reprezentarea intervalului (—a, a) pe axa
numerelor si definitia modulului unui numar real. A" P % 4
Reprezentarea geometrici a intervalului (—a, a) este segmentul deschis (4'4)  —a x 0 a
cua= 04 = 04" Oricare ar fi x € (-a, a), imaginea sa geometrica este
Pe(AA)cuOP <0A' =a,adicix € R, si |x| <a,decix € {x|x € Rsix|<a}. ()

Fie acum x € R, cu |x| < a. Notam cu 4 imaginea geometrica a numarului @ si cu 4’ imaginea geometrica
a numarului — ¢. Fie P imaginea geometrica a numarului x.

Deoarece |x| = OP, rezultd OP < a. Dar a = 04 = 0A4’, deci OP < OA si OP < OA', ceea ce Inseamna ca
P apartine segmentului deschis (4'4), adicd x € (—a, a).

Folosind (1), se obtine egalitatea multimilor {x | x € R si |x| <a} = (-a, a). 2)

b) {x|x e Rsilx|<a} ={x|x e Rsilx|<a} U {-a, a} si[-q, a] = (—a, a) U {—a, a}; folosind egalitatea (2),
rezultd {x | x € Rsi |x| <a} =[-a, a].

W hepnsy i La cerintele urmatoare, alegeti varianta corectd; doar un raspuns este corect.

1. Multimea 4 = {x € R| — 3 <x <4}, scrisa ca interval, este:

A. (—3;4] B. (-3;4) C.(-2;3) D. [-2; 3]
2. Dacd B={x € R |x > 1}, atunci B este intervalul:
A. (—oo; 1) B. (—o0; 1] C. [1; +o0) D. (1; +o)

3. Intervalul C = (—1; 7], scris ca multime de elemente cu o proprietate caracteristica, este:

A {xeR|-1<x<7} | B.{xeR|-1<x<7} | C.{xeR|-1<x<7} | D.{xeQ|-1<x<7}
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6.3
é(:)}g Exersim, ne antrenim, ne dezvoltim

.l a) Descrieti urmatoarele intervale, folosind
proprietatea  caracteristica  elementelor
fiecaruia dintre ele: (—o0,—6); (—4,-2); [-1, 1];
(2,41 [5,7); [8, ).

b) Alegeti unitatea de masura de 0,5 cm si repre-
zentati pe axa numerelor intervalele de mai sus.

Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:

a)2 [0, 3] b)—/2 € (-2,-1)
0)5e(3,5) d)-2 ¢ (-2,0)
e)V3e[l,71;1,72] 06,7 € (6:449)

2) 169 € [12;13] h) 1 € (3; + )
Scrieti ca interval de numere reale multimile:
A={xeR|2<x<1};B={xeR|x<3};
C={xeR|x>3}.

Se considera intervalul 7= [-2, 2].

a) Verificati dacd numarul rational 1 apartine
intervalului /. 3

b) Scrieti patru numere irationale care apartin
intervalului. Justificati raspunsul dat.

Dati exemplu de un interval pentru fiecare din
situatiile urmatoare:

a) contine numere naturale;

b) nu contine niciun numar Intreg;

¢) contine exact doua numere naturale;

d) contine numere oricat de mari;

e) contine numere oricat de mici.

Folosind notiunea de interval, descrieti urma-

toarele enunturi:

a) distanta d, pana la scoala, este cel mult 300 m;

b) masa unui pachet este de 500 g + 10 g;

¢) viteza unui avion aflat in zbor este cel putin
100 km/h.

Se considera multimile

A={x e R|-1 <x<4}si B=(-3,—/2).

a) Stabiliti dacd numarul 0 este element al
multimii 4.

b) Ardtati cd a > b, oricarearfia € A 5i b € B.

Scrieti ca intervale, apoi reprezentati pe axa

numerelor, fiecare dintre multimile:

a)Ad={xeR|-2<x<5);

b)B={xeR|2 <x<6};

©)C=1{xeR|x<-3;

Intervale de numere reale. Inecuatiiin R

216 _5ls

4—7};
E={xeR|x-2<8);
f)F={xeR|—4<x<—3}.

d)D:xeR| x>

n In figura de mai jos, sunt reprezentate numerele
intregi -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 si punctele

A(—%), B3), C(—%), D(2). E(%).

A B c O D E
—t—t—f—t—F—t et

-3 -2 -1 0 1 2 3

Y

a) Reprezentati pe caiete axa numerelor si cele
12 numere reale.

b) Scrieti multimea numerelor reprezentate pe
axa care au abscisa in intervalul [-1, 2].

¢) Scrieti multimea numerelor reprezentate pe
axa care au abscisa 1n intervalul (-0, 0).

d) Scrieti multimea numerelor irationale,
reprezentate pe axa, care au abscisa in
intervalul (-3, 2).

Calculati suma dintre cel mai mic si cel mai

mare numar intreg din intervalul:

a) [-8, 6).
31 148
b) (——, —).
) ( 13 841)
n Scrieti ca intervale urmatoarele multimi:
3x+8 .
A={xeR|-5< <4ysi
3 R 1<x+1 1
= —<—+—-<T}
reRlg<ytIY)
m Fienumarul a = 7\/§ —\/ﬁ .Arataticaa € (3;4).
E Aratati ca: a) ! :l— ! , oricare ar
fine N n-(n+l) n n+l
k 1 . .
=—- ,oricarear fin € N si
n-(n+k) n n+k
k e N*

7 9

¢) Fie numarul b =—+——+ .
3.8 815 15-24

Stabiliti daca b € (l;l).
4°3

Fie x un numar real din intervalul (—1; 1).
Arataticdx? € [0; 1) six? € (—1; 1).
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L3. Operatii cu intervale de numere reale

Fie A4 si B doud multimi.

AUB={x|xe Asaux € B}. AN B={x|xe Asixe B}.
Intervalele de numere reale sunt submultimi ale multimii numerelor reale. In consecint, intre intervale
de numere reale vom defini aceleasi operatii ca intre multimi.

A—B={x|xe Asixg B}.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Pentru efectuarea operatiilor cu intervale, reprezentarea pe axa a acestora este un suport intuitiv foarte util.

Aplicatia 1. Calculati: a) (-3, 2) U [1,41;b) (-3,2) N [1, 4]; ¢) (-3,2)\ (=1, 2); d) (-3,+/2) ~ (/2 , 4].

Descriere si reprezentare geometrica

Rezultat

a) [(3,2)ull,4]={x]|xe(-3,2)sauxe[l,4]}
T F ] = (-3,2) U[1,4]=(-3,4]
— -3 1 2 1
(_3’ 2) M [17 4] = {x | X € (_35 2) §1x € [17 4]}
b) « = (-3.2) N [1,4]=[1,2)
-3 1 2 4
(_3, 2) \ (_15 2) = {x | X € (_3, 2) §1x & (_15 2)}
0 |_ ¢ £ i g (-3,2)\(-1,2)= (-3, 1]
-3 1 2
(3.42)N (V2,4 = {x|x € (3,42 six e (V2. 4]}
d) , — (3.2)n(N2,4]1=2
-3 NG 4
Observatie. Reuniunea, intersectia, diferenta a doua intervale nu au ca rezultat neaparat un interval.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 2.

a) Demonstrati ca oricare ar fi numarul real a > 0, au loc egalitatile:
l. {x e Rsi|x]|<a}=(-o0;a) N (-a, o)

2. {xeRsi|x|<a} =(—0;a] N[-a,»)

r<a ¢ r < a &
S ) T > —a L

y 0} N . L

X 7 = 4

—a lz| < a a —a

I 24

—H b) Demonstrati ca oricare ar fi @ > 0, au loc echivalentele:
L {xeRsi[x[>a}=(-c,—a) U (a,+o)

< —a T >a z < —a

3 @) L

2. {xeRsi|x|2a}=(ow—a]VU]Ja,twn)

T >a

0

lz| > a

¢) Demonstrati ca {x € Rsi|x| =0} =R = (o0, +o0).
Dinb) 2, pentrua=0, {x € Rsi|x|2=0}=(—o0; 0] U [ 0, ) = (—o0, +00).

T
¢ a |z|>a lz| > a —a

t
a |z > a
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te ]
éf:‘)}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Scrieti sub forma de interval:

a) [2,5) U {5}; b) (=3, D) U {3, 1};

) [-2,2] - {-2,2}; d) [4,3] N [-2,3];

e) [4,3] U [-2,3]; f) [4,3]-[-2, 3]

Definiti fiecare multime, enumerand

elementele ei:

a) [-3,5) N N* b) [-3,5) N Z*

¢)(-3,3)NZ; d)[4,4] N (Z-N).

Se dau multimile: 4 = {x |x e Rsi-3 <x<1}

siB={y|yeRsi-2<y<3}.

Dintre multimile 4, B,A U B,A N B, A - B,
B—A4,4 NN, BN Z, alegeti:

a) multimile care se pot scrie ca interval si
reprezentati-le pe axa reala;

b) multimile finite si scrieti-le, prin
enumerarea elementelor.

Definiti fiecare multime, enumerandu-i

elementele:

a)[-3,2] N N; o) [-2,2]NnZs

b) [— 5,—11} NZ; d) (—oo,gjm N.
2 5

Calculati:

a) [-3.4;2] N [-243;1;
b) [-2,3] N [-3,2] N Z*.

Calculati 4 U B, A N B, A — B pentru fiecare

dintre perechile de intervale:

a)4=(-2,4), B=10, 5];

b) A= (-7,3],B=[3, 6);

) A4=(-+3,2,B=(0, V5]

d) 4= (—0,3), B=(~6,4].

a) Determinati a, b € R astfel incat a <b si
[a, b] U [-2,3]=[4,5].

b) Determinati a, b € R astfel incat a <b si
[a, b] N [-3,2]=[-2, 1].

Stabiliti daca 1,2 € 4 N B, unde 4 = (-5, ©) si

17
B=(--,=).
(-5 3)

Intervale de numere reale. Inecuatiiin R

Se considera multimile
C={xeZ|-3<x<2},
D={xeR|-1<x<2}.

CalculatiCU D, DU C,CND,DnNC,
C-D,D-C.

Gasiti doua intervale / si J astfel incat
ITUJ=[1;6]siINJ=[2;5]

Daca a, b € Rsi 0 <a < b, stabiliti daca:

a) S8 (4. b):b) Jab < (a. b).
Daci0<a<b, calcula‘gi(a,@)m(a;b,bj,

a) Determinati numerele intregi a si b, stiind ca
(a,b) N Z={-2}.

b) Determinati numerele intregi ¢ si d, stiind ca
[e,d] U (-1,10)=[-1, 11].

¢) Determinati numerele intregi e si f; stiind ca
e, /] N [8, 11]=[9, 10].

Se considera multimile

A={xeR|x>%};

B={xeR|x<%};
C={xeR|32x2>2-1}.

a) Scrieti multimile 4, B, C sub forma de
intervale de numere reale.

b) Calculati(ANB)UC,(ANC)Uu B NC),
AUuBNC,(AUC)N(BUQOQO).

Completati spatiile libere pentru a obtine

propozitii adevarate.

a) Scrisa sub forma de interval, multimea
[-3,3] - {~~/9, V9 } este ... .

b) Dacd A = [ 4~/2, 7] si B = (- 5, 23), atunci
AN Beste....

¢) Rezultatul reuniunii {x e R |-2<x<1}U
{xeR||x|=1}U {x e R|-1 <x<2}este

d) Dacd a, b € N si multimea (a, 14) U [7, b)
contine sase numere naturale, atunci a = ...
sib=....

e) Dacaa>2,atunci 3,a+3)—(5,a+5)
este ...

25 -
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Inecuatii de formaax+b<0(<, >, 2),undea, b c R

L1. Relatiile de inegalitate pe multimea numerelor reale: , 2, <, >. Proprietati

Pentru a compara doud numere (naturale, intregi, rationale, reale), folosim reprezentarea lor pe axa R

4

g numerelor, relatia de egalitate ,,=” sau relatia de ordine ,,<” (relatia mai mic sau egal).
a = b dacid si numai dacé se reprezintd pe axa reala prin puncte identice.
Fie 4 si B doua puncte pe axa numerelor, cu abscisele x, = a, respectiv x; = b, numere reale.

1 <5 pentru ca
A (1) se reprezinta in stinga
punctului B (5).
7,2 > 5,4 pentru ca
B(7,2) se reprezintd in dreapta
punctului 4(5,4).

a< b (a este mai mic decat b) daca si numai dacd, pe axa
numerelor, punctul 4 este reprezentat in stanga punctului B.

a > b (a este mai mare decat b) daca si numai daca, pe axa
numerelor, punctul 4 este reprezentat in dreapta punctului 5.

asbe (a<bsaua=Db) —-2<-1,8pentruca—2<-1,8,iar J4 <2 pentru ca Ja=2.
a>b< (a>bsaua=>b) . . <
—1,8 >—2 pentru ca —1,8 >— 2, iar J4 > 2 pentru ca Ja=2.

Observatie. (a <bsaua > b) < a+b.

Proprietati ale relatiilor de inegalitate <, >, <, >

Pe multimea numerelor reale, relatia ,,<” are proprietatile: Pe multimea numerelor reale,
< . ] : e oy
a < a, oricare ar fia e R’ (reﬂ.e?uwtqte) relatiile ,,.<, >” sunt tranzitive,
Dacaa<bsib<a,atuncia=b. (antisimetrie) )
- . . ce < < <

Dacia<bsib<c,atuncia<c. (tranzitivitate) (@a<bsib<c)=a<c

Proprietatile relatiei ,,<” rdman valabile si pentru relatia ,,>”. (a>bsib>c)=a>c

\ J

Rezolvam si observam

in clasa a VII-a, am rezolvat ecuatii de forma ax + b=0cua, b € R, apoi ecuatii reductibile la acestea. Pentru
rezolvare, am folosit proprietdatile relatiei de egalitate si proprietdtile operatiilor cu numere reale, in scopul
obtinerii unor egalitati echivalente care sa ne conduca la solutiile ecuatiei.

Ne propunem sa aflim dacd proprietatile operatiilor cu numere reale ne ofera posibilitatea obtinerii unor
inegalitati echivalente si in cazul relatiilor de inegalitate <, >, <, >,

Aplicatia 1. Pe axa numerelor, consideram punctele: A(=3), B(-2), C(2), D(3), E(-8), F(-7), L (-6),
M (—4), N (-1,5), P(-1), O (6), R (4), S(1,5), T (1).

E F L M A BNP O TSC D R (0]
-8 -7 6 -5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6
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Completati spatiile punctate cu unul din simbolurile <, >, >, <, =, folosind modelele prezentate, astfel incat sa
obtineti afirmatii adevarate.

e < xc <% xtS=xe | mtSexy | xt5<xHs
S Xg ... Xp X, =5 ... xg Xg—5 ... Xp X,—5...x53-5
by x, <x XXy Xy 2..x, Xpo2.o.xy, Xy 2.o.xp02
aTE Xy oo Xp X102 ..0xy Xgi2...Xp X102 . ..x5:2
Q) x,<x X0 ::: Xr Yo (Do xe | X (D) xp | X (2)xp (2
S x> Xp 12, 3(=2) =5y 35 (=) S x,1(-2) > x50 (-2)

Descoperim, intelegem, exemplificam @

Adunarea si scaderea ambilor membri ai unei inegalitdti cu un numar real pdstreaza relatia de inegalitate.

1. Daca a, b si ¢ sunt numere reale si | Adundm numarul 5 la ambii membri ai inegalitatii —3 < —2. g
a<b,atuncia+tc<b +c. Vom scrie: -3 <-2[(+5)=-3+5<-2+5=2<3

2. Dacid a, b si ¢ sunt numere reale si | Scddem numarul 5 din ambii membri ai inegalitatii —3 < —2.
a<b,atuncia—c<b-c. Vom scrie: -3 <-2[(-5)=-3-5<-2-5=-8<-7

Inmultirea cu un numar pozitiv si impartirea la un numar pozitiv, a ambilor membri ai unei inegalitati,
pastreaza relatia de inegalitate.

3.Daci a, b sunt numere reale cu | Inmultim cu 2 ambii membri ai inegalitatii —3 < —2.
a<bsic>0,atuncia-c<b-c. Vomscrie: -3<-2[(-2)=>-3:-2<-2-2=>-6<-4
4.Dacd a, b sunt numere reale cu | [mpartim la 3 ambii membri ai inegalitatii —3 < 2.

a — f—
a<bsic>0,atunci —<—. Vom scrie: -3 <-2|(:3) = ?<? = -1<-0,(6)
c c

Inmultirea cu un numar negativ si impartirea la un numar negativ, a ambilor membri ai unei inegalitéti,
inverseaza relatiile.

5.Dacd a, b sunt numere reale cu = Inmultim cu —1 ambii membri ai inegalitatii —3 < 2.
a<bsic<0,atuncia-c>b - c. Vom scrie: -3<-2|-(-)=-3-(-1)>-2-(-1)=3>2
6.Daci a, b sunt numere reale cu = Impdrtim prin —2 < 0 ambii membri ai inegalititii —3 < 2.

a_b -3 2
a<bsic<0,atunci —>—. Vom scrie: -3 <-2|:(-2) = —2>—2 =15>1.
c c -2 -

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 2. Folosind proprietatile 1 — 6, prezentate mai sus, demonstrati ca:
1".Dacaa,b,ceRsia+c<b+c,atuncia <bh. 2'.Dacda,b,c€ERsia—c<b—c,atuncia<b.
3. Dacia,beER,c>0sia-c<b:c,atuncia<b. 4" Dacia,b€R,c>0sia:c<b:c,atuncia<bh.
5. Dacaa,hb€ER,c<0sia-c>b-c,atuncia<b. 6'.Dacaa,b€ER,c<0sia:c>b:c, atuncia<b.
Observatie. Proprietatile enumerate mai sus pentru relatia ,,<” sunt valabile pentru toate relatiile de inega-
litate, adica: >, <, >.
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Tema de portofoliu

Folosind modelul de mai jos, formulati echivalentele rezultate din perechile de propozitii (2, 2'), (3, 3'),
(4,4"),(5,5"), (6, 06".

Afirmatia directa

Afirmatia reciprocd Concluzia

1'. Daca a, b, c € R si
a+c<b+c,atuncia <b.

1.Daca a, b si c € R si a < b,
atuncia +c<b +c.

Daca a, b si ¢ € R, atunci
a<bsatce<b+e

N
Adunarea, scaderea, iInmultirea cu un numar pozitiv si impartirea la un numar pozitiv a ambilor membri ai
unei inegalitati pastreaza relatia de inegalitate.

Daca la ambii membri ai unei inecuatii se aduna sau se scade acelasi numar real, pastrand relatia de

inegalitate initiald, se obtine o inegalitate echivalenta cu prima.

Daca ambii membri ai unei inegalitati se inmultesc sau se impart cu acelasi numar pozitiv, pastrand relatia
de inegalitate initiald, se obtine o inegalitate echivalenta cu prima.

Inmultirea cu un numar negativ si impartirea la un numar negativ a ambilor membri ai unei inegalitati
inverseazd inegalitatea.

Daca ambii membri ai unei inegalitdti se inmultesc sau se impart cu acelasi numar negativ, inversdnd relatia

de inegalitate initiald, se obtine o inegalitate echivalenta cu prima.
o J

t0,d
Qi(:)}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Se considera inegalitatea 4 < 7. Formulati
inegalitatile care se obtin facand urmatoarele
transformari:

a) La ambii membri se aduna 6.

b) Din ambii membri se scade 7.

¢) Se inmultesc ambii membri cu 3.
d) Se impart ambii membri la 2.

e) Se iInmultesc ambii membri cu 3.
f) Se impart ambii membri la — 2.

. 3 .
Fiea > = Demonstrati cd numarul —7a + 3
este un numar negativ.

n Se stie ca —Z£2b—lﬁz.
2 2 2
. 3
Demonstrati ca |b| SE.

Se considera a > 2 sib> 3 .
3 2

Copiati pe caiete si completati cu ajutorul

simbolurilor <, <, > sau > urmatoarele Demonstrati ca 9a + 4b > 0.

28

enunurt: . n a) Demonstrati ca daca a < b, atunci
a) Daca x <7, atunci 3x ... -21.

b) Daca x < -2, atunci —3x ... 6. 2a+b a+2b

¢) Dacid x > 4, atunci —2x ...8. ( 3 3 ] < (a, b).

d) Daca x > -5, atunci 4x ... — 20. ) . )
e) Daci x > -2, atunci —5x ... 10. b) Demonstrati ca daca —c > —d, atunci
f) Daca —2x <14, atuncix ... 7. 3c+d c+3d

g) Dacd x < 19, atunci —3x ... -57. ( 4 4 J < (e, d).

h) Daca —x > —10, atunci 3x ... 30.
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L2. Inecuatii de formaax+b<0(<, >, 2),undea, b € R

Adunarea, scaderea, inmultirea cu un numar pozitiv, impartirea la un numar pozitiv, a ambilor membri ai
unei inegalitati, conserva (pastreaza) relatiile <, >, >, <.

Inmultirea cu un numar negativ, impartirea la un numir negativ, a ambilor membri ai unei inegalititi,
inverseaza inegalitatea.

Rezolvam si observam

Problema. O familie de mesteri populari cheltuieste pentru a
m produce si pentru a vinde obiecte de artizanat, in total,
450 de lei. Din materialele achizitionate, mestesugarii pot
confectiona cel putin 20 si cel mult 40 de obiecte artizanale,
pe care le vand cu pretul de 15 lei bucata.
a) Stabiliti dacd familia isi recupereaza banii cheltuiti
confectionand si vanzand 20 de obiecte de artizanat.
b) Decideti daca mestesugarii realizeaza profit confectionand
si vanzand 30 de obiecte de artizanat.
¢) Calculati profitul obtinut de mestesugari confectionand si -
vanzand 32 de obiecte de artizanat. [}
d) Determinati numarul obiectelor care trebuie confectionate, =
pentru ca, din vanzarea lor, familia de mestesugari sa
obtina un profit de cel putin 105 lei.

Dictionar

profit = diferenta dintre
incasarile rezultate

din vanzari si totalul
cheltuielilor.

Solutie. a) Din vanzarea a 20 de obiecte, se Incaseaza 20 - 15 = 300 (lei) si 300 < 450. Prin urmare, nu se
recupereaza banii cheltuiti. Mai au de recuperat 450 — 300 = 150 (lei).

b) Din vanzarea a 30 de obiecte se incaseazd 30 - 15 =450 (lei), deci mestesugarii 1si recupereaza banii
cheltuiti, dar nu obtin profit (diferenta dintre incasarile rezultate din vanzari si totalul cheltuielilor
este: 450 — 450 = 0 (lei).

¢) Daca mestesugarii confectioneaza si vand 32 de obiecte, se incaseaza 32 - 15 = 480 (lei). Profitul
obtinut este de 480 — 450 = 30 (lei).

d) Daca notam cu x numarul de obiecte artizanale confectionate si vandute, atunci profitul obtinut de
mestesugari va fi 15 - x — 450, cu x > 30. Astfel, problema se reduce la aflarea elementului x din

multimea de numere naturale M = {20, 21, ... , 40} pentru care 15 - x — 450 > 105.
Comentariu. Modelarea matematica a situatiei date a condus la urmatoarea problema:
,Determinati x din multimea M = {20, 21, ... , 40}, pentru care 15 - x — 450 > 105”. Problema poate
fi reformulata, in limbaj matematic, astfel: ,Rezolvati in multimea M = {20, 21, ... , 40} inecuatia
15-x—-450>105.”
Un element x din multimea M = {20, 21, ... , 40}, pentru care 15 - x — 450 > 105, se numeste solutie a
inecuatiei.

Exemple: Prin verificari, gasim: 15 - 20 — 450 =—-150<105; 15 - 30 —450 =0 < 105;
15-32-450=30<105,15 - 36 —450 =90 < 105, deci numerele 20, 30, 32, 36 nu sunt solutii ale
inecuatiei 15 - x — 450 > 105. Observam ca 15 - 40 — 450 = 150 > 105, deci numarul 40 este solutie
a inecuatiei 15 - x — 450 > 105. De asemenea, 39 este solutie a inecuatiei.

A rezolva inecuatia 15 - x — 450 > 105, in multimea M, inseamna a gési toate solutiile ei.
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Rezolvarea inecuatiei

15 - x—450= 105

T 15:x —450 + 450 > 105 + 450

15-x > 555

15-x _ 555

15 1

\

x =37

Solutiile inecuatiei 15 - x — 450 > 105 sunt
numerele din multimea M = {20, 21, ... , 40},
cel putin egale cu 37, adica S = {37, 38, 39, 40}.

QIR I I

e Adunam 450 in fiecare membru al inegalitatii.

e Efectuam calculele.
o Impartim fiecare membru al inegalittii prin 15.
e Efectudam calculele.

e Scriem multimea solutiilor.

Suntem acum Tn méasura sa spunem ca, pentru un profit de cel putin 105 lei, mestesugarii trebuie sa confectioneze

cel putin 37 de obiecte artizanale.

Descoperim, intelegem, exemplificam

A. Inecuatiide formaax+b<0(<,>, 2),a,b e R

Problema determinarii valorilor lui x, apartindnd
multimii M < R pentru care ax + b <0 (<, >, >),
unde a, b € R, se numeste inecuatie liniara cu
necunoscuta x si cu coeficientii reali a si b.

Numarul @ este coeficientul necunoscutei, iar
numarul b este termenul liber al inecuatiei.

Pentru a # 0, inecuatia ax + b < 0 (<, >, 2) se
numeste inecuatie de gradul 1 cu necunoscuta x si

cu coeficienti reali.

Observatii

1. Atunci cand multimea M nu este specificata,
se va considera cd aceasta este multimea R
a numerelor reale.

2. Necunoscutele unei inecuatii se pot nota si cu
alte litere.

ax +7 <0, a € R este inecuatie liniara cu necunoscuta
x si cu coeficientii reali a si 7.

Coeficientul necunoscutei este numarul real a, iar
termenul liber este 7.

—2x + 3 > 0, x € N este o inecuatie de gradul I, cu
necunoscuta x, numar natural.

Coeficientul necunoscutei este —2, iar termenul liber
este 3.

2m + 1 < 0 este inecuatie cu necunoscuta m, numar
real.

-y + 5 <0,y € Q este inecuatie cu necunoscuta y,
numar rational.

A. Problema B. Inecuatie
’
1. Determinati numarul natural x 1. Rezolvati in multimea N
ax+b < 0 pentru care 15-x —10 < 0. inecuatia 15 - x - 10 <0.

2. Determinati numerele reale x, 2. Rezolvati inecuatia

ntt‘iﬁlﬁ;(;t?ﬁltlll} [jw%g‘r‘“l j pentru care 15-x — 10 < 0. 15-x-10<0.

30
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B. Solutii ale inecuatiei de forma ax + b < 0 (<, >, 2). Multimea solutiilor unei inecuatii

Se numeste solutie a inecuatiei ax + b < 0 (<, >, >) cu a, b € R si cu necunoscuta x € M, fiecare element al

multimii M pentru care inegalitatea ax + b < 0 (<, >, >) este adevarata.

Exemple: Pentru M = Z si inecuatia -2 - x + 3 > 0, cu necunoscuta x:

a) Inlocuind in inecuatie x = —3, obtinem: (—2) - (=3) + 3 > 0 sau 9 > 0, afirmatie adevirati. Vom spune ci
numarul intreg —3 verifica inecuatia sau ca numarul intreg —3 este solutie a inecuatiei.

b) Inlocuind in inecuatie x = 3, obtinem: (=2) - 3 + 3 > 0 <> —3 > 0, care este o afirmatie falsi. Vom spune ci
numarul Intreg 3 nu verifica inecuatia sau ca numarul intreg 3 nu este solutie a inecuatiei.

¢) numarul —0,25 nu este solutie a inecuatiei de mai sus, desi (-2) - (—0,25) + 3 > 0, pentru cd —0,25 nu este
numar intreg.

Observatie. Valorile necunoscutei care verifica inegalitatea, dar nu sunt elemente ale multimii M, nu sunt

solutii ale inecuatiei.
Multimea tuturor solutiilor unei inecuatii se noteaza cu S si se numeste multimea solutiilor inecuatiei.

C. Rezolvarea inecuatiei de formaax+b <0(<, >, 2),undea, b € R
A rezolva o inecuatie a - x + b < 0, unde a, b € R, inseamna a determina multimea S, a solutiilor acesteia.

Folosind transformari echivalente, obtinem: a - x + b <0 | -b&sa-x<—b.

Pentru a # 0:
. b
Sunt solutii toate numerele reale cel mult egale cu ——.
b a
a)a>0 a-xé—b|:a<:>x£——. . b
a Vom scrie S =| -0, ——|.
a
5 Sunt solutii toate numerele reale cel putin egale cu ——.
a
x<—b|: -z . b
b)a<0| a-x< bliaex= . VomscneS:[——,ooj.
a

In practica, intalnim situatii in care unele inecuatii se reduc, prin transformari echivalente, la inecuatii de forma
a-x+b<0,iar despre a nu stim ca este nenul.
Pentru a =0, inecuatiaa - x + b <0devine0-x+5<0,b € R.

a) Daca b < 0, inegalitatea are loc pentru orice valoare reald a lui x, deci S = R.
b) Daca b > 0, inegalitatea nu are loc pentru nicio valoare reald a necunoscutei, deci S = &.

Observatie: Daca se cere rezolvarea intr-o multime M c R, multimea solutiilor este intersectia multimii
obtinute pe R cu multimea M.
Exemplu: Se considera inecuatia —2x + 3 > 0. a) Rezolvati inecuatia in multimea Z; b) Rezolvati inecuatia.

2x+3>0| 3 -2x+3-3>0-3<-2x>-3|:(-2)< izx<_—§ &Sx<1,5

a)S={xeZ|x<L,5}={. —-4,-3,-2,-1,0,1} sauS= (-0, 1,5] N Z.
b) Pentru ci nu se specifica multimea M, inecuatia se rezolva in multimea numerelor reale, deci multimea
solutiilor este S = (-0, 1,5].

—2x -3

Atunci cand nmultim sau Tmpartim ambii membri ai unei -2x>-3|:(-2) <=
inecuatii cu un numir negativ, se inverseazi relatia de inegalitate. 27 2
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D. Reprezentarea geometrica a multimii solutiilor unei inecuatii de forma ax+ b <0 (<, >, 2)

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1. a) Modelati matematic, printr-o inecuatie, fiecare enunt.
m a,. Triplul opusului numarului real x este cel putin egal cu 21.
a,. O treime din numadrul Intreg x are modulul mai mic decét 1.
b) Rezolvati inecuatiile formulate.
¢) Reprezentati pe axa numerelor multimea solutiilor pentru fiecare inecuatie.

Solutie.
a) a, 3:-(=x)=2l,xeR. a, %x <l,xeZ
b)—3x221|(—3) .................................................. .......... x ...............................................................
3x 21 -l<—=x<1]-3
Bl il
-3 3 3<x<3
x <7

Concluzie: Solutiile inecuatiei sunt numerele reale% Concluzie: Solutiile inecuatiei sunt numerele
X cu proprietatea x < —7. : Intregi x cu proprietatea —3 <x < 3.
S={xeR|x<-T7}=(-00,-7),sereprezintipe :S={xeZ|-3<x<3}={-2,-1,0,1,2}.
axa numerelor printr-o semidreapta. © care se reprezintd pe axa prin 5 puncte.

Aplicatia 2. Se considera inecuatiile: x +3 <5,2x - 1> 1,5x +3>-2, -7x + 3 > —11.
a) Rezolvati in R inecuatiile date.
b) Reprezentati geometric multimea solutiilor, pentru fiecare din cele patru inecuatii.
¢) Rezolvati in multimea M = [2, o) inecuatiile date.
d) Reprezentati geometric multimile de solutii obtinute la subpunctul c).
e) Folosind subpunctele anterioare, rezolvati, in M N Q, aceleasi inecuatii.
f) Stabiliti daca multimile de solutii ale inecuatiilor corespunzatoare subpunctului e) se pot reprezenta

geometric.
x+3<5 2x—1>1 Sx+3>-2 —Ix+3>-11
a) x<2 2x>2 Sx>2-5 —Tx>-14
x>1 x>—1 x<2
S={xeR|x<2} S={xeR|x>1} S={xeR|x=>-1} S={xeR|x<2}
H S:(—OO, 2) S:(1,+OO) S:[—1,+(X)) S:(—OO, 2]
i) — £ = . > >
-0 2 } +00 Lf] +00 —00 ZJ
c) S=(—oo,2)ﬂ[2,oo) S=(1,+oo)ﬂ[2,oo) S:[_19+oo)m[2zoo) S:(_Ooaz]n[zaoo)
§S= S=[2, o) S=1[2, ) S={2}
d) Inecuatia nu are nicio : > F > ° >
solutie 0 +oo 2 0 —0 2
) S=0NQ $=[2,0)N0Q $=[2,0)N0Q {2} N0=1{2}
f) Inecuatia nu are nicio - o o o
solutie. Nu se pot reprezenta pe axa toate elementele multimii S. —00 2
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Concluzii.

1. Pe multimea numerelor reale, multimea solutiilor unei inecuatii de forma ax + b <0 (<, >, 2), unde @, b € R,
este un interval.

2. Daca inecuatia se cere a fi rezolvata Intr-o multime infinitd care nu este interval, atunci este posibil ca
multimea solutiilor sa nu poata fi reprezentata geometric.

Inecuatiile de forma ax + b < 0 (<, >, =), unde a si b sunt numere reale date, a # 0, se numesc inecuatii de
gradul I, cu o necunoscuta.

Numerele reale a si b sunt coeficientii, iar x este necunoscuta inecuatiei. g
Pe multimea numerelor reale, multimea solutiilor unei inecuatii de forma ax + b <0 (<, >, >), unde a, b € R,

este un interval.

L6,
@g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Copiati pe caiete si completati tabelul ¢) Reformulai enuntul dat, cu ajutorul unei

folosind modelul prezentat. mecjua‘gn.. , *
— B. Se considerd inecuatia 2x +3 <10, x e R .
Inecuatia (;0eﬁCIeI.l§.ll Necunoscuta a) Justificati de ce numerele —2; —1,5; 0; 4; 6,5
’ i ] nu sunt solutii ale inecuatiei.
ax+b<0| a b X b) Justificati de ce numerele 2 si 3 sunt solutii
Viyraso| V24| cleinecuaticl.
¢) Copiati pe caiete, apoi completati spatiile
—6,2m+3,6<0 libere, urmand pasii necesari rezolvarii
~0,6x—1,5<0 inecuatiei 2x+3 < 10,x e R, .
| 2] Determinati: 2-x+3<10 \
a) Numerele naturale mai mici decat 5. J e Scidem 3 din fiecare
b) Numerele intregi negative mai mari decat —4. 2 x+3-3<10-3 \| membru al inegalitdtii.
¢) Elementele care verifica relatia x < 10, din Do @ 4( ° ...
multimea /
M= {—2000;—1;0,75;&;17;\/@} QSZ e Impartim ...
= 2 "2 Yy
d) Numerele de forma ab, cu proprictatea x< ... Yo
72 %
b <-6. Solutiile inecuatiei sunt numerele din multimea R,
B Verificati dacd —1 este solutie a inecuatiei: cel mult egale cu 3,5.
)4 x+3<l:b)x+433:0) 1 <0. C. Se noteaza cu S rnlil‘glrnea solutiilor inecuatiei
x+2 2x+3<10,xeR,.
n A. Se considera urmatorul enunt: ,,Perimetrul a) Scrieti multimea S, enunténd o proprietate
unui dreptunghi, avand lungimea egala cu x caracteristicd elementelor ei.
cm si latimea de 1,5 cm, este cel mult 10 cm”. b) Stabiliti daca numerele 0, respectiv 3,5 sunt
a) Aratati cd x nu poate lua niciuna dintre solutii ale inecuatiei. 8
valorile: —2; —1,5; 0; 4; 6,5. ¢) Reprezentati pe axa numerelor multimea S.
b) Decideti daca numarul x poate fi egal cu 2 D. Reluati cerintele de la subpunctul C, pentru
sau cu 3. inecuatia 2x +3 >10,x € R. 8
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a Se considera inecuatiile: 2x +4 < 0; 5x — 10 < 0;

v

34

—6x+12<0;-0,8x+2,4<0.

a) Rezolvati fiecare inecuatie si reprezentati
pe axa numerelor, pentru fiecare, multimea
solutiilor.

b) in inecuatiile date, inlocuiti, pe rand,
simbolul < cu fiecare dintre simbolurile <, >,
>, rezolvati inecuatia obtinuta si reprezentati
pe axa numerelor multimea solutiilor.

Rezolvati in multimea numerelor reale

inecuatiile urmatoare si reprezentati pe axa

multimea solutiilor.

a)x+3<0; b) 2,3 +x>0;
1
¢)0>—x+/2; d) 5 -x-1<0;
5
e) “3 <0: -7 x>0

Folosind informatiile oferite de desenele

date, scrieti inecuatiile corespunzatoare

necunoscutelor 1n conditiile precizate:

a) x este lungimea segmentului AP, punctul P
fiind situat pe segmentul 45.

A P B

AB =4
b) y este masura unghiului 4 din desenul de
mai jos.

A

Be 25" o

¢) Determinati cel mai mare numar natural m si
cel mai mic numar natural  astfel incat
m < Xx < n, pentru oricare x, abscisa a unuia
dintre punctele reprezentate in desenul de
mai jos.

|
3 | |
SR B AT L e R
| | | |
__2 S
,FLGY H
7771777\777\ 77\77\77
A

d) Determinati cel mai mare numar natural p
si cel mai mic numar natural ¢ astfel Incat
p <y <gq, pentru oricare y, ordonatad a unuia
dintre punctele reprezentate in desenul de
mai sus.

Rezolvati in R inecuatiile:
a)3 - x+6=>0;
¢)-5-(x+2)>0;
e)x:6+0,1(6)<0;
g)—10 - (x-0,25)> 0;
h)0-x+1>0;

Rezolvati inecuatiile:

a) V3 -x+ 15 <0;

b) -2 -x++/32 >0;
¢) (1-/5) - x-1+~/5<0.
Determinati valorile numarului real x pentru

care:
a) numarul —1,5 - x + 4,5 este pozitiv;

b) 4 -x+2<0;
d)4-(x-1)>0;

D2-G-9<0;

i)—5+x<0.

.2 4 .
b) numarul 5 "X —5 este negativ;
¢) numarul JI0 - x + 10 este nenegativ;

d) numarul —32 - x — 33 este cel putin egal cu 0.

Stabiliti valorile numarului real y pentru care

au sens radicalii:
a) \/y-5 b) 2-y-3
1

¢) /5,4-3-y d) f

2-y=17
Stabiliti daca existd numere reale x astfel Incat
numerele 5 - x —3 si 5 — 3 - x sa fie simultan
pozitive.

Rezolvati, In multimea numerelor naturale,
inecuatiile:

9

a)3 -x—— <0;
2

b) —x+2>0;

2-x—-11
—=
-5

¢) 0.

d)0-x>x.
Rezolvati in multimea numerelor intregi
inecuatiile:

a)-2 - x+3<0;
b) = —2150;
2
¢)x:(—2)<0;
d) (2" -2"-..=2")-(-x)<8.
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L3. Inecuatii reductibile la inecuatii de formaax+b<0(<, >, 2),undea, b € R

Rezolvam si observam

Unele probleme practice pot fi rezolvate cu ajutorul unor inecuatii care pot fi aduse la forma ax + » < 0, unde
a si b sunt numere reale si pe care le vom numi inecuatii reductibile la aceasta forma.

Problema 1. La un institut de cercetare lucreaza, in prezent, 27 de
m informaticieni si 15 matematicieni. Institutul organizeaza un con-

curs in urma caruia vor mai fi angajati matematicieni si tot atatia
informaticieni. Ne propunem sa aflam cati matematicieni vor fi angajati,
astfel incat numarul total al matematicienilor institutului sa fie cel mult
egal cu doud treimi din numarul total al informaticienilor aceluiasi institut.

Solutie. 1. Modelarea matematica: Consideram x numarul de matematicieni care vor fi angajati in urma
concursului. Vor fi angajati ,tot atatia informaticieni”, adicd x informaticieni. Atunci, numadrul total al
matematicienilor este x + 15, iar numarul total al informaticienilor este x + 27.

Deoarece ,,numarul total al matematicienilor institutului este cel mult egal cu doua treimi din numarul total al

: S . . 2
informaticienilor” rezultd inecuatia: x + 15 < 3 (x+27).

Comentariu. Modelarea matematica a situatiei date a condus la urmatoarea problema:
Determinati numerele naturale x pentru care Reformulare: Rezolvati in multimea numerelor

2 2
x+15< 3 (x+27). naturale inecuatia x + 15 < B (x+27).
Efectuarea corecta a unor calcule prin aplicarea proprietatile operatiilor cu numere reale si a altor reguli de

calcul transforma inecuatia x + 15 < 3 (x + 27) intr-o inecuatie echivalenta cu ea, de forma ax + b <0, unde a
si b sunt numere reale.

2
Din acest motiv, vom spune ca inecuatia x + 15 < 3 (x +27) este o inecuatie reductibila la o inecuatie de forma
ax+b<0.

2
2. Rezolvarea inecuatiei x + 15 < 3 (x + 27) in multimea numerelor reale:

Inmultim fiecare membru al inecuatiei cu 3: x+9< % (x+15)]-3

Scriem inecuatia echivalenta rezultata: 3-(x+9)<L2-(x+15)

In inecuatia precedent, aplicim distributivitatea inmultirii
fatd de adunare si rezulta inecuatia: 3-x+27<2-x+30

Din fiecare membru al inecuatiei anterioare, scadem cel

o qoae T 3-x427-(2-x+30)<2-x+30—(2-x+30)

Efectuand calculele, rezulta inecuatia echivalenta: x-3<0

Scriem multimea solutiilor inecuatiei: S =(-00, 3]

3. Formularea raspunsului: Pentru a raspunde corect cerintei vom alege dintre solutiile inecuatiei pe cele
care corespund restrictiilor date de situatia reala care a fost modelata matematic. Institutul ,,va mai angaja
matematicieni”, adica numarul matematicienilor angajati este un numar natural nenul. Suntem acum 1n masura
s oferim raspunsul corect: Institutul de cercetare va angaja 1, 2 sau 3 matematicieni.
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S . a
E Aplicatia 1. Scrieti inecuatia 5

Problema 2. in doua silozuri, au fost depozitate 2800 t de furaje, respectiv

m 1300 t de furaje. Din primul depozit se livreaza catre ferme
zootehnice 100 t furaje pe zi, iar din al doilea depozit se
livreaza 25 t furaje pe zi. Determinati numarul de zile in
care, dupa livrare, cantitatea de furaje ramasa in primul siloz
este cel putin dubla fata de cea ramasa in cel de-al doilea.

Solutie. 1. Modelare matematica: Notam cu x numarul de zile in care, dupa livrare, cantitatea de furaje din
primul depozit este cel putin dubla fatad de cea ramasa in cel de-al doilea depozit. Atunci, cantitatea de furaje
ramasa in primul siloz este 2800 —100 x (tone), iar cantitatea de furaje ramasa in cel de-al doilea siloz este
1300 — 25x (tone). Deoarece dupa x zile ,,cantitatea de furaje ramasa in primul siloz este cel putin dubla fata
de cea ramasa in cel de-al doilea”, se obtine inecuatia 2800 — 100 x > 2(1300 — 25x), reductibild la o inecuatie
de forma ax + b5 > 0.

2. Rezolvarea inecuatiei: 2800 — 100 x > 2(1300 — 25x) <> 2800 — 100 x > 2600 — 50x | — (2600 — 50x) <
<2800 - 100 x — 2600 + 50x >0 < — 50 x +200 > 0 = S = (—o0, 4].

3. Formularea raspunsului: 2800 > 1300 - 2. Cantitatea de furaje din primul depozit este cel putin dubla
fatd de cea ramasa in cel de-al doilea siloz inainte de prima livrare si riméane cu aceastd proprietate timp de
4 livrari, deci timp de 4 zile. De exemplu, dupa 3 zile, cantitatea ramasa in primul siloz este de 2500 t, cea
ramasa 1n al doilea siloz este de 1225 t 51 2500 > 2 - 1225.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Observatie. Din studiul inecuatiilor de aceastd
forma, excludem posibilitatea ca bx + ¢ sa fie 0,

x+c<0 (>7572)7

a, b € R*, ¢ € R sub forma mx +n <0 (>). deoarece raportul . nu ar avea sens.
X +C
Inecuatia Tehnica de folosire a regulii semnelor Transformarea inecuatiei
3 .
<0. a>0si <0 =bx+c<0 3>0, deci <0 & -2x+5<0
—2x+5 X+ ¢ “2x+5 A )
-8 .a =8
2) <0. a<0si <0=bx+tc>0 —8<0, deci <0< -2x+5%0
-2x+5 bx+c 2x+5A T T "%
12
3) > 0. a>0si >0 =bx+c>0 12 >0, deci >0 <-2x+5>0
—2x+5 T obx+c 2x+54 __4
! > 0. a<0si 9 S0=bxte<0 —7<0, deci >0 < -2x+5<0
—2x+5 bx+c —-2x+5

Observatie. Folosind faptul ca a este nenul, deducem usor ca inecuatia <0 este echivalenta cu inecuatia

bx+c
<0, iar inecuatia >0 este echivalenta cu inecuatia >0.
bx+c bx+c bx+c
. . . a . o . ..
g Concluzie: Toate inecuatiile de forma . <0 (>,<,>),unde a, b € R*, ¢ € R, sunt reductibile la inecuatii
X+ c

de forma mx +n <0 (> ), unde, m si n sunt numere reale, m # 0.
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Aplicatia 2. Inecuatii de forma |ax+ b|< ¢ (<), unde a € R*, b, c ER

Tema de portofoliu
Problema 3 Reformulare

Determinati numerele reale x ~ Rezolvati in multimea Rezolvati in mulfimea numerelor reale

pentru care numerelor reale inecuatia inecuatiile:
|2x+7|<5 |2x+7|<5 a)|2x+7|<0
b) | 2x+7|<-5.

Solutie. | 2x + 7| <5 < —5<2x + 7 < 5. Adunam la ambii membri —7, efectudm calculele si obtinem
—12 < 2x < =2, care prin impartirea ambilor membri la 2, devine — 6 < x < —1. Multimea solutiilor inecuatiei
date este S=(—6,-1).

Generalizarea problemei 3 Reformulare
Determinati numerele reale x pentru care Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia
|lax+b|<c,undea € R*, b,c ER |ax+b|<c,unde a € R*, b, c ER.

Solutie. 1) Daca ¢ >0, |ax + b | < ¢ < — ¢ <ax + b < ¢. Adunam la ambii membri —b, efectudm calculele si
: R . . . —c—b c—b
obtinem —¢ — b < ax < ¢ — b. Impartind ambii membri la a, rezulta <x<

a a
. . —-c—b c-b
inecuatiei date este S = ) .

a a

2) Daca ¢ <0, inecuatia | ax + b | < ¢ nu are nicio solutie, deoarece modulul niciunui numar real nu este negativ.

. Multimea solutiilor

Problema 4. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia | ax + b | < ¢, unde a € R*, b, ¢ € R.

Solutie. 1) Daca ¢ >0, | ax + b | <c < —c <ax + b < c. Adunam la ambii membri —b, efectudm calculele si

. Y . . . —Cc— c— . .
obtinem —c — b < ax < ¢ — b. Impdrtind ambii membri la a, rezulta <x< . Multimea solutiilor
. . —c—-b c-b 4 a
inecuatiei date este S = , .

a a b
2) Daca ¢ =0, inecuatia devine |ax + b | <0,deciax + b=0,cua #0, adica x = ——si S ={——} .
a a

3) Daca ¢ <0, inecuatia | ax + b | < ¢ nu are nicio solutie, deoarece modulul niciunui numar real nu este negativ.

Stim sa aplicam. ldentificam conexiuni

<0. Solu;ie,;<0<:>—2x+5<0<:>—2x+5<0|—5<:>
—2x+5 —2x+5

2x<=5|:(2)=x>25515=(2,5; »).
2. Rezolvati inecuatia —————

4 —4
>0.  Solutie. ————>0 <> 3x—/12<0.

x =12 omie By —J12

Bx=V12<0]+ 12 & Bx<J12]: 3 ©x<2

$iS=(—oo,2).

1. Rezolvati inecuatia
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3. Un patrat are lungimea laturii egald cu x cm, unde x este un numar natural. Dimensiunile unui dreptunghi,
exprimate in centimetri, sunt egale cu 5x — 14, respectiv 8.

- . . < . . C . P . .
Notam cu P, si ‘P, perimetrul patratului, respectiv al dreptunghiului. Raportul dintre 5- =L si ‘P, este cel putin
egal cu 1. 2
Determinati cel mai mic numar natural x prin care se poate exprima lungimea laturii patratului, in centimetri.

Solutie. Semiperimetrul patratului, exprimat in cm, este 2x. Perimetrul dreptunghiului, exprimat in centimetri,
este 2(5x — 14 + 8), deci 10x — 12. Cum ,,Raportul dintre 5 il si P, este cel putin egal cu 17, obtinem inecuatia
5x 2
5x—6
Rezolvam inecuatia in multimea numerelor reale:
S5x 5x-6)+6 5x—-6 6
&S —21e +

>1.

>1 > >l <

5x—-6 5x—6 5x-6 S5x—-6

1+

o >1|-1< >0, deci 5x — 6 > 0, cu multimea solutiilor (1,2; o).

X — S5x—
Dimensiunile patratului si cele ale dreptunghiului sunt numere pozitive, deci x > 0 si 5x — 14 > 0, cu multimile
solutiilor (0; o), respectiv (2,8; ).
Atunci, valorile cautate ale lui x apartin intersectiei (1,2; ©) N (0; o) N (2,8; o), deci x € (2,8; o).
Cel mai mic numar natural x din acest interval, prin care se exprima lungimea laturii patratului in cm, este 3.

t6,d
éf;}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Verificati daca printre elementele multimii E Punctele O, 4, B, C sunt reprezentate pe axa
A=1{-3,-1,0, 2, 5}sunt solutii ale inecuatiei numerelor. Aflati valorile Intregi ale numarului
5:-x-2<x+6,x e R, x pentru care A(x — 1) si B(x + 2) sunt situate

B Determinati elementele multimii pe segmentul OC, O(0) si C(6).

n In figura de mai jos sunt reprezentate suprafetele

1 4 ..
B _{_2’_5 0, 5 ’ \/g}’ care nu sunt solutii ale dreptunghiulare D, si D,. Notam cu cA,, respec-

inecuatiei 4 - x > 2 + x. tiv cA4,, aria suprafetelor dreptunghiulare D,,
B Rezolvati in numere reale urmatoarele respectiv D,. Aflati x pentru fiecare din situatiile:
inecuatii: 20 em
’ , a)A, <A -
a) 2 x+3<x+; YA =ed, san®] Dy
b) 3-y+7>-5-y+3; b) A, = A
¢) —1022 - (z+1)+z; b Ds
1
d)0,5 - 1+= <15 t+4. 7 Ocdi>edy
n Rezolvati inecuatiile: RCZOITEI mecuafiile: 6 xem
2 1 7 a) <0; b) >0;
a) — x— - >-; 9x—-18 —-2x-5
3 5 15 N
b)1,3 - x—13<2-x+8; 0 3 <0: d) 2 <0:
0 —2-x+1>—5-x+1_ —Sx-2 1,6x-3,2
s 2 7
e) 5 >0; f) 10 >0.
g Aa+3) 2x-2 0,(3)x - 0,(6) 2x+1
-3 9
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a) Demonstrati ca
—8x+17=-2(4x-7)+3;

b) Rezolvati inecuatia 17 <2
4x -7
n Rezolvati inecuatiile:
a)|—4x+3|<2;
b) | -3x -5/ <3;

18

©)—v2]05x-02 >,

10
d) x_3x+2 <0:
e) ‘5_x+6 <0;
£ s 6 <1,

Calculand 2 - (z+1) -3 - (z—2), obtinem un
numar mai mic decat 10. Aflati z stiind ca este
un numar intreg negativ.

Determinati valorile numarului natural n,

b

pentru care este numar pozitiv.

5-1,2-n
a) Scrieti numerele intregi care au valoarea
absoluta cel mult 3.
b) Scrieti patru numere irationale care au
valoarea absoluta mai mica decat 1,8.

Rezolvati inecuatiile:

a)|x|<2;

b) |x—-2|<3;

)1 —-x|<0;

d)-15-|x-1|>-105;
e)3—|4x-1]|20;

x| - (x—4)>0.

In triunghiul ABC, AB = 8 cm,

BC=3 -x-10)cm, 4C= (10 —x) cm.
Aflati valorile numarului natural x pentru care
triunghiul este isoscel.

Trei caiete si patru pixuri costa 27 lei. Aflati
pretul minim posibil si pretul maxim posibil
al unui caiet, stiind ca acesta este exprimat
in lei, printr-un numar natural.

Intervale de numere reale. Inecuatiiin R

8 E

Sandu a avut de rezolvat, in numere reale,
x—2

inecuatia % <0,(6). El scrie pe caiet

urmatoarele:

x—2 s_2)3<:> Y2 A < 4re
-6 3 -6 -6

Sx <=2,

S = (—o, -2]

Analizati rezolvarea inecuatiei si stabiliti daca
Sandu a rezolvat corect inecuatia. Justificati
raspunsul dat.

a) Dacdaa e(%,+00j ,aratatica 15 -a—3>0.

b) Daca 2:b-1

€ (—oo, 3), aratati ca

-3-b+16>1.

Rezolvati inecuatiile:
x+1 1 _x

a) o>
32 6

b)x+/2 - 1 <x /8 +|-1
2-x 1 X 5

) —+—<—+——;
-3 -4 -6 -12

d)3'(x—%)—2'(x+%)£4‘(x—%).

b

a) Determinati multimile
x'+1

A={xeR|——>0!,
4.x-12

B={xeR|3 - x+824 -x+5>2 x-1}si

cz{xeR|—2g¥s4}.

b) Ardtatica C\ 4 = B.
Aflati carui interval apartin numerele de forma

l—a\/g, dacda e (\E,\B) .

Determinati x € R stiind ca 3 —2x € (-1, 1].
l+a

Se considerd intervalele: 1, = (—00, 5 } si

I,=[a—1,+o0).

a) Determinati g astfel incat 7, N 1, # &.

b) Aflati pentru ce valori ale lui a intersectia
intervalelor (/; N 1,) contine numai numere
naturale.

™1
™1

~
o
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TEST DE AUTOEVALUARE Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul I.
La cerintele urmatoare alegeti litera care indica varianta corectd,; doar un raspuns este corect.

9 | 1. Multimea valorilor numirului natural » pentru care expresia /1,5 —0,75-n are sens, este:

A, {0}; B.  {0,1}; C. {L,2}; D. {0,1,2}.
5p | 2. Cel mai mic numdr din multimea {x eN | | x|< 3} este:
A, -2 B. -I; C. 0 D. 1.
5p | 3. Scrisd ca interval, multimea {x € R | 37" <x <3° Jeste:
1 1 1 1
-0, ~.0]; ~1; o1,
A [ 3 ) B (3 j « ( 3 j b (3 j
e 7
9 | 4. Suma numerelor intregi din intervalul L—? 7) este:
A 35 B. -2 C. -1; D. 0.
5p | 5. Dacaa=»b+2sibe[-3,2], atunci ¢ apartine intervalului:
A, [-1,0]; B. [1,0]; C. [1,4]; D. [-1,4].

X
3p | 6. Cel mai mare numar real x care verifica inegalitatea ﬁ ~J12>x43 este:

A 4 B. -3 cC. -2 D. o.
5p | 7. Multimea solutiilor inecuatiei 44-x — 484 < 0 contine » numere naturale. Atunci, n este:
A. 10 B. 11 C. 12 D. 13.

5p | 8. Multimea solutiilor inecuatiei 2 - x+ 1 >-3 - x -9 este:
A. [—2,+oo) ; B. (—oo,—2] ; C. [2,+oo) ; D. .
Subiectul al II-lea. La problemele urmatoare, se cer rezolvari complete.

10p | 1. Se considera cercurile C,(0,, r) si C,(0,, 3 cm) asa incat O, O, = 10 cm. Aflati valorile
numarului 7, stiind cd este numdr natural, iar cercurile &, si €, sunt secante.
10p | 2. Fie multimea M = {x € Z|-3 <x <5} si intervalul I = (a, b),a € Z,b € Z, a < b.

Aflati numerele a si b, stiind ca suma elementelor multimii M N I este egala cu 5.

Subiectul al I11-lea. La problemele urmadtoare, se cer rezolvari complete.

1. Fie 4 = (-3, —%) si B multimea numerelor reale care au partea intreaga egald cu —3.
5p | a) Determinati multimea B.

10p | b) CalculatiA U B, ANB, A\B, B\ A.

10p | 2. a) Rezolvati inecuatiile:

(1) 4- x—% < x-025 2) 2-x-21>x-3"1

si notati S, respectiv S, multimile solutiilor acestora.

o . 1
3p | b) Determinati numarul natural n, stiind cd — € §; N S,.
n
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CAPITOLUL

Calcul algebric in R
n Operatii cu numere reale

Formule de calcul prescurtat

Descompuneri in factori utilizand reguli de calcul

Ecuatii de forma ax2+ bx+c=0,undea, b,c e R

a Fractii algebrice. Operatii cu fractii algebrice

b4 ol -~

(12022]32]042]52]62
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Operatii cu numere reale

L1. Operatii cu numere reale

_ Cuvantul algebra provine din limba araba (al-jabr). Radacinile algebrei provin
din Babilonul antic. Babilonienii au dezvoltat un sistem aritmetic avansat, lucru evident mai ales
in modalitatea algoritmica de a efectua calculele. Metodele algebrice standard au aparut datorita
matematicianului 4/-Horezmi (Muhammad ibn Musa Khwarizmi), care aproximativ intre anii 780
si 850, a elaborat celebra sa lucrare, Cartea adunarii si scaderii dupd metodele indiene.

Pe multimea numerelor reale, am studiat urmatoarele operatii: adunarea, scaderea, inmultirea, impartirea,
carora li s-au adaugat ridicarea la putere si radacina patrata a unui numar real.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

u Efectuati calculele urmatoare. Precizati proprietatile folosite in fiecare etapa de calcul.

m » (—ﬁ+5)+ﬁ. b)(%-s)\/?

a) Rezolvare Justificari b) Rezolvare Justificari
1
_ _ 5|3 =
( ﬁ+5)+\f Start (\E j V3 = Start
] NG

= [ 54 (_ﬁ )J + /7 = Folosim comutativitatea Folosn.nncomutatwltatea
adundrii numerelor reale 5- = inmultirii numerelor reale.

-

. s Folosim asociativitatea
=54 [ 1) +7 } _ Folosim asociativitatea .. 1 N . o
( ) adunirii numerelor reale. 5 3 3 inmultirii numerelor reale.
sio Opusul numarului —/7 este —5.1= Inlversul ?umérului\/g este
= —+ =]
T si (—ﬁ)+ﬁ=0. — si—3=1.
NEINE
_s 0 este element neutru in raport _s 1 este element neutru in
cu adunarea numerelor reale. raport cu inmultirea.

(—\/7 +5) + \/7 =5 Finalizare (LSJ \/5 =5 Finalizare

7
&) Se considerd suma de numere reale S = S + (—%) +J14 + (—\/E )

. . . . . 2
m a) Fara a utiliza un calculator, aproximati la zecimi, prin lipsa, numarul: 5 + (_Ej .

b) Utilizand un calculator, aproximati prin lipsd, la zecimi, fiecare dintre numerele 14 si v/27.
¢) Utilizand aproximarile anterioare, estimati' valoarea sumei S.

I Dacd pentru efectuarea unui calcul folosim aproximari ale numerelor care intervin, atunci vom obtine o estimare a rezultatului corect.
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7 2 =
Rezolvare: a) s + (_Ej 7 4 _7.8_ 1 ~—0,4. b)\/ﬁz3,7 si \/ﬁ ~5,1.

Deci S~-0,4+3,7-5,1=-5,5+3,7=-1,8. Rezulta S~ —1,8.

Tema de portofoliu @

1. Descrieti ordinea efectudrii operatiilor cu numere reale si modul de folosire a parantezelor in operatiile cu
numere reale.
2. Compuneti doud exercitii de calcul. Rezolvati-le, descriind fiecare etapa si explicand ordinea efectudrii operatiilor.

6.4
@g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

.l Calculati: n Calculati:
a) 53 + 243 - 443, \ . (v3)"
b) 442 ~ 52 + 342 ) (V2) (V2): m e
¢) —24/5 +10V5 —6/5 (\/3)
— — _ . 3 3
T - (21507 447) 47 ) [(ﬁ)z} : d) (V2-45) ;
)4+ /4; )9+ 9. ;
B Copiati pe caiete, apoi completati tabelul: @ . F
e) 72 f) v27°.
a |23 |12 |45 Vo e 2
b N 37 |4de Calcula‘gl.2 5 i
a+b 145 W (243) : by (-3v2) ;
_ _ 1 2
a-b a1l |57 9 (__ \/Ej ; e \/g)g_
b |-5\3 14411 8| 2 ) ,
B o 5 Copiati pe caiete si completati tabelul:
Copiati si completati tabelul:
a |33 |52 67 a| 2
b |22 ~45 83 —“ ~3
a-b 10310 3672 1
Y 5| =
a:h 22 2 |23 2
1 a?
b1 -
9 a’ 1672
n Calculati: n Calculati a + b — ¢ pentru:
a) 24332 V6. b) 4S5 345; a)a=23 —5,b=3J2 — 23,
¢) 611 : 2411 ; d) 108419 : 36319 c=-5+32.
B Calculati: b)a=2- J5 ,b= 47 + 2\/5,
a) 6\/5:3\/5; b)—lO\/EZS\/g; c=\/§—4\/7.

0 2749 : 943 d) 43 - 547 K Caiculati: a) 1246 : 24/3;
¢) 2410 - 545 ; f) 88 - 442 . b) 20527 : 4495 ¢) 7263 : (-4V7) : (—3).
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L2. Calcule cu numere reale reprezentate prin litere

Comparati numerele:

)7+ 3v2 si7+ 243;

b) —5v2 + 11si —/49 + 11.
Rationalizati numitorii si simplificati, daca
este posibil:

a) 23 b) 10

V2 N

_4\/_ d) 15

SENC 2J15°

Calculati:

o (28] w (0]

7Y 1245 )
o[ 5] d)(TJ‘

Calculati in doud moduri:

0|55 [ E) e

0 (G35 (3]
Efectuati

RN BN G BN
& Tm T
RN N Sy
N TN I3

Rezolvam si observam

o
)

B¢

44

a) Intr-o clasa sunt 3 randuri de cate doua banci, cu cate

Determinati x din egalitatile:

X JE X 2 V2
Ve TR
x 2 5
c) E + ﬁ = ﬁ
Calculati:

N
Sl
- 85
.

7/ N\
S‘_
(e)
|

%‘w
[e]

+
2
[0e]
|98}

_J“_J

=
~

2

—11.

[_L

Se considera numerele a = 4\/5 —\/3_2 +4/128

sib= 5V3 + 427 — 612, Calculati:
a)a—b; b)a-b;, ¢)a:b;, d)a>+ b2
Aratati ca urmatoarele numere sunt rationale:

3 2
3)$*\/§;b)$*\/§;
~ 28,

N—

S

o 2
V7
Dacd a =0,1(6) + /0,36 + 1— \/0,09,

|6
calculati 4|— - a.
7

mmwm
b By gt

2 elevi in fiecare banca si un rand de doua banci cu cate

3 elevi in fiecare banca. Determinati numarul elevilor

care sunt in clasa.

b) Determinati numarul elevilor daca in clasa sunt x
randuri de cate y banci cu cate 2 elevi in fiecare banca
si un rand cu z banci, cu cate 3 elevi in fiecare banca.

Solutie.a) (3-2)-2+(1-2)-3=18
In clasd sunt 18 elevi.
b)(x-y)-2+(1-z)-3=2xy+3z
In clasd sunt 2xy + 3z elevi.

Un dreptunghi are latimea @ = 3 metri si lungimea b = 6 metri. Un alt dreptunghi, de aceeasi arie, are
latimea cu ¢ = 2 metri mai mica decat lungimea primului dreptunghi. Calculati lungimea celui de-al

doilea dreptunghi.
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Solutie. Cele doua dreptunghiuri au aceeasi arie, ab. Cum latimea celui de-al doilea este cu ¢ mai mica decat
ab

b-c

lungimea primului, atunci, al doilea dreptunghi are lungimea de

6-2

Pentru a =3, b = 6 si ¢ =2, lungimea este =4.5 (m).

. ab . . .
Despre 2xy + 3z si o se spune ca sunt expresii algebrice.

Descoperim, intelegem, exemplificam

A. Expresie algebrica

Notiunea de expresie algebrica poate fi descrisa prin operatii cu Exemple de nedeterminate:
numere reale cunoscute si cu numere reale necunoscute care sunt a,b,....x,y, ... (numere reale
reprezentate prin litere, numite uneori variabile sau nedeterminate. necunoscute)

Elementele multimii R si nedeterminatele sunt expresii algebrice.

Suma, diferenta, produsul si raportul a doua expresii algebrice sunt Exemple de expresii algebrice:
expresii algebrice, impartirea la 0 fiind exclusa.
Prin ridicarea la putere a unei expresii algebrice se obtine 6; %; a;5-x—4;-6(x+y);
o expresie algebrica. 3
Radacina patratd a unei expresii algebrice, daca are sens, este ab+3x—=2; \Jx=2y;
o expresie algebrica. )
Modulul unei expresii algebrice este o expresie algebrica. *y- 1; % x=2 y‘-
a

O expresie algebricd poate avea una, doud sau mai multe variabile. O expresie algebrica oarecare cu o singura
variabild x se noteaza, de reguld, E sau E(x), care se citeste ,,£ de x”. O expresie algebrica oarecare cu doua
necunoscute x si y se noteaza, de regula, £ sau E(x, y) care se citeste ,,£ de x si y”. Litera £ poate fi inlocuita si cu
alte litere, eventual Insotite de indici. La fel se procedeaza pentru expresiile algebrice cu mai multe necunoscute.
Observatie. In practica, daca nu exista posibilitatea unei confuzii, vom numi expresiile algebrice, simplu, expresii.

Exemplul 1: Putem nota expresia algebrica —2x +3 | Exemplul 2: Putem nota expresia algebrica u2 — 2uv + 3
cu £, cu E(x) sau cu E,(x). cu F, cu Fy(u,v), cu F(u,v), cu A(u,v) etc.

Vom scrie: Vom scrie:

E=-2x+3sau E(x)=—2x+3sau E\(x) =—2x+3 F=u?—-2uv+ 3 sau F,(u,v) = u> — 2uv + 3 etc.

B. inmultirea si ridicarea la putere a numerelor reale reprezentate prin litere
Produs algebric. Produs algebric restrins

Problema 1. Se considera un cub cu muchia de lungime x cm si un
paralelipiped dreptunghic cu lungimea de x ori lungimea muchiei cubului,
inaltimea de 1,5 ori lungimea muchiei cubului, iar latimea de y cm. Calculati
volumul paralelipipedului. S|

>
1,5x

\
1
u:\\:
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Solutie. Volumul unui paralelipiped dreptunghic este produsul dintre lungime, latime si Tndltime, exprimate
in aceeasi unitate de masura. Dimensiunile paralelipipedului, exprimate in centimetri, sunt:
lungimea = x - x, latimea = y, Tnéltimea = 1,5 - x.

Volumul paralelipipedului dreptunghic, exprimat in cm3, este U= (x - x) - y - (1,5 - x).

Proprietatea de asociativitate a Tnmultirii numerelor reale ne permite sa renuntdm la paranteze, deci
V=x-x"y 15 x;

Folosind comutativitatea si asociativitatea inmultirii, scriem U= 1,5 - (x - x * x) - y, deci U = 1,5x%.

Un produs in care factorii produsului sunt Exemple: x-x-y- L5 x
numere reale sau litere (care reprezinta numere 5 1
reale) este numit produs algebric. (=2)-x-yezoxey DY
Pentru n numar natural nenul, puterea a n-a a unui numar real x este produsul algebric x - x - ... x, avand n

factori identici si se noteaza x”.
Pentru valorile nenule ale lui x, are loc relatia x —7= (x 1)~

@Aten,tie/ 0° nu are sens.

Utilizand regulile de calcul cu numere reale un  Exemple: 1). Produsul algebricx - x -y - 1,5 - x
produs algebric se poate restrange. nu este un produs algebric restrans. Efectuand

Un produs algebric este produs algebric restrans  calculele rezulta produsul algebric restrans 1,5x3y.
daca un singur factor al produsului (numit coeficient) ~ Prin urmare: x - x - y - 1,5 - x = 1,5x3y.

este numar real, iar restul factorilor sunt litere care

apar o singura data si au exponentii numere naturale. )

A efe_ctua sau a calcula un pfodus algebric insﬁeamné —3x3 g2 2230 )20,
a scrie acel produs sub forma de produs restrans.

produs algebric

La un produs algebric restrdans distingem
coeficientul produsului si partea literala.

C. Reducerea termenilor asemenea

Suma algebrica. Termeni asemenea

suma algebrica

O succ.esiune de adunari si scaderi de Eroduse o . - o :"— coeficientii A
algebrice se numeste Sumé algebrica. In acest ——x5)? 207 —Tx 49 ' termenilor sumei:
context, produsele algebrice se numesc termenii 2 :
sumei algebrice, iar coeficientii lor se numesc — i _l 2.7, 9
coeficientii termenilor sumei. v ¢ ¢ ¢ i 2

( termenii sumei R -

Doi sau mai multi termeni restrnsi ai unei sume al- = 2x)3 — 7xp + 3,5x + 2,3xy — 5x)3 + 8 —\/5 xy
gebrice se numesc fermeni asemenea daca au aceeasi = termeni asemenea: 2x)3 si —5x)?
parte literala. termeni asemenea: —7xy, 2,3xy si —/3 xy
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Reducerea termenilor asemenea

Utilizand metoda factorului comun, o suma algebrica care are tofi termenii asemenea se transforma

in produs algebric.

Exemplu:

S, =2 xyz? - 3xyz> + 0,2 xyz? —
=(2-3+0,2)xyz2 —

S, =-0,8xyz? —

suma algebrica cu toti termenii asemenea

metoda factorului comun
produs algebric

Operatia prin care o suma algebrica cu toti termenii asemenea se transforma in produs algebric se numeste

reducerea termenilor asemenea.

Dezvoltarea unui produs dintre doud sume algebrice

Calculati: (—a + b)(c — d) Etapele calculului
—a+b)(c—d)
( ) X ? se noteaza (¢ —d) cux
(—a+tb)x ? se aplica distributivitatea inmultirii fatd de adunare
—ax + bx Q se inlocuieste x cu (¢ — d)
\ c o q- . .. A C e -
a(c—d)+b(c—d) ? sevaphca distributivitatea Inmultirii fata de adunare /
scadere
—(ac — ad)+ bc — bd "> | finalizare
(—a+b)c—d)y=-ac+ ad+ bc—bd J

Observatii: 1. Produsul a doud sume algebrice este o suma algebrica.

2. Dezvoltarea produsului dintre doua sume algebrice
reprezintd scrierea produsului respectiv ca o suma
algebrica restransa.

3. Suma algebrica restransa este o suma algebrica care
nu contine termeni asemenea.

4. Schema alaturata ilustreaza grafic modul de cal-
cul al produsului dintre S, 51 .5,, unde S, =—a + b si
S, =c—d. Acest calcul justifica regula de dezvoltare
a produsului dintre doud sume algebrice oarecare.

Regula

(b

~

(za)(=d

Se inmulteste fiecare termen al primei sume cu

fiecare termen al celeilalte sume.
Se insumeaza produsele algebrice rezultate.

Se restrang termenii sumei si se pun in evidentd

termenil asemenea.
Se reduc termenii asemenea.
Se scrie rezultatul final:

Comentariu.

u U U U

+b)(=d)=

—bd
(£ b)c =+ bc

|(za

a +b)(

][=fac+ad+bcf bd]

Exemplu: Calculati produsul (—2x — 3)(4 — 3x)
(2x)-4 (2x)(=3x) (-3)4 (3)(—3x)
(-2x) -4+ (2x)  (-3x)+(-3) -4+ (-3)(-3x)
—8x +6x2—-12+9x

x+6x2-12
(2x-3)4-3x)=6x2+x—12

Rezultatul unui calcul cu numere reale reprezentate prin litere este o expresie algebrica.
In particular, produsele si sumele algebrice sunt expresii algebrice.

Calculul algebricin R
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Calculam:

1. (=3x2y)3 = (=3)3 - (x2)3 - y3 = —27x6)3

—27x%y’ 27 x 1
kAL AN .
3xy'z 3 42 y4 =z 9xtylz

w9

o (= +5xy+Tx) - Bxy +x2y—3x—-2z) =
=—x%y+5xy+Tx—3xy—x%y+3x+2z=

=1-Dxy+G5-3)xy+(7+3)x+2z=
=-2x2y + 2xy + 10x + 2z

b

X2x—y)=x-2x+x- (=) =2x2—xy

wn

c 2x(x=-3y+1)="2x-x-2x-(3y)—-2x- 1=

Identificam proprietatile/regulile folosite.

* operatii cu puteri

* regula semnelor

* inmultirea fractiilor
* operatii cu puteri

* asociativitatea adundrii, tinand cont de faptul
ca semnul minus in fata parantezei echivaleaza
cu inmultirea numarului —1 cu suma scrisa in
paranteza, folosind distributivitatea inmultirii
fatda de adunare.

* reducerea termenilor asemenea.

* distributivitatea iInmultirii fatd de adunare:
a(b+c)=ab+ac

» distributivitatea inmultirii fatd de adunare:

=_2x2+ 6xy — 2x a(b+c+d)y=ab+ac+ad

W/ BN UV REE La cerintele urmitoare alegeti varianta corecta; doar un rispuns este corect.

1. Rezultatul calculului 4x2+ [x - (x + 6) — (5x2+ 2x)] este:

A. 2x B. —4x C. 4x D. 6x

2. Dacda A =3x — y si B=2x + 5y, atunci rezultatul calculului 2x - 4 +y - B este:

A. x2+5)?2 B. 6x2+)? C. x2+)2 D. 6x2+ 5)2

3. Perimetrul unui dreptunghi este 4a + 2b, a > 0, b > 0, iar lungimea uneia dintre laturi este 2a cm.
Aria dreptungiului este:

A.a - bcm? B.—2-a-bcm? C.2a-bcm? D. a?- b2 cm?

6]
@? Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Restrangeti produsul algebric:

a)3a - 6 (—2ab) b) -3 - 2x - (—x)

c) %w%b-(—%a} d) —%xza - (—6x2a2)
n Se considerd sumele

B Copiati pe caiete suma
S, =3x2—Tx—x3—5x2+9x + 15.

a) Subliniati termenii sumei cu o linie sau cu
douad linii astfel Incat toti termenii subliniati
cu o linie sa fie asemenea si toti termenii
subliniati cu doua linii sa fie asemenea.

b) Rezolvati cerinta a) pentru suma

S, =—2ab*+ 3cd — Tab? + 3 cd - ab2.

1 .
S, =3xyz? —Exyz2 +0,2xyz% si

S, =—-3ax+ S Sax + 7ax.

Utilizand metoda factorului comun,
transformati fiecare suma in produs algebric.

48
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Reduceti termenii asemenea:

a) 3x —x + 5x — Tx;

b)x—2-3x+5;

¢)0,2-0,3x+0,5-0,7x.

Calculati, in functie de x, perimetrele

urmatoarelor figuri geometrice:
ABCD este dreptunghi

D C

x+5
A B

EFGH este paralelogram six > 3
H, G

x—3
2x+ 10

F

AMNP este isoscel six >0
M

2x+3

N x+1 P

Reduceti termenii asemenea:

a) Sx + (—4x +2y) — (5x—7y) — (9y + 3x);
b)y2—2y+3-Q@y—-1+y)+(1+5y);

) —\/Ex2y +2x)2+3 \/Exzy —2xy%;

d) (0,1x +0,7x2-0,3) + (0,3x2 + 0,9x + 1,3);
©) 32 x-23y+6)-(V18x-12y).

Efectuati Tnmultirile:

1
a) 2ab? - (-3a?b); b) —5x2 'Exyz' (—x);
c) @-%azb-\/gb; d) x(x — 2);

e)x(—x+ty-1); f) —4xy(3x — 2y).

Se considera 4 =—x +)2—2si B=3 + 2 —2x.

a) Scrieti suma 4 + B ca o suma algebrica
restransa.

b) Scrieti expresia 34 — B in forma cea mai
simpla.

¢) Calculati numerele 4 si B pentrux =—1
siy=2.

Calculul algebricin R

n Efectuati impartirile:

a) (2x2+3x) : x;
b) (x%y —xy? + x%?) : xy;
¢) (2x3y —x2 y2 + 4x2y) : 2xy.

m Fie x un numar natural si4 =3x—1, B=—x.

a) Aratati ca 4 + B este numar natural impar,
oricare ar fi numdrul x natural si nenul.

b) Scrieti expresia algebricda —24 + 5B in
forma restransa.

¢) Aratati ca 4 + 3B este numar intreg.

Efectuati inmultirile si apoi reduceti termenii

asemenea:

a) (x + 1)2x - 1);

b) (x — 2)(—2x + 3);

¢) (0,5x — 1)(10x + 2);

d) (x— D2 +x+ 1);

e)(x+ )(x2—x+1).

Fie a, b, ¢ numere reale, ¢ # 0.

Probati egalitdtile (a +b):c=a:c+b:c

si(a—b):c=a:c—b:c, pentru:

1) a=25,b=30,c=-5.

2)a=6x,b=9x, c=-3x.

Efectuati ridicarile la putere:

a) (—a*b)’;

1 2
(L2
)(3xyz

©) (\/Eabzc)3-

1
Fie4=-3x%,B= gxyz, C=xy

Efectuati calculele si scrieti rezultatul in forma
restransa:
a)A-B-C b)A-B:C «¢)4? -B:(C!

Se considera 4 = —\/Exyz% B= \/gxzyz si
C=43 x)?z. Calculati:

a)A- B C;

b)A-C:B;

0)(4-B): (V3 0).

Efectuati calculele si scrieti rezultatul in forma
cea mai simpla:

a) x(—2x + 1) + 3x(x -2);

b) 2x +3)(x— 1)+ (3x—2)(—x +5);

¢) (-5x+2)(Bx— 1)+ (15x + 7)(x — 3);

d) (x — 1)(-5x +3) + Sx(x — 1);
e)(x+2)(x2-2x+4)—x3+8§;

f) Qx—1)(4x2+2x+ 1)+ 1 —8x3.
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Formule de calcul prescurtat

L1. Patratul unui binom. Produsul dintre suma si diferenta a doi termeni

Problema 1. In figura alaturati, ABCD este o suprafata patratica, formata A M B
din reuniunea suprafetelor patratice MONB si OQDP si a suprafetelor 0
dreptunghiulare ONCP si AMOQ, iar lungimile a si b sunt exprimate in 0 N

aceeasi unitate de masura.

a) Calculati ariile suprafetelor patratice OODP si MONB.

b) Calculati ariile suprafetelor dreptunghiulare ONCP si AMOQ.

¢) Calculati aria suprafetei patratice ABCD in doua moduri si deduceti ca
(a +b)2=a?+2ab + b, oricare ar fi numerele reale pozitive a si b. a b

Solutie. a) A oopp) = a% A ons) = b*
b) C/4(ONCP) =a- b, CA(AMOQ) =a- b
¢) Observam ca cA zcp) = A oopr) + Awons) + Aonery + Awumoo), Dt cApep) = (@ + b)? si folosind
rezultatele anterioare, rezulta egalitatea (a + b)? = a? + 2ab + b2, oricare ar fi numerele reale si pozitive
asib.

Concluzie. Patratul sumei a doi termeni pozitivi este egal cu suma dintre pdtratele celor doi termeni
si dublul produsului acestora.

Problema 2. In figura alaturata, ABCD, MONB si OQDP sunt suprafete A M B
m patratice, iar ABNQ si MBCP sunt suprafete dreptunghiulare. Lungimile
a i b sunt exprimate In aceeasi unitate de masura. N
a) Calculati ariile suprafetelor OODP, MBCP, ABNQ si MONB.
b) Calculati aria suprafetei patratice OQDP in doua moduri si deduceti ca
(a —b)?=a?—2ab + b2, oricare ar fi numerele reale pozitive a si b.
Solutie. ) A\pgpm = (@ = b Ayem = ab; Ay, = @b Apons = b p 1€

b) Observam ca CA(OQDP) = cA(ABCD) - CA(MBCP) - CA(ABNQ) + c/4(11401\/13).
Cum A 3¢, = @2, tindnd cont de rezultatele anterioare, rezulta egalitatea (a — b)? = a® — 2ab + b, oricare ar
fi numerele reale pozitive a si b.
Concluzie. Patratul diferentei a doi termeni pozitivi este egal cu diferenta dintre suma patratelor celor doi
termeni $1 dublul produsului acestora.

A a B M

Problema 3. in figura aliturati, ABCD si ONPC sunt suprafete patratice, iar
m ONMB si OCDQ sunt suprafete dreptunghiulare. Lungimile a si b sunt
exprimate 1n aceeasi unitate de masura. u
a) Calculati ariile suprafetelor AMNQ, ABCD, BMPC, OCDQ si ONPC. 0 o) N

b) Exprimati aria suprafetei AMNQ in doud moduri si deduceti ca
(a + b)(a —b) = a2 — b2, oricare ar fi numerele reale pozitive a si b, cu a > b.

>l

D Clp P
Solutie. a) A g, = (a + b)(a = b); Aypep) = @5 A ppery = abs A pepo = ab; A onpey= b2
b) Observam ca A yyno) = A ey  Awpmre) — Aocpo) = Aoneey = @* + ab — ab — b2.
Cum A yynp) = (a + b)(a — ), tinnd cont de rezultatele anterioare, rezultd egalitatea
(a+b)(a—b)=a?— b?, oricare ar fi numerele reale si pozitive a si b, cu a > b.
Concluzie. Produsul dintre suma si diferenta a doi termeni pozitivi este egal cu diferenta patratelor termenilor.
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Descoperim, intelegem, exemplificam

Intrucat lungimile segmentelor sunt numere pozitive, egalititile demonstrate in problemele anterioare au fost
justificate doar pentru cazul cand numerele « si b sunt mai mari decat 0.
Vom demonstra, prin calcul algebric, justetea celor trei egalitati pentru doua numere reale oarecare.

Problema 4. Dezvoltand expresia algebrica din membrul Solutie:
m stang, dovediti ca fiecare dintre urmatoarele egalitati a)(atbyP=(a+b)at+b)y=a>+ab+ba+ b=

este adevarata, oricare ar fi numerele reale a si b. =a2+ 2ab + b2.

a) (a+ b)2=a%+2ab + b? b) (a-bP=(a-b)a-b)=a>—ab—-ba+b>=
b) (a — b)>=a?—2ab + b? =a?—2ab + b?

¢) (a+b)a—Db)=a*— b2 ¢) (a+b)a—b)y=a?—ab+ ba—b*=a’>—- b

Observatie. Cele trei egalitati au fost demonstrate fara a fi necesar s stabilim conditii pentru valorile pe
care le pot lua variabilele a si b. Astfel de egalitati se numesc identitati sau formule. Vom numi identitatile
enumerate mai sus identitati remarcabile sau formule de calcul prescurtat. Acestea sunt utilizate frecvent
pentru efectuarea unor calcule algebrice.

Concluzie. Oricare ar fi numerele reale a si b, au loc urmatoarele formule de calcul prescurtat:

@ Pitratul sumei 9 Patratul diferentei &) Produsul dintre suma
a doi termeni a doi termeni si diferenta a doi termeni IZl
(a+b)?2=a?+2ab + b2 (a-b)2=a%-2ab+ b2 (a+b)a-b)=a>-12

Exemple:

1) (@=bP=a+(=bP+2 a - (=b)=a@+b -2 a b=a>—2ab+ b2
2) (<2x +3)2 = (=2x)2 +32+2 - (=2x) ' 3 =4x2+ 9 — 12x =4x2 — 12x +9

Stim sa aplicam, identificdm conexiuni

“ Dezvoltati expresiile algebrice E, = (—2x2y + x?)? 51 E, = (2x2 — 5x)(2x2 + 5x).

E, = (-2x% + xp?)? E, = (2x* - 5x)(2x* + 5x)

Etapele rezolvarii: Rezolvare Etapele rezolvarii: Rezolvare

Identificim cei doi ™ E| =(2x2y + x12)? Identificdm cei doi ter- ™ F, = (2x2 — 5x)(2x2 + 5x)
termeni ai sumei meni ai sumei, care sunt si

algebrice termeni ai diferentei:

Aplicam formula ™ £ = (2x2y)2 + (12)> + | Aplicim formula de cal- ™ E, = (2x2 )2 — (5x)?
pentru patratul sumei + 2(=2x%y) - (x2) cul pentru produsul sumei

a doi termeni. cu diferenta a doi termeni

Efectuim calculele ™ E| = 4x%2 + x2 y4— 4x3)3, | Efectuim calculele: =P, = dx* - 25x2

Finalizam = (-2x2y + xy? )2 = Finalizam = (2x2 — 5x)(2x2 + 5x) =
= 4x4y? + x24 — 4x3)3 = 4x* — 25x2

9 Utilizati formulele de calcul prescurtat pentru a calcula: a) 612,  b) 592, ¢) 61-59.
Solutie.

a)612=(60+1)2=602+2-60 1+ 12=3600+ 120 + 1 =3721

b) 592=(60—-1)2=602—-2-60 - 1+ 12=3600 — 120 + 1 = 3481

€) 61 -59=(60+1)60-1)=602-12=3600—1=3599
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te.d
&)ﬁg Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Pentru fiecare dintre urmatoarele sume algebrice

2x + 3y; \/5 -t 72\/5; —2xy +4z; —4u—0,5v:

a) subliniati cu o linie primul termen si cu
doua linii al doilea termen;

b) dezvoltati patratul sumei si scrieti expresia
obtinutd n forma restransa.

Dezvoltati urmatoarele expresii algebrice:

a) Bx+1)% b) (2a + 3b)?;
¢) (5a—2b)% d) (4u + 3v)%
e) (4xy —3z)% ) (4xy + 32)%

Folosind formulele de calcul prescurtat,
calculati:

a) 1012; 1022; 1052

b) 992; 1992; 572;

¢) 1,12; 0,92; 10012.

Copiati tabelele pe caiet, apoi completati
etapele de rezolvare si rezolvarea.

Dezvoltarea expresiei (—ax + by)?

Etapele de rezolvare

Rezolvarea

Dezvoltarea expresiei (ax — by)?

Etapele de rezolvare

Rezolvarea

52

B Folosind formula de calcul pentru patratul unei

sume algebrice, calculati:
a) (x> +2y)% b) (4x —3y)%
) (V2x+3)’; d) (x - 5y)

e) (%x—yj ; i)[x+%j .

Folosind formula de calcul pentru produsul
dintre suma si diferenta a doi termeni, calculati:

a) Bx+y)(Bx—y); b) (Sx—%)(Ser%);
©) (\/g—x) (\/§+x).

Folosind formulele de calcul prescurtat
potrivite, calculati:

a) 101-99; b) 102 - 98;

¢) 299 - 301; d) 805 - 795; e)4,1-3.9.
Folosind formulele de calcul prescurtat
potrivite, calculati:

a) (7a+5)% (3b—5¢)%; Qu+v)Q2u —v);

1 P (2 ’
b)|—a+3|;|=Zx- ;
)(2“ j (3x 3y)
la+lb la—lb )
32 \3 2 )

¢) (N5 a+3)% (N2x =3y
(N2p+ V59 (N2p-59).

Efectuati, folosind formulele de calcul

prescurtat.

a) (x +2y)> + (x - 2y)(x + 2y);

b) Bx—y)2—(Bx +5)(3x-5);

¢) (1 -5y +(1+5y)2-252-2;

d)2+x)2+(1+x)2-3+x)>

Se considera expresia algebrica

Ex)=(2x-3)2+2(2x-3)2x + 3) + (2x + 3)%.

a) Aratati ca expresia E(x) este patratul unei
expresii algebrice, oricare ar fi numarul real x.

. 2

b) Aratati cd pentru x = B
n=2x-3)2+22x-3)2x+3) + (2x + 3)?
este un numar natural.

Efectuati calculele si reduceti termenii

asemenea:

a) 3x(x + 1)2 — (2x — 3)(2x + 3)2 + x2(5x + 6);

b) 2x(x2—x+1)—-2x(x+ 1)+ (x + 1)+
+ 2x(x%2 + 1);

¢) 11x(2x — 3) — (25x2) : (-5x) + (2x + y)* —
—4x(x +y)—2x(11x — 14).

Calculati, folosind formula de calcul pentru

produsul dintre suma si diferenta a doi

termeni.

a) (x— D+ D2+ 1);

b) (2x — 3)(2x + 3)(4x2 + 9);

¢) (V2 x + 5)(\/2 x = 5)(2x2 + 25).

a) Fie k € R. Calculati (4 - k)2, (4 - k+ 1)2,
4-k+2)2, 4 k+3)

b) Arétati cd restul impartirii unui patrat
perfect la 4 este 0 sau 1.

¢) Demonstrati ca numarul
a(a+ 1)(a+2)(a+3) + 10, nu este patrat
perfect pentru nicio valoare @ € N.
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L2. Aplicatii ale formulelor de calcul prescurtat in rationalizarea numitorilor unor fractii

(I .

1. Daca a este numar rational nenul si \/Z e R\Q, atunci a- \/E eR\Q.

2. Daca numerele a, b, c sunt rationale, @ > 0, ¢ > 0, atunci numerele (\/Z )2 si(b \/E ) \/; sunt
rationale.

3. Dacam e Q si Jn e R\ @, atunci numerele m +n ,m —/n sunt irationale.

4. Daca n si p sunt numere rationale pozitive astfel Incat Jn , \/; e R\ Q, atunci numarul

Jn +4/p este irational. Daca, in plus, n # p, atunci si numarul</n — \/ P este irational.

Observatie. Suma a doud numere irationale poate fi un numar rational sau un numar irational.
Produsul a doud numere irationale poate fi un numar rational sau un numar irational.

5.a) Dacaa € R, b € Q*, atunci se rationalizeaza numitorul

V3)
By, a\b _ab 2 243 23

a
fractiel ——, astfel: —= =
ac,lelﬁ,as e \/E \/Z\/Z b 3 \/5\/5 3

b) Dacaa € R, b € Qsi ¢ € QF, atunci se rationalizeaza
75 w3 32 32 32
. .. a a a-~Jb a\b = = =
numitorul fractiei —=, astfel:

b odb_odb-db b V2 sV22 520 10
- J

Rezolvam si observam

Problema. Se considera numerele a = (2+\/§)2,b: (ﬁ—3)2 ,C= (\/§+\/§)2, d= (ﬁ—ﬁ)z,
e=2+\3) - 2-V3)sif=(V2-V3) (V2 +3).

Determinati multimile {a, b, c,d, e, f} N Q si {a, b, c,d, e, f; N R\Q.

Solutie: Aplicand formulele de calcul prescurtat, obtinem:

a=7+43,b=11-62,c=5+26,d=5-26,e=4-3=1,f=2-3=—1.
Atunci: {a,d, c,d, e, fy NR\Q = {a,b,c,d} si{a,d,c,d,e, f} NQ = {ef}

Descoperim, intelegem, exemplificam

Constatam ca:
.Dacia e Q% b e Q.si b eR\Q,atunci(@a+ b )N a—-~b)=a>—be Q.
2.Daciac Q. beQ,siva, JbeR\Q, a#b,atunci (Va +b)(Ja —b)=a—b e Q.

Formula de calcul prescurtat referitoare la diferenta a doud patrate ne ajuta sa formulam o tehnica de rationalizare
a numitorilor unor fractii.
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Aplicatie. (rationalizarea numitorilor)
a) Pentru a € Q*, b € Q,, astfel incat
1

a++b

cu numitorul numar rational.

Jb e R\ Q, scrieti fractia

aB)

Solutie. Stim ca (a + Jb ) a —b ) =a%— b, care este un
numar rational. Deducem ca putem amplifica fractia cu

a*\/g) 1 _a_\/g
a+b d* -

a —+/b si obtinem , care are numitorul

rational.

a+~b

Observatie. In mod analog,

a-b

b) Pentrua € Q,, b € Q astfel incat
\/; R \/E € R\ Q, scrieti fractia
1

———= cu numitorul numdr rational.
Ja+ b

ﬁﬂﬁ) 1

;- undeae Q*, b e Q,, astfel incat/b € R\ Q.

a —

Solutie. Stim ca (\/E + b )(\/7 —\/E) =a— b, care este

un numar rational. Deducem ca putem amplifica fractia cu

fa-3h) _
\/Z —\/E si obtinem ! f \/Z

numitorul rational. a-b

Ja+b
Ja++b

, carc are

,undea € Q,, b € Q,si \/E, \/EER—Q,a;tb.

Observatie. In mod analog,

Ja—Jb a-b

o
é(:}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Rationalizati numitorii fractiilor:

4 2 5 1 9

3-1" 5417 J6 -2 V2445

Scoateti factorii de sub radical, apoi

rationalizati numitorii fractiilor:

4 6 312
V12427 3-427 V12 -9

10 6

NEENRT IS

1
Calculati: a) ﬁ“'

1

21

1 1 1
D Eatons B
18 5
0% Voo

1 n Efectuati calculele:
V20 R S
Va1 B2 Jaes
3 5 15

1
D) 21 Bz 045 25410

236 Y[ 1 3
V2343 3345 3-203 3 )

Calculati media aritmetica si media geometrica
2 5
1 = - i
a numerelor m 377 B-T7 si
2
n= (\/5 - 3) .

Fie numarul
1 1

1 a0
o] 26

3

b) Calculati

-2 1

Rationalizati numitorii 1612’ 43502

irational.

sib=(V5-+3)
— 54

Aratati cd numarul NCENG + NG

Comparati numerele a = (\/7 ~J5 )71

a) Aratati ca p este numar rational.
-1
V5447 j

. ! !
F1ea=(\/§+\/7_\/§_ﬁ)( V7
J:(\ﬁ—\/g)i%-

2 4
§ib=[

NI RN PO

Stabiliti dacd numarul b — a este sau nu rational.

este
2
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Descompuneri in factori utilizand reguli de calcul

L1. Descompunere in factori folosind factorul comun

ﬁzm N
In multimea numerelor reale, inmultirea este distributiva fatd de adunare.

Exemple:
a-(b+c)y=a-b+a-c, 1.3 - x+2)=3.-x+3-2=3x+6
oricare ar fia, b, c € R 2.7y -(y+3)=Ty - y+Ty-3=T2+2ly
L 3.-5ab - (a—2)=(-5ab) - a + (-5ab) - (-2) =—5a%b + 10ab )

Rezolvam si observam

Proprietatea de distributivitate a inmultirii fata de = g, emplu: Dezvoltati expresia:
adunare ne permite sa scriem produsul a - (b + c) sub x(1+x)(2 —x) i
forma unei sume algebrice.

Expresia algebricd a - (b + ¢) este transformatd = Rezolvare:
in suma a - b + a - ¢. Am invatat, in acest fel, sa | x(1 +x)2-x)=(x+x?) (2-x)=
dezvoltam un produs de factori. =2x—x2+2x2 - x3=—x3+x2+ 2x.

Ne propunem sa identificim modalitati de a scrie o expresie data sub forma unui produs de factori.

Scriind identitateaa - (b +c¢)=a - b+ a - ¢ in forma sa echivalentaa-b+a-c=a - (b + ¢), observam ca:

1. membrul stang al egalitatii este o suma in care a este factor comun pentru termenii ab si ac;

2. membrul drept este produsul dintre factorul comun « si factorul (b + ¢).

Folosind scriereaa - b+a-c=a- (b + c¢), spunem ca ,,am transformat suma a - b+ a - ¢ in produsul @ - (b + ¢),
dand factor comun numarul a” sau ca ,,am descompus suma a - b + a - ¢ 1n factori, folosind factorul comun”.
In general, transformarea unei sume algebrice intr-un produs de expresii algebrice se numeste descompunerea
in factori a sumei date.

Expresiile pe care le-am dezvoltat mai sus pot fi privite si astfel:

Expresia Descompunerea in factori
abta-cH »a-(b+c)
3x+6=3-x+3-2 3 >3 (x+2) SEm-

T:+2ly=Ty - y+7y-3 3 » 7y (y+3)
~5a*b +10ab = —-5ab - a+ (-Sab) - (-2) W » —Sab - (a—2)
-x3+x2+2x 3 » x(1 +x)(2—x)

Observatii.

. . . 1
1. Daca S este o suma algebricd, atunci se poate scrie S =— - (aS5), unde a este un numdr real oarecare nenul,

reprezentat prin nedeterminata a. Prin urmare, dand factor un numar real nenul oarecare, factorul a nefiind
neaparat comun, orice suma algebrica poate fi descompusa in produs de doi factori.

2. Cand ne referim la descompunerea in factori a unei sume, avem 1n vedere doar cazul in care factorul a este
comun pentru toti termenii sumei care urmeaza a fi descompusa.
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Descoperim, intelegem, exemplificam

Descompunerea unei sume algebrice in produs de factori nu este Intotdeauna usor de realizat. Nu existd o
metodd de descompunere valabild pentru orice suma algebrica si nu orice suma algebrica poate fi descom-
pusa 1n factori.

Prin exemple concrete, vom cunoaste cateva metode de descompunere.

Aplicatie. Descompuneti in factori: a) 12x2 — 28x; b) 2x+3)(x —2) - (2x + 3)(-2x + 1).
a) 12x2 — 28x = » Start
=4x - 3x—4x -7 3 » Identificam expresia 4x, factor comun.
=4x(3x—17) 3 » Dam factor comun expresia 4x.

b) 2x+3)(x—2)—(2x+3)(-2x+1) =W ™ Start
=2x+3)x—-2)—2x+3) (2x+1) 3 » Identificam expresia (2x + 3), factor comun.
=2x+3)[(x—2)—(2x+1)] P » Scoatem (2x + 3) factor.
=2x+3)x—2+2x—1) b » Reducem termenii asemenea.

=2x+3)3x—3) 3 » In a doua parantezi identificim factorul comun 3.

=2x+3)-3-(x—1) > » Scoatem pe 3 factor comun.

6.4
@g Exersim, ne antrenim, ne dezvoltim
b) 6x — 12xy + 18xyz=6x - (1 -2y + ...);

n Descompuneti, folosind metoda factorului
o)x3+x2+..=x(..+..+1).

comun:
a) 6x + 6y; b) —8x — 8z [ 5 | Scrieti ca produs urmatoarele expresii:
¢) 3n - 30m; d) a* + 5a4; a) x(x +4) +3(x +4);
¢) 9ab + 6a2; f) ~Sabc + 25bc; b) 2x(x +4/3 ) = 5(x +/3);
g) 4u? — 3uv + 6u; h) 8x3— 6x2 + 2x. ) (x+6)(x—3)+ (x+6)(x+5).
E Descompuneti in factori urmatoarele expresii: n Pentru x € R, se considera expresiile algebrice
a) am + bm; b) 5nmp + 10mp; Ex)=(x-1)x+2)+(x-1)Q2x+5);
1 1 siF(x)=(x—11)(x—-2)— (11 —x);
2 _ . — . > 5
©)p*=pg; d 2Q+2’ a) Aratati cd a —x =— (x —a).
e) V2 a2 +a f) 3ab — 9bed; b) IE)(es)cqrrg}zu)rli;i;(ll )factori expresiile £(x),
- ) , x) si E(x X).
B ]g)) Hx 22a§,A fact h) 4d>=3d ¢) Aratati ca oricare ar fi n € Z, numarul
a)e;c_ollg)une,l in fac 0;1). 3 w2y, E(n) + F(n) este patratul unui numar intreg.
’ 2 27’ EA Descompuneti in factori:
¢) —J6uv+3v;  d)0,3)—0, (6)~ E(x) =3x(x—3) — (x = 3)(2x — 1);
n Determinati termenul care trebuie scris 1n spatiul Fla)=(a+1)2-3a(a+1);
liber pentru a obtine afirmatii adevarate: Gx)=@+2)x+1)—(x+2)2x—1);
a)Ix—Ty+..=7 (x—y+3), Hx)=(x+1)2—x(x+1).
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n Calculati, folosind factorul comun: m Se considera urmatoarea expresie:

a) 20092 + 2008 - 2009 — 4018 - 2009; E(f)= (3t -T7)* + (4t +9) (3¢t-7).
b) 1957 - 1959 — 1958 - 1957, a) Scrieti expresia (3¢ —7)? ca un produs de doi
¢) 2009 - 2010 + 2009 - 2008 — 2009 - 4018; factori.
d) 20092 + 2009 - 2008 — 2009 - 4017. b) Descompuneti expresia £(¢), folosind
KN »)pDacia+b+c=15sid=2 factorul comun.
calculati ad + bd + cd. m Descompuneti in factori:
b) Dacd ab = ac =— 3 calculati a(b + ¢). 3 9 27
¢) Dacd ac = ad = bc=bd =-2 a) 1*5“*3“”5039
calculati (a + b)(c +d) si (a + b)(c — d). b) Bx+1)2—(Bx+ 1)(3x +2) — 6x(3x + 1).

L2. Descompunerea in factori folosind formule de calcul prescurtat

Am demonstrat in lectiile anterioare ca pentru orice doud numere reale, patratul unui binom (suma
algebrica a doi termeni) §i produsul dintre suma i diferenta a doi termeni se pot dezvolta folosind una
dintre formulele:

(a+b)=a%+2ab+ b2 (a—b)>=a?—2ab + b2, respectiv (a + b)(a — b) = a® — b2

Formulele de mai sus pot fi citite siin forma:

a?+2ab+ b2=(a+ b)?, a?—2ab + b2=(a — b)?, a?—b2=(a+b)a-Db).
Obtinem, in acest fel, formule pentru transformarea expresiilor a2 + 2ab + b2, a®> — 2ab + b? sau a? — b?
in produs de factori, adica formule pentru descompunerea in factori a expresiilor.

Dezvoltarea patratului unui binom Restrangerea patratului unui binom/Descompunerea in factori
(a+byP=a?+h2+2a a2+ b2+ 2ab=(a+h)?
(a—b2=a2+h2—2q a2+h2—2ab=(a—bh)?

Observatie. Au loc egalitatile: a> + b2 —2ab=(—a)2+ b?+ 2(—a) b= b2+ (—a)* + 2(-b)a.
Folosind prima formula, obtinem a2 + b % —2ab = (-a + b ) = (a — b)%.

Dezvoltarea produsului dintre suma si diferenta Descompunerea in factori a diferentei a doud
a doi termeni patrate
(a+h)a=b)=a>~ 12 @@= 2= (a+b)a~ 1)

Consideram expresiile 4 = a2 +2ax +x2, B=x2+2x+1,C=4—-12y+ 92, D=4 —x2, E =4 x2- 9 si dorim
sa le descompunem 1in factori, folosind formulele de calcul prescurtat. Vom prelucra fiecare expresie, pentru
a stabili formula care urmeaza sa fie utilizata si pentru a identifica termenii corespunzatori formulei.

Expresia P.regalilrea USAIGT? s Descompunerea in factori Formula folosita
identificarea formulei
A=a2+2ax+x> |A=a*+2ax+? A= (a+x)
a2+ 2+2a :(a+ )2

B=x2+2x+1 B=x2+2x-1+12 B=(x+1)
C=4-12y+92 |[C=22-2-2-C3)+(C)? |C=Q2-3y)PsauC=0Cy—-2) |a2+b?—-2ab=(a—D)?
D=4—x2 D=22—,2 D=2+)2-

x 2+92-) (@t )
E=4x2-9 E=(2x)>-32 E=(2x+3)2x-3)
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Stim sa aplicam. ldentificam conexiuni

A. Descompunerea in factori folosind formula patratului unui binom

1
Exercitiul 1. Descompuneti in factori expresia 9 — 3xy +Zx2y2.

Rezolvare: Etape de rezolvare:
9 =32=(-3)2. Deducem ca un termen este 3 sau —3 1. Identificam doi termeni ai
| | 2 ! 2 , ! expresiei, care sunt patrate
sz d= [Exyj = (—Exyj , deci celalalt termen este — s 7% ale unor expresii algebrice.
| 1 2. Verificam daca unul din cei
Avem: —3xy=2-3 - [——xyj sau —3xy =2 - (-3) (—xy] trei termeni ai expresiei se
2 2 poate obtine inmultind cu 2
Sunt posibile cazurile: produsul celorlalti doi.
1 ’ 2
a) 9 —3xy + —x%2=32+ (—lxy] +2-3: (—lxyj = (3 _lny 3. Se folosesc formulele,
4 2 2 2 evidentiind termenii gasiti.

2 2
1 1 1 1
b)9 —3xy+ —x22=(=3R2+ | =X | +2-(=3):| =xy |=|3+=x
)9 = 3xy+ 3% =(3) [2 yj ( )(zxyj ( 2yj
.. 1 1 2 1 1 2
Descompunerea expresiei este 9 — 3xy +Zx2 2= 3—Exy sau 9 — 3xy + sz 2 = —3+Exy .

Observatii:
Daca etapele 1) si 2) nu sunt simultan adevarate, metoda de descompunere descrisd nu poate fi aplicata.
In mod obisnuit se foloseste varianta a), dar oricare din variante este corecta.

B. Descompunerea in factori folosind formula diferentei a doua patrate

Exercitiul 2. Descompuneti in factori expresia 3x*y2— 4z2.

Rezolvare: Etape de rezolvare:
342 = ( ﬁxzy)z §i 422 = (22)2 1. Observgm cé cei doi termeni ai dlfc.e.ren‘;el se
pot scrie ca patrate ale unor expresii.
3xty2— 422 = (3xp) — (22)? 2. Scriem expresia ca diferentd a doua patrate.
(\/§x2y)2 - (2z2= (\/ngy + 2z)(\/§x2y -2z) 3. Folosim formula de descompunere.
3x4y2— 422 = (\[3x2y + 22)(\3x2y — 22). 4. Scriem descompunerea expresiei.

Exercitiul 3. Descompuneti in factori: a) 16x*2 + 40x2y + 25; b) 4x2— 14x + 12; ¢) 25 — 16x2; d) x*+ 4.

Rezolvare: Etape de rezolvare:
a) 16x%2 + 40x2y + 25 16x%2 = (4x2y)2, iar 25 = 52
= (4x2y)2 + 40x2y + (5)2 40x2)2 =2 (4x2y) - 5
= (4% + 2:(4%) - 5+ 52= (dxdy + 5
b) 4x2— 14x + 12 4x2=(2x)2, 12 = (\/E )2 , iar —14x este al treilea termen
2
= (xp-14x +(V12) si—14x % - 2(2x) - V12
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Concluzie: Expresia 4x2— 14x + 12 nu se poate descompune in factori folosind formula patratului unui binom.
In lectia urmatoare vom cunoaste alte metode de descompunere in factori (vezi Aplicatia 2 a).

€) 25— 16x2= 52— (4x)> = (5— 4x)(5 + 4x), deci 25 — 16x2 = (5 — 4x) (5 + 4x)

d) x*+4; x* = (x2)? 14 =22; x*+ 4 = (x2)2 + 22, Nu putem aplica formula, pentru ca expresia nu este diferenta
a doua patrate. Aceasta este o suma de patrate si nu se poate descompune prin aceastd metoda (vezi Aplicatia
2 b din lectia urmatoare).

o
gf)ﬁ g‘ Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Descompuneti in factori expresiile algebrice: n Utilizand descompunerea in factori, calculati:
a) x2+ 10x + 25; b) )2 -6y +9; a) 982+2-98-2 +22; b)2012—-2-201 +1;
¢) x2)2 + 4xy + 4; d) 100 — 20ab + a?b?; ¢) 1042 - 962 d) 42 - 192242,
e) 16x2+ 8x + 1; H8NH2—-18y +1; n Descompuneti in factori diferentele de patrate:
g) 4x2 —28x +49; h) 9x2 — 12xy + 4y?; a) y2 —25; b) 4x2 - 1;
i)5x2+ 245x+1;  j) 32— 24 xp+ 222 €) 25 - 4% d) 81x2 - 16y%;
B Copiati ete si letati | e) 1,69x2 — 1,44, ) 1-2,25x%2,
opiati pe caiete si completati termenul care o ) .
lipseste pentru a obtine patratul unui binom: n Scrieti ca patratul unei sume sau diferente:
2) 92— 6a+ .. b) 252+ 4+ . : a) a* + 8a% + 16; b) 81 — 72b% + 16b%;
N2 —12p+.;  dXR+5+..; 022 +2\2x+ 1 d))2+23y+3.
e)3-2 J6 Yo f)1—6b+.... n Scrieti ca produs de numere reale folosind
. . . formulele de calcul prescurtat:
| 3 | Descompuneti in factori expresiile: a) 992 _ [2; b)9962 — 42;
a)(x -2y +2(x-2)+ 1 ¢) 1992 — 1982 d) 742 -2 - 74 - 49 + 492;
b) (m + 5) = 40m + 5) + 4; €) 9992 +2 - 999 - 1001 + 10012,
€) (xr+3)=2x + Hx — D+ (x = 1) B Descompuneti in factori:
d) 9x*222 + 24x2yz + 16; ’
€) 4(x — 2)* — 12(x—2) +9. a) - x+ b) 7x2— 2/7x + 1;
n ];eigirxgz?netl in facto:)l). - O+ é_ 06 d) 9 _% ;
¢) 4x?—25; d) 9x%2— 16; e) (x +2)2—1; f) x2 + 10xy + 25)2;
€)4(2x—1)2-49; 1) 81x?—4. g) (/3)2 —x2; h)3x2—-2 i)2x2—5,
N Descompuneti in factori: EN Demonstrati ca diferenta patratelor a doud
a) a?b? -9, b) x2y2 —1,21; numere naturale consecutive este un numar
¢) x2—2; d) 5a% 3. natural impar.

L3. Alte metode de descompunere in factori

Am cunoscut, in lectiile anterioare, tehnici de descompunere 1n factori a expresiior algebrice folosind factorul
comun sau folosind formulele de calcul prescurtat. Am aflat apoi cd, in anumite situatii, este avantajos ca
termenii expresiei sa fie grupati, vizand folosirea factorului comun, de mai multe ori.

Vom descoperi ca de cele mai multe ori, pentru descompunerea in factori a unei expresii algebrice se
impletesc tehnicile, scriind convenabil termenii expresiei, prelucrand expresia, folosind artificii de calcul'.

I Artificiu de calcul = procedeul prin care scriem termenii expresiei astfel incat sa identificam factorul comun, modul de grupare
a termenilor sau formulele de calcul pe care dorim sa le folosim
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Rezolvam si observam

Exercitiul 1. [[T]

Scrieti (x + 2)(x + 3) ca suma algebrica.

Exercitiul 2. [T}

Transformati x2 + 5x + 6 in produsul a doua sume.

Etapele rezolvarii Rezolvare Etapele rezolvarii Rezolvare
A H Start (x+2)(x+3) Start xX2+5x+6
E . 5x=3x+2x =x2+Bx+2x)+2-3
Dezvoltarea produsului =x2+3x+2x+2-3 6=2 -3 =2+ 3x+2x+2-3
Reducerea termenilor =x2+3x+2x+6 Factor comun x =x(x+3)+2(x+3)
Factor comun 2 =x(x+3)+2x+3)
asemeneca =x2+5x+6 Factor comun (x + 3) =(x+2)(x+3)

Concluzie: (x +2)(x +3)=x2+5x +6.
Observatie. x* + 5x + 6 este dezvoltarea expresiei
algebrice (x +2)(x + 3).

Concluzie: x2 + 5x + 6 = (x + 2)(x + 3).
Observatie. (x + 2)(x + 3) este descompunerea in

factori a expresiei algebrice x* + 5x + 6.

Exercitiul 3. m Demonstrati ca orice expresie algebrica de forma x2 + mx poate fi scrisa ca o diferenta de patrate.

Metoda in trei pasi:

O Sai S m (m) (mY
criem mx = - X 5 x2+2'x-—+£2) _[2j
9 Identificam termenul care lipseste pentru a obtine patratul unei N 2 ;
Y
sume. _ _ . patratul sumei
Scriem expresia, punand in evidenta patratul sumei. w2 (m P
u Restrangem patratul sumei si obtinem o diferenta de patrate. x2+ mx =(x + Ej - (Ej
Aplicatia 1. Descompuneti in factori: a?+ b2+ ¢>+ 2ab + 2ac +2bc.
Etapele rezolvarii Rezolvare:

Grupam termenii, convenabil

Aplicam formule de calcul si dam factor comun
Factor comun

Factor comun

Regula de calcul

Concluzie. a>+ b* + ¢2+ 2ab + 2ac + 2bc = (a + b+ ¢)2.

Aplicatia 2. Descompuneti in factori: a) 4x2— 14x + 12;

Etapele rezolvarii

Scriem expresia, folosind un artificiu de calcul

Grupam termenii

Scoatem factor comun in fiecare grupa: 2x pentru prima
grupa si 3 pentru grupa a doua

Scoatem factor comun (2x — 4)

Din prima paranteza se scoate factor comun 2

60

a?+ b2+ 2+ 2ab + 2ac + 2bc
=(a?+ 2ab + b?) + (ac + bc)+ (ac + be+ ¢?)
=(at+by+clatbh)+clatbtc)

=(a+tbtc)atbtc)=(atbtc)

c)x’ —ix+l.
3

b) x* + 4;
3

Rezolvare:

a) 4x2 — 14x+ 12
=4x2 - 8x — 6x+ 12
= (4x2 - 8x) — (6x — 12)
=2x(2x—4) — 3(2x — 4)
=2x-4)2x-3)
=2(x-2)2x-3)
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Folosim un artificiu de calcul

Grupam primii trei termeni

Restrangem patratul din paranteza

Scriem expresia ca diferenta de patrate
Descompunem 1n factori diferenta patratelor
Folosim regulile de calcul

Se foloseste metoda in trei pasi, prin care expresia

. 4 : . < <
algebrica x’ —Ex se scrie ca o diferentd de patrate:

2 (2 (2Y
xz—ix =x2—2-x-g=x2—2-x~—+ —|—-1=1] =|x
3 3 3 3 3

Aplicatia 3.

m a) Scrieti expresia £, =x? + 10x +26 ca suma de
patrate si calculati valoarea expresiei pentru
x=-3.

b) Scrieti expresia £, = x> — 20x + 104 ca suma
de patrate si calculati valoarea expresiei pentru
x = 10.

¢) Utilizand inegalitatea a2 > 0, oricare ar fi a € R,
demonstrati ca x2+ 10x +26 > 1, pentru orice x real.

d) Utilizand inegalitatea —a2 < 0, oricare ar fi a € R,
demonstrati ca — x2 + 20x — 104 < —4, pentru
orice x real.

Observatie. Se constatd urmatoarele:
1.E(-5)=

b) x*+ 4
=(x2)2+22+2  x2 2 —4x?
=[(x?)?+22+2 - x2 2] — 4x?
=(x2+2)? - 4x?
=(x?+2)? - (2x)?
=[O +2)+ (2] - [ +2) = (20)]
=(x2+2+2x)  (x>+2-2x)

) x° _4,.41
3 3

=3)-6)

2
inlocuim x” ——x cu( —EJ ( J

s _(g)z 14,1 (1
calculam 3 3— 9 3— 3

descompunem in factori diferenta de
patrate si efectuam calculele din paranteze

a)E, = x>+ 10x + 26 = x>+ 10x + 25 + 1
E=(x+52+ 1251 E/(-5)=1.

b) E,=x2—20x + 104 =x2 — 20x + 100 + 4 =
E,=(x—10)2+22si E,(10) = 4.

¢) Din (x + 5)2 > 0, rezultd (x + 5)2+ 12> 1 si
x2+10x + 26 > 1, pentru orice x € R.

d)—x2 + 20x — 104 = — (x2 — 20x + 104) =

—[(x=10)2+22]=—(x — 10)2—
Din — (x — 10)2< 0 rezulta — (x — 10)2—22< 4,
deci —x2 + 20x — 104 < 4, pentru orice x € R.

1 si E,(x) > 1, pentru orice x real. Vom spune ca 1 este valoarea minima a expresiei E,.

2. E,(10) =4 si E,(x) <-4, pentru orice x real. Vom spune ca —4 este valoarea maxima

a expresiei £,.

Tema de portofoliu

a) Demonstrati ca valoarea minima a expresiei x2 —

4x + 7 este 3.

b) Demonstrati cd valoarea minima a expresiei x2 + 6x + 10 este 1.
Folosind afirmatia ,,Daca a si b sunt numere pozitive cu £, > a si E, > b, atunci E, - E,> ab”, demonstrati ca

(x2—4x + 7)(x2+ 6x + 10) > 3, oricare ar fi x € R.

Calculul algebricin R

61



86
@g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Descompuneti in factori:

62

a)(xty)-a?—(x+ty)-b%

b) ax? + bx2 — ay? — by?;

¢) 49a% + 14a(2x + 1) + 2x + 1)%;

d) (3 -x)2+6(R3—x)+9.
Descompuneti in factori, grupand termenii
convenabil.

a) 3ax? + 4ax? + 6a%x + 8a?x?;

b) 12a2b3 + 4a2b + 9ab? + 3a;

¢) 2xy + 3x2y — 4x%)2 — 6x3)2;

d) 5x2 + 2a%x — 10ax — 4a3.

Descompuneti in factori:

a) x2 —2x — 35; b) x2 + 16x + 63;
) x2—x—2; d) y* + 64;
e) 15x2+ 7x —2; f) 3x2 - 5x—2;

g) 5x2+ 13x - 6; h) x2 —12x + 35.

Descompuneti in factori:

a) 8lx*—16;

b) 256x%* — 1;

¢)xz+6x+9 2%

d) Bx+2)2-2-Bx—-2)3x+2)— 12— 18x;

e) (B3x—2)2x+1)-3(2x+ 1)+ 2x(2x + 1);

) 4 -2 - (x + 1)%

g) 16(x +3)2—9(x + 2)2;

Fie expresiile £=x2—-9

siF=x+3)3x-4)—-(x+3)2x—1).

a) Calculati valoarea numerica a expresiei £
pentru x = 0, apoi pentru x = —1.

b) Calculati valoarea expresiei F pentru x = 0,
apoi pentru x = —1.

¢) Descompuneti in factori cele doud expresii

si verificati daca £ = F, oricare ar fi x € R.

Descompuneti in factori expresia
E=9x2-44+ 3x+2)(x-2).
Utilizand identitatea (x + a)(x + b) =x2 +

+(a+b)-x+a-b,descompuneti in factori:

a)x2+5x+6; b)x2—9x+20;
¢)x2+6x—7;, d)xz—12x+ 20;
e)x2—8x+15; f)x2—3x-28.

Se considera un triunghi cu lungimile laturilor

a, b si c. Demonstrati ca:

a) Daca a* + b* — ¢* = 2a?h?, atunci triunghiul
este dreptunghic.

b) Daca a2b — b%a + b%c — ¢*b = a*c — c?a,
atunci triunghiul este isoscel.

¢) ab + bc + ac = a2 + b2 + ¢2, atunci triunghiul
este echilateral.

Aratati ca numarul

a=1-2-3-4+(x2+2x)(x2—1)este

divizibil cu 24, oricare ar fi x numar intreg.

Demonstrati ca oricare ar fi ¢, numar real, au

loc relatiile:

a)a’+t4a+42>0 b) a2 - 6a >-9.

Determinati valoarea minima a fiecareia dintre

expresiile:

a)x2+2x+2,xeR b)9x2-6x-3,x R

¢) Bx—2)3x+4),x e R.

Determinati valoarea maxima a fiecareia dintre

expresiile:

a)x2,xeR b)-7-6x—x%,x e R

¢) (2x—1)3-2x),x € R.

. 3
a) Demonstrati ca 1 +x +x2 > 1 oricare ar fi x,
numar real.
b) Stiind cd x € R, determinati valoarea

minima a expresiei (1 +x +x2)(1 —x + x2).
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L&. Aplicatii practice

In multe situatii practice, suntem nevoiti si efectudam calcule rapide, uneori cu numere destul de mari. Formulele

de calcul prescurtat ne ajuta sa economisim timp.

Aplicatia 1. Calculul ariei unei suprafete dreptunghiulare sau patratice, cu dimensiuni care permit folosirea

formulelor de calcul.

Rezolvare. Daca suprafata este dreptunghiulara, cu
dimensiunile a si b, atunci aria suprafetei este <4 = ab.
a)cA =ab=1005-995= (1000 +5) - (1000 —5) =
=10002 - 25 =1 000 000 — 25 =999 975 (m?).
b)cA=ab=693-707=(700-7) - (700 + 7) =

=7002—49 =490 000 — 49 =489 951 (m?).

1.1. Calculati aria suprafetei unui teren in forma
dreptunghiulara, cu dimensiunile:
a) a=1005 m si b =995 m;
b)a=693 msib=707 m.

1.2. Calculati aria suprafetei unui teren in forma

patratica, stiind ca:
a) latura patratului este ¢ = 51 m;
b) latura patratului este a = 48 m.

Rezolvare. Daca suprafata este patratica si are latura a,
atunci aria suprafetei este <4 = a2.
a)A=a2=512=(50+1)2=2500 + 100 + 1 =2601 (m?).
b) A = a?=482= (50 —2)2=2500 — 200 + 4 = 2304 (m?).

Observatie. Cu putin antrenament, astfel de calcule se pot face Tn memorie, foarte repede.

Aplicatia 2. Calculul unor arii folosind formule de calcul prescurtat.

Imaginea de mai jos reprezinta o jucdrie veche din lemn.
Discurile suprapuse desenate reprezinta suprafata unei
roti a jucdriei. Cele doud discuri au acelasi centru, iar
razele lor sunt exprimate in centimetri.

Discul albastru are

raza r, iar diferenta

dintre razele celor doua A

discuri este de 2 cm.

Aria suprafetei colorate

cu rosu se poate exprima prin expresia algebrica cA(m, ).

a) Scrieti expresia cA(m, 7) ca suma algebrica.

b) Scrieti expresia cA(m, ) ca o diferenta de doud patrate.

¢) Folosind subpunctele a) si b), descompuneti expresia
A(m, r), prin doua metode.

d) Pentru a colora o suprafatd de 1 cm?, este necesar un
gram de vopsea. Stiind ca » =5 cm, verificati daca este
suficientd o cantitate de vopsea de 75,4 g, pentru
colorarea suprafetei rosii. Justificati raspunsul.

Concluzie: pentru colorarea suprafetei rosii este
suficienta cantitatea 75,4 grame de vopsea.

Rezolvare.
a) A(m, r)=n(r+ 272 —nrr=n(r>+ 4r+4) —nr2=
=4nr + 4n, deci A(m, r) = 4nr + 4m.

b) A(x, ) =[\/E(r + 2)]2 —(\/Er)z .

¢) I. Folosim subpunctul a) si metoda factorului
comun: A(xw, r)=4n (r+ 1).
I1. Descompunem diferenta patratelor de la b):

A, =[x (r+2)+mr |[Vr(r+2)-Vmr ],
deci A(r, r) = (2\/51» +2n )2V .

Scoatem factor comun 2 /1 si rezulta:

A(m, r) =4n(r + 1).

d) Az, r) = 4n(r + 1), r = 5 cm. Suprafata rosie
are aria <4 = 24w cm?. Pentru colorarea ei, este
necesara cantitatea de exact 24w grame de vopsea.

Se stie ca 3,1415 <t < 3,1416

3,1415<n<3,1416 | - 24

24 -3,1415<24 - 1<3,1416 - 24

75,3960 <24 - 1 <75,3984 <754
24 -1 <754

Aplicatia 3. Exprimarea unor arii ca expresii algebrice, folosind formule de calcul prescurtat.

Pe un teren avand suprafata dreptunghiulard urmeaza sa fie construita o casa.

Schita alaturata contine urmatoarele informatii:
— casa se construieste pe o suprafata patratica, de latura x;

— suprafata de culoare gri reprezinta o alee cu latimea de 2m;

— suprafata colorata cu verde reprezinta gradina casei;
— toate lungimile sunt exprimate n metri.

Calculul algebricin R
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Se noteaza cu A aria totald a terenului, cu <A, aria aleii si cu A4, aria gradinii.

a) Calculati A, A, si A, in functie de x si scrieti expresiile ¢4, A4, si <A, sub forma unor sume algebrice
restranse.
b) Calculati A, A, si A, in cazul x = 10 m.

c) Aratati ca expresia <A, este o diferenta de doua patrate.

Rezolvare.
a) A= (2x + 5)(x + 2+ 3)=2x2 + 15x + 25. Se observa ca suprafata terenului pe care este amplasata
constructia, impreuna cu aleea formeaza o suprafata patratica a carei laturi este x + 2.

Rezulta x2+ A, =(x +2)2,deunde A, = (x + 22— x2=4x + 4, A, =A - (x+2)2=2x + S)x +5) - (x + 2=
=x2+ 11x +21.
b) Inlocuind x cu 10 in sumele algebrice obtinute anterior, rezultd: <A = 375 m?; A, = 44 m%; A, = 331 m2.
¢)cA, =x2+ 11x + 21

Se scrie x2 + 11x ca o diferentd de doud patrate <«—» cA,=

Rezulta <

26 ]
@? Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Un teren se descompune in

64
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doua suprafete: suprafata patra-
ticda ABCD si cea dreptunghiu-
larda AMNP, unde AM este doua DM A
treimi din AB si AP = AB.
Notdm cu <A, aria suprafetei
patratice, cu cA, aria suprafetei
dreptunghiulare si cu <A aria
totald a terenului.
a) Demonstrati ca x € [1,5; ).
b) Calculati <A, A, sicA. Scrieti fiecare
rezultat ca o suma algebrica redusa.
¢) Verificati egalitatea <4 = 15 (2x — 3)2.
d) Calculati aria totala a terenului, stiind ca
x = 15 metri.
Fie n un numar natural, n > 2.
a) Dovediti ca: n2— (n —-1)2=2n-1.
b) Folosind punctul precedent, calculati dife-
renta dintre patratele numerelor 272 si 271.
Marginile exterioare ale ramei tabloului din
imagine formeaza un patrat
cu latura de 143 cm, iar
marginile interioare formeaza
un patrat cu latura de 133 cm.
Folosind o formula de calcul,
convenabil aleasd, calculati
rapid aria ramei.

6x-9

2 2
x+E _ (4 +21
2 2

oty [+ - (@j

n Triunghiul dreptunghic ABC are catetele AB =x cm

s1 AC =3 cm, iar triunghiul dreptunghic MNP are

catetele MN si MP. Lungimea lui MN este egala

cu dublul lungimii lui 4B, iar lungimea lui NP

este cux cm mai mica decat lungimea catetei AC.

a) Calculati patratul lungimii catetei MP.

b) Calculati patratul ariei triunghiului MNP.

¢) Demonstrati ca x € (0, 1).

Folosind o formula de calcul prescurtat, aleasa

convenabil, calculati:

a) 397 - 403; b) 53%; ¢) 542; d) 562; e) 572

a) Fie expresia algebrica n2 — (n + 1)(n — 1).
Efectuati calcule si reduceti termenii asemenea.

b) Fara a folosi calculatorul si fara a efectua
niciun calcul, precizati valoarea expresiei
numerice 4,132 - 5,13 - 3,13.

In desenul de mai jos sunt reprezentate

un triunghi isoscel si un patrat. Lungimile

laturilor sunt exprimate in aceeasi unitate de

masurd. Aflati multimea numerelor reale x

pentru care un sfert din aria triunghiului este

cel putin egala cu aria patratului.

J2x—4

/

M/
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Fractii algebrice. Operatii cu fractii algebrice

L1. Fractii algebrice. Multimea de definitie a unei fractii algebrice.

Valoarea numerica a unei expresii algebrice

Rezolvam si observam

Problema 1.

Tudor merge la librarie pentru a-si

cumpdra caiete. El stie ca un caiet

costd y lei, dar la librarie afld ca la

fiecare caiet cumparat, se va face o

reducere de 0,5 lei. Tudor are x lei si

constatd cd poate cumpara caiete de
toti acesti bani.

a) Exprimati, printr-o expresie alge-
bricd, numarul caietelor pe care
le poate cumpara Tudor, folosind
toti banii.

b) Mihai, prietenul Iui Tudor fi
spune acestuia ca véanzatorul

trebuie sa-i dea caiete.
2y—-1

Stabiliti daca Mihai are dreptate.

¢) Stiind cd x = 10,50 si y = 2,

calculati numarul caietelor pe

care le cumpara Tudor, folosind

toti banii.

Problema 2.

Lungimea laturii unui patrat este a,
iar lungimea bazei unui dreptunghi
este b, acestea fiind exprimate cu
aceeasi unitate de masura.

Daca se micsoreaza baza
dreptunghiului cu doua unitati, se

Rezolvare

a) Notam cu n numarul caietelor pe care le poate cumpara Tudor, cu
_ p pretul unui caiet si cu c costul total.

Inainte de reducere, un caiet costa y lei, iar dupa reducere costa
(y—0,5) lei, decip =y —0,5.

Suma de bani pe care o are Tudor este x lei, deci costul total este

c
¢ = x. Atunci, n =, adicd numarul caietelor pe care le poate
P

cumpara este n = .
P y=0,5

X
b) Amplificam fractia 7-0.5 cu?2si

x 2-x 2x .
= =———. Mihai a avut dreptate.
y=-0,5 2.(y-0,5 2y-1
¢) Inlocuind x si y in expresia algebricd prin care este exprimat
numarul caietelor, rezulta

10,5 2105 10,5-2 21

2)

n= 20,5 = s - 152 =3 = 7 (caiete).

Rezolvare

a) Notam cu 4 aria noului dreptunghi si cu /4 indltimea acestuia,
aria patratului fiind a2. )

a
-2

Deoarece A =(b—2) - h, rezulta a>2= (b —2) - h,deci h = b
Noul dreptunghi are perimetrul

P=2-{(b—2)+ ‘fJ:z-{(b‘—zM“_}

obtine un nou dreptunghi, care are b b—2 b-2
aria egala cu aria patratului.
a) Calculati indltimea si perimetrul b —4b+4+a’ 24’ +2b° -8b+8
noului dreptunghi. - h_2 B h_2
b) Rezolvati problema in cazul , , ,
a=20m§1b=4cm‘ b)h: 2 :2(01’1’1),P:22 +2-4 _8.4+8=8(cm).
4-2 4-2
Observatii:
2 2 2
1. Expresiile algebrice al ; 2x ; a ; 2a” ~8b+2b" +8 , obtinute in problemele anterioare, se
y—0,5 2y—-1 b-2 b-2

numesc rapoarte de numere reale reprezentate prin litere sau fractii algebrice.
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2. Consideram fractia algebrica
y —_

numite nedeterminate sau variabile, o notam cu F(x, y), citim ,,F de x si y” si scriem F(x,y) =

2.1. Daca in fractia algebrica
2-10,5 21 Y-
2.2-1 3
numerica 7 pentru x = 10,5 si y = 2.

2.2. Daca 1n fractia algebrica

. Pentru a evidentia faptul ca aceasta depinde de numerele reale x si y,

2x
2y—1"

X . . . . .
1inloculm nedeterminata x cu 10,5 si nedeterminata y cu 2, obtinem

—= 7. Vom scrie F(10, 5; 2) = 7 si vom spune ca fractia algebrica F(x, y) are valoarea

X . . . . . .
] inlocuim nedeterminata y cu 0,5, numitorul fractiei devine 0. Deoarece

impartirea la 0 nu are sens, spunem ca fractia algebrica nu are valoarea definita sau nu este definita sau
ca nu are sens pentru y = 2, indiferent de valoarea pe care variabila x ar lua-o.

3. Deoarece fractiile algebrice sunt rapoarte de numere reale, cu acestea se pot efectua toate operatiile invatate

la numere reale.

Descoperim, intelegem, exemplificam

x x+l X’ =2xy+y>  a+b -4

“ Raportul a doua expresii algebrice, ,
cu impartitorul diferit de zero, este un Yoo
raport algebric sau o fractie algebrica.

b

x+y xyz+3(x+y)+z

, sunt fractii algebrice.
X—y abc

b

0

&) O fractie algebrica este definiti (are sens) | Fractia algebrica

pentru toate numerele reale pentru care

0 nu sunt fractii algebrice.

x+1
X+ (y-1)7+2z

este definita pentru

numitorul fractiei este diferit de zero. X, y,z€ Rsix2+ (y-1)2+2z#0.
. _ . .. 3x+1
Q Numarul real obtinut atribuind Pentru x = -2 valoarea numerica a fractiei F'(x)=—; 2
variabilei (sau variabilelor) unei i
expresii algebrice valori numerice 3 (-2)+1 _ S
y . este F(-2)= "= = .
care nu anuleaza numitorul se numeste (_2) +4 8
vaZ?areciinumlerzF d a expresiel pentru Valoarea numerica a expresiei £(x, y) = 2x — 5y,
acel set de valorl. pentrux=1siy=2este £(1,2)=2-1-52=8.
: Multimea tuturor numerelor reale atribuite . o . +1
u o . . 1) Multimea de definitie a fractiei ———
variabilelor pentru care o fractie algebrica are sens ’ ’ 32212

se numeste multimea de definitie a fractiei sau
domeniul de definitie al acesteia.

a) Pentru fractia algebrica , domeniul de

(
F(x)
definitie este {x € R | F(x) # 0}.

X,)
F(x,y)
definitie este {(x,y) € R x R | F(x, y) # 0}

b) Pentru fractia algebrica , domeniul de

66

este {x € R |3x2—-12 =0 }.

X
2) Multimea de definitie a fractiei % este
X +y
{(x,y) e RxR|x2+y2#0}.

3) Multimea de definitie a fractiei este

y+3
{(x,y) eERxR|y+3=0}.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

9x* —4y°
3x+2y
a) Calculati valoarea numerica a fractiei algebrice pentrux =2 si y = 1,5.
9-2°-4-1,5" 9.4-4.2,25 36-9 27

Solutie. F(2; 1,5) =m— 613 =13 ? =3, deci F(2;1,5)=3.

b) Decideti daca F(x, y) este definita pentru x = -2 si y =3.
Solutie. Calculam 3x + 2y pentrux =—2 si y =3 si obtinem 3 - (=2) +2 - 3=0.
Deoarece numitorul fractiei se anuleaza, fractia algebrica data nu este definita pentru x = -2 si y = 3.
3x* —2x+1
(2x—5)" —4x* "

Solutie. (2x — 52 —4x2 =0 4x2-20x + 25 - 4x2=0 = -20x + 25 =0 < x = 1,25.

“ Se considera fractia algebrica F(x, y) =

“ Determinati multimea de definitie a fractiei algebrice F(x) =

Fractia algebrica nu are sens pentru x = 1,25, deci multimea de definitie este: {x € R |x # 1,25 }=R — {1,25}.

6.4
@? Exersim, ne antrenim, ne dezvoltim

n Copiati pe caiete tabelul si completati domeniul de definitie (si justificarea) pentru fiecare din
rapoartele scrise in prima linie, folosind modelul dat.

Ranortul 6 X x> —4 X x—1 6x—1
3 =

Por 6x P P14 | -1 | X 12x+1 | X -36
Multimea de definitie R— {1}

Justificare x—120<=x#1

[ 2| Determinati, pentru fiecare raport, valorile lui [ Copiati pe caiete tabelul si completati casutele

X pentru care acesta este definit: libere cu multimea valorilor pentru care
4
X+5 b x=-3 7x rapoartele nu au sens, folosind modelul dat.
a) ) ©) —
X -3x X
& 2x—7 o 2% 5 101 3+Xx X x+6 4zc+5
x+1 —x—2 X +1 x—=2 x+3 | 2x-10 | 3x"—48
X’ +x x—12 x-2=0x=2
2 3x+8 ) ( X+ 1)( X— 2) Multimea valorilor 1}1i
X pentru care expresia
i) o x+4 i) Sx—7 nu are sens este {2}.
X' —4x+4 x> =25

n Aflati valorile numerice ale expresiilor pentru

. o . S+x s
Stiind cd expresia ———— este definita . . )
’ > +ax—16 valorile specificate:

pentrux € R — {—4; 4}, aflati numarul real a. 2)

42 pentrux € {0,2}

Determinati valorile numerice ale raportului
x+1

1 pentru x € {—1,\/5, J3- 1}.

5 .
— pentrux = —1 §1x=x/§. b) —
X X+
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3 2

. X =X +x .
n Se considera F(x) =————. Calculati
X +x+1
valoarea numerica a fractiei pentru:
1
a)x=-1; b) x=0; c)x=5
n Se considera expresiile algebrice:
1 x —2x"+x 5 X +x—=2
) x'=2x+1"’ ) x(x+2)-3"
x'=2x+1 x* =9
2, Y 57— -
x -1 X —6x+9

a) Descompuneti in factori numitorii fractiilor.

b) Pentru fiecare expresie, calculati numerele
reale x pentru care numitorul fractiei este 0.

¢) Pentru fiecare fractie, determinati numerele
reale x pentru care aceasta nu are sens.

d) Precizati multimea de definitie a fiecarei
fractii.

Determinati multimea de definitie pentru

fractiile:

a)

x+y .
X'+’ —4x+6y+13°

x+y
xy+3x—-2y-6

L2. Amplificarea si simplificarea unui raport de numere reale reprezentate prin litere

A amplifica o fractie cu numarul real nenul m

~
. .6 : .
N < A .. < . . 1) Amplificand fractia — cu 3, obtinem fractia
inseamna a inmulti si numaratorul si numitorul ’ " ’ 8 ’
fractiei date cu numarul m. echivalentd — si scriem —= — .
2 8 24
. . . - 6
14 sump ly?caAo fi rvac,‘t le, cu nuvmvarul rea.ll nen?ﬂp 2) Simplificand fractia — prin 2, rezulta fractia
inseamna a Tmparti si numaratorul si numitorul 62 3
fractiei date cu numarul p. echivalentd — si scriem — = —.
4° 8 4
Prin amplificarea si prin simplificarea unei 3) m) (p .
.. . S . s o a m-a a a:.p
fractii se obtin fractii echivalente cu cea initiala. —=— - =—
b m-b b b:p
5 i * i 6 3
Daca a, ¢ € R, iar b, d € R*, atunci: 4) 2=>6-4=8-3
—=—<&ad=bc
b d
N\ J

Descoperim, intelegem, exemplificam

In mod asemanitor, pe multimea fractiilor algebrice vom defini relatia de egalitate, apoi amplificarea si
simplificarea fractiilor algebrice. Vom folosi rezultatele obtinute pentru a efectua operatii cu fractii algebrice.

G
“ Doua fractii algebrice, — si —, sunt
F H
egale dacd sinumaidaca £ - H=F - G.

E_S opH=-FC

o H Rezultd (x2 +x) (x — 1) = (x2 — 1) x, deci

Exemplu: Demonstrati ca

2
X +X X

-1 x -1

Solutie. (x2+x) (x — 1) =x3 —x2+x2—x=x3 —xsi

(Z-1)x=x3—nx.
¥ +x  x

-1 x -1

Observatie. Egalitatea a doua fractii algebrice presupune egalitatea valorilor numerice pe domeniul lor
comun de definitie. In exemplul de mai sus, intersectia multimilor de definitie este R — {—1; 1}.

68
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ﬁ Amplificarea unei fractii algebrice F Exemplu: Amplificati fractia algebrica cu expresia

- -1
1 +1,x+ , *
cu o expresie algebricd G # 0: a gebnce}j) X+ 170 )
G) Soluti X B X(X+1) X+
E_EG e
F F.-G

Observatie. Egalitatea a doua fractii algebrice presupune egalitatea valorilor numerice pe domeniul lor
comun de definitie. In exemplul de mai sus, intersectia multimilor de definitie este R — {— 1; 1}.

E X'+ X
u Simplificarea unei fractii algebrice; Exemplu: Simplificati fractia algebricd ——— cu expresia
algebricax+1,cux+1#0. x -1

cu o expresie algebrica G # 0:

(x+1
EY E:G ’ x- A1) X

X" +Xx
Solupie. o m e o X
F F:G ME T (k=) (kD) x-

Observatie. Simplificarea unei fractii algebrice impune descompunerea numaratorului si numitorului in
factori.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

, 3 , x-1 x*—2x+1
Se considerad fractiile algebrice F, (x) =—— si F,(x) = —————
x+1 x =1
a) Determinati multimile de definitie ale fractiilor F, (x) si F), (x).

Etapele rezolvarii: Rezolvare:

Determinam multimea de definitie x+1=0rezulta x=-1.

a fractiei F, (x). Multimea de definitie a fractiei F, (x) este R — {-1}.

Determinam multimea de definitie x2—1=0rezultdx =—-1 saux = .

a fractiei F, (x). Multimea de definitie a fractiei £, (x) este R — {1, 1}.

b) Demonstrati ca F,(x) = F,(x).
Problema egalitatii fractiilor algebrice F (x) si F, (x) are sens oricare ar fix € R — {1, 1}.

Etapele rezolvarii: Rezolvare:

Start x—1 x*=2x+1

Calculam: (x — 1) (& — 1) si Fi0) =k < x+1 -1

x+1)x2=2x+1) x-Dx2-DH=x3-x-x2+1=x3-x2-x+1;
Finalizam: D2 -2x+1)=x3-22+x+x2-2x+ 1=x3 —x2 —x +1.

Deoarece (x — 1)(x? — 1) = (x + 1)(x? — 2x + 1), rezultd F,(x) = F,(x)

¢) Amplificand fractia F',(x) cu expresia algebrica (x — 1), demonstrati ca F,(x) = F,(x).
Px-1 (x-Dx-1 x*-2x+1
x+1 (x+D(x-1) x* -1

Solutie. F\(x) = =F,(x)
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Descompunem numadratorul si
numitorul fractiei £,(x)

Simplificam fractia F,(x)

Finalizam

t0,d
Qﬁ)}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

d) Simplificand fractia F,(x), demonstrati ca F,(x) = F,(x).
Etapele rezolvarii:

Rezolvare:
X2=2x+1=(x-12=x-1)(x—-1);
X—1=x+Dx-1)

¥ -2x+l D=1 x-1

Fi(x) =

-l (D) (T x+l — A

Prin simplificarea fractiei /,(x) cu expresia algebricd (x — 1)

Amplificati:
8 n mpx12 cat

70

a) cu 2x;
2x-3 .
cux— 1.
+2
Amplificati si efectuati calculele:
X
a) cu 4 raportul ;
) usraportul 5
-1
b) cu x + 1, raportul x—;
x+1
) cu 5, raportul ——
¢) cu 5, raportu ;
s P
d) 1. raportul *—1
cux — 1, raportu .
P x+1

Amplificati cu x + 3 urmatoarele fractii
algebrice:

a)— by—— .

x>’ x+1°

l-x x-3
c)x2—3x’ x*=3x+9°

Aduceti la acelasi numitor fractiile:

B 3o

a) xa xz 5 2y5 3ya

) 1 5 1 a 5 ¢

c b 9 ; 9 b .
9x*’ 12x 18x 8x’y’ 6xy° " 3x°

Simplificati urmatoarele rapoarte:

25> 5xy

a) 3 b) 3 s
X Xy
—3ab*c® x—1

; d) —

¢ 15a°b*c ) —x

rezultd F'(x) = F,(x).

n a) Descompuneti in factori expresiile

X2+ x, x2—xsix3 —x.
b) Simplificati rapoartele
2 2 3

X +X X —XxXx X —Xx

2 >3 > .2 :
X=X X —X X +Xx

Simplificati rapoartele:

) 24 ‘ 2x2—6x.
Y 8x—16° Ax—12 °
y2 =10y +25
D NP
vy =25
g4 (2b-3)" -p?
) a*—4a+4’° 3% —9ph

Demonstrati ca F,(x) si F,(x) sunt egale pe
domeniul lor comun de definitie, pentru fiecare
din cazurile:

VF ) =
a) F(x) =— si
6

F _14x2—7x.

T

6x* +x—1
b) F =—3i
)i 4%* +8x+3

r _3x—l‘

A%) 2x+3’
)F()x2—5x+6 ,
c — si

I x2+x-6 ¥

x—3
Fz(x): 5
x+3
3 2
Q) F) =X 22 g
x =7x+6
x*+1
Fy(x) =—————.
20 = 3
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L3. Operatii cu fractii algebrice

Fractiile algebrice sunt rapoarte de numere reale, reprezentate prin litere. Operatiile cu fractii algebrice se
efectueaza respectand regulile de calcul cu numere reale.

Rezolvam si observam

“ a) Descompuneti in factori primi numerele Q a) Descompuneti in factori expresiile
naturale 132 si 198, apoi determinati cel algebrice x* — x2 si x* + x3 — x?— x.
mai mic multiplu comun al lor.

b) Aduceti fractiile si

b) Aduceti fractiile L si il la acelasi 5 xt = . .
132 198 5 la acelasi numitor.
numitor. X + X —-Xx —-X
Rezolvare. a)xt-x2=x(x+1(x-1)
a)132=22-3-11 X+ —x—x=x*—x2) +H3—x)=x2(x2-1)+
198=2-32-11 +x(x2-1D=0x2-1D(x2+x)=x(x+1)2(x—-1)
Cel mai mic multiplu comun este b) Numitorul comun este x2(x + 1)%(x — 1) (produsul factorilor co-
22+ 32+ 11 =396. muni si necomuni, luati o singura data, la puterea cea mai mare)
(produsul_ facto'rilor‘ primi comuni si 1 x+) 1 vt
necomuni, luati o singura data, la puterea — = 5 = 5
cea mai mare) Xo—x x(x+1)(x-1) X (x+1) (x-1)
b)”insiz)s 10 5 Y 5 _ sx
132 396 ° 198 396 ¥ - —x-l x(x ) (x-1) 2 (x+1) (x-1)
Concluzie.
Descompunerea in factori primi a numitorilor Descompunerea 1n factori a numitorilor unei
unor fractii ordinare permite aducerea fractii algebrice permite aducerea fractiilor
fractiilor ordinare la acelasi numitor. algebrice la acelasi numitor.

Descoperim, intelegem, exemplificam

u Adunarea si scaderea fractiilor algebrice care Calculati:
au acelasi numitor:

2x+1 X 5—-x
+ —

x—1 x—1 x-1

5 . . Rezolvare:
Daca A, B, P sunt expresii algebrice cu P # 0, 2x+1 X 5-x (2x+ D+ x—(5-x)
atunci: 1 | 1 =
A B A+B A B A-B X xX- xX-
—+—= $i——— . 4 M
p p p P P p 2x +1+x—-5+x 4x 4 _
x—1 x—1 ,x//l
isca i i 1 1 1
& Adunareasi .scade'rea fractiilor algebrice care Caleulati: — +—— +——— .
nu au acelasi numitor: X X +x x -x
Pas 1. se desvcomp'un numitorii: 2+ x=x(x+ 1) sind—x2=x2(x— 1)
Pas 2. se afla numitorul comun: ) (2
. . . . »x2(x+ 1) (x—1)=x2(x2-1)
Pas 3. se aduc fractiile la acelasi numitor, prin R wo
amplificare, apoi se efectueaza calculele}—" - + + 5 =
B ) x? x(x+1) x(x-1)
Daca A4, B, P, Q sunt expresii algebrice cu P # 0, 5
0 # 0, atunci: _ X -1 . x(x—-1) N x+1 _
A B Q)A P p AO + BP (=) X(x+D(x-=1) F(x=D(x+1)
— 4 -— =
P Q P 0 PQ _ X —1+x" —x+x+1 2/ 2

e
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Observatie. Dupa efectuarea calculelor, daca este posibil, fractia obtinuta se simplifica.

- .1 1 1 2
In concluzie, — + + =
X

x2+x x3—x2

&) Inmultirea fractiilor algebrice:

Daca 4, B, P, Q sunt expresii algebrice cu P # 0, O # 0, atunci: éﬁ:ﬁ
P O PO
. B A4 B A-B
Pentru cazul particular P=1, avem: 4-—=— - —=——.
o 10 0
x* -1 X 3x7 +1
Calculati: a : ) ((2x* =3).
ti: ) x+2 5x-5 )2x3—3x ( )
Rezolvare.
ol ox (@ -Dex @HD- DX (x4D)ox x4y
a) x+2 5x-5 (x+2)(5x-5) (x+2)-5-M (x+2)-5 5x+10°
2 3x% +1 >=3) 3x7+1
b)ﬁ.(zﬁ_g): d . ) _3x _
2x’ —3x x (22=3) 1 X

Observatie. La fel ca la inmultirea numerelor reale, se pot face simplificari ale fractiilor, cu conditia ca
expresia prin care se simplifica sa fie factor comun pentru unul din numaratorii si pentru unul din numitorii

fractiilor inmultite.

u Ridicarea unei fractii algebrice la o putere:
Daca n este un numar natural, n > 1 si 4, P sunt expresii
algebrice cu P # 0, atunci:

A B AH

[Ajl A .(Aj" A

— | ==3si|—=| =—".

p) pi\P) P
%,—/

a F - Pn
n factori, n>2

Daca, in plus, 4 # 0, atunci:

ORoECR

u Impartirea fractiilor algebrice

Daca P, O, R, S sunt expresii algebrice cu O # 0, R # 0,
S # 0 atunci:

. . R .S
Inversa fractiei algebrice 3 este frac‘glaE.

P
A imparti fractia algebrica 5 la fractia algebrica 5

inseamna a inmulti prima fractie cu inversa celei de-a

72

1\
Calculati: (x—] .
ToAx+1
x-1) (=1’
Rezolvare: a) [x+lj Tty

_(x=D-(x-1)-(x-1) _(x—l)z-(x—l)
(D -(xHD)-(x+1) (x+1)(x+])
(=D e(x-1) (- 2x+D)(x-1)

S (x+D (4D (P 42x+1D)-(x+1)
_x3—x2—2x2+2x+x—1 _x3—3x2+3x—1
X2 4 2x+x+1 X 4307 43x+1

x' =16 x—4
2 3x
x’-16 x-4 x’-16 3x
X 3x X x-4
_(*“DM 3x _3x(x+4)(x_
- x’ ;//4 Y B

Calculati:

Rezolvare:

_3(x+4)
==
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Ordinea efectuarii operatilor si folosirea parantezelor in calcule cu fractii algebrice sunt similare celor invatate
la operatii cu numere reale.

X7 +xy

Aplicatie. Se considera expresia E(x, y) =

x4y

- , X, ye Rox#y, x#—y.
X—y X+

X
a) Aratati ca E(x, y) = ——, pentru orice pereche de numere reale (x, y) cu x diferit de y si x diferit de —y.
x=y

b) Calculati valoarea numerica a expresiei pentru x = 2 si y =J2.

X +x X XZ4+xy [ x x-y)
Solutie. a) E(x, y) = 4 ( - J: 24 [ Y |_

X+t (x—y x+y xt+y x—y_ X+y
x2+xy,( Xrxy -y J:x2+xy,x2+xy_(xy‘y2):X(x+y),x2+xy—xy+y2:
ayt ((x=p)(xty) (x-y)(xty)) Pyt (x-p)(x+y) Py (x—y)(x+y)
X ‘x2+y2 X

X
R = . E(x, y) = —, pentru orice pereche de numere reale (x, y) cux # y si x # —y.
X4y (x—y) xX-y X—y
2
b) E(2, N2 )= :
) E( ) SN,

Comentariu. Se recomanda ca rezultatul sa fie prezentat sub forma unei fractii cu numitorul exprimat printr-un
2E) 52 (2 +2 )
= =2+442.
2-2 4-2

Observatie. Valoarea numerica a expresiei se poate calcula si folosind forma initiald a expresiei algebrice,
efectuand, dupa inlocuire, calculele necesare.

o
éﬁ)ﬁ g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Efectuati calculele:

numar rational. Prin urmare, £(2, \/5) =

B 3.1. Aduceti la acelasi numitor fractiile algebrice:

Calculul algebricin R

x 3x x 3-x 3 !
—_ - —_ . E [ p— F —_ .
3)5"'5, b)7+ _ a) E(x) P (x) e
x+2 x-1 y S5y b) E :x_+1 Flx) = .
) s d)Z—T, ) E(x) F (x) o
1 1
2 —2y _6-2y E(x)==—,F(x)= .
O 5 5 D i 4 R
yoe 3.2. Calculati E(x) + F(x) si E(x) — F(x) pentru
B Calculati, apoi simplificati fractia algebrica fiecare din subpunctele anterioare.
rezultatd. Efectuati calculele:
) x 2x N 1 -2 L 1
a _ . _ )
-1 x-1 x-1’ a) x=2 x+2 x —4x+4°
b ax+a bx+b b) x2+2_ x’ N 4
) a-b a-b’ 2x  2x+4 X7 +2x’
11x 7x 2x X 2—x 4x—4
D T - 7 ) o —— ———— T % .
6x* —xy 6x°—xy xy—6x 2-x  x  (x=1)° -1
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Consideram expresia algebrica

E(x)= P 1 + ! .

2x—-3 4x-6 12-8x

a) Aflati multimea de definitie a expresiei
algebrice.

b) Aduceti expresia £(x) la o forma mai
simpla.

Calculati puterile:

xY 2Y. 2ab\"
oJ - o[ el

. } 2x X -1
Fie expresiile 4(x) =—; 7S B(x)=- R

xeR. Aratati ca:
a) B(x)=1-x-A(x), oricare ar fix € R
b) [A(x)]*+ [B(x)]*=1, oricare ar fix € R

Se considera expresia

1+x 1+2x 10x
E(x)= -

x+3’

2x 5x
xe R x#-3,x#0.

Aratati ca E(x) = 1, pentru orice numar real x,
x#-3six#0.

o (3] o2 o[2]
) [yj e) 2x ) x+1 EE ric expresia

Efectuati Tnmultirile:

5X X (_gj 2y 6x
w3y Wl 93,
Xty x+1 3 x+2
- O
y X x+2 x+1 -6
ax+ay x—4 -4 x-1
H— ’ g 2 .
x —4x x+y x =1 x"+2x
Efectuati Impartirile:
2 372
a)_i:i; b)6ab:2abz;
y 3 66¢c llc
¥ =1 x+1 X —9x x+3
c)— = d) : .
X X 2x —3x
Calculati, respectand ordinea efectuarii
operatiilor:
x’—1 4x-4 4

a) — . 2 2 ’
x +1 3x° x" +x
x-13x-3 3

b) — : > 2 ’
x +1 4x° x +x

o) 3)s o) 3]

Efectuati calculele:

a 3 a’ 6—a
a) | ———|— + ;
3 a) a -9 3

= -
[T B T,
(

T - T2 5
a-1 (a-1)a+1)| a -1

a b 2ab
+b|: - -— .
a+b b-a a -b

E(x)=[

b

)cz—x+4_)c—2+ 1 x*+2x-8
x’—4 x+2 x-2 dx+2

1
xeR—-{-2,——,2}.
{ 3 }

a) Descompuneti in factori x2 + 2x — 8.

b) Aritati ¢ E(x)="""+.
x+2

Fie expresia
l+x* 1-x° I+x 1-x
E(x) = - : - .
@) [l—x2 1+x2] (1—x 1+x)
a) Determinati multimea D, domeniul de

existentd a expresiei £(x).
b) Aduceti expresia la o forma mai simpla.

¢) Aratati ca E(x) < %, oricare ar fix € D.

Se considera expresia

2x 1 x* =1

x+1 1
F(x)= + - e ———
) (xz—l X 4+x x—-x xJ 2x* —x-3

E(x) =(

a) Determinati M, multimea valorilor numarului
real x pentru care este definita expresia F(x).
b) Aduceti expresia la o forma mai simpla.
¢) Aratati ca F(a) nu poate fi numar intreg
pentru nicio valoare a € M N Z.
Fie expresia
5 2
J’_
2x+3 3-2x
x €.
a) Aduceti expresia la o forma mai simpla.
b) Aratati ca numarul
1+2-[E0)+E()+ ...+ E(8)]
este patrat perfect.

2x+9} 8

45> -9 ) 4x* +12x+9°
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Ecuatii de formaax2+ bx+c=0,undea, b,c € R

L1. Ecuatia de gradul al doilea cu o necunoscuta

me |
Rezolvarea ecuatiei de forma x* = a, cu a € R, se realizeazi tinand cont de: 1) a>0;2) a=0; 3) a < 0;

1) Dacd a > 0, ecuatia x* =a se poate scrie |x | =+/a , egalitate care are loc dacd si numai dacd

x=+la sau x=—+/a . Vom spune cd ecuatia are solutiile reale x, =+/a si x, = —~a.
Multimea solutiilor ecuatiei este S = {—\/a , \/a}

Exemplu: x> =15 = x, =~/15 si x, =—+/15 , deci S={—\/E,\/E} @

2) Ecuatia x> =0 are doar solutia x = 0, iar S = {0}.

. 2 o . . - - . . 2
3) Ecuatia x° =a, unde a < 0, nu are nicio solutie, numdr real, pentru ci x> >0 sia <0, deci X" #a,
oricare ar fi numarul real x. Multimea solutiilor ecuatiei este S = .
Exemplu: Ecuatia x* =—16 nu are nicio solutie si S = @.
N\ J

Rezolvam si observam

Problema 1. Piscina din imagine, cu lungimea de 7 m si latimea de 3 m, are
forma dreptunghiulard. Aceasta este Tnconjuratd de o alee cu latimea de x
metri (vezi figura din dreapta). Se noteaza cu cA4(x) aria suprafetei terenului
ocupat de piscina si alee, exprimata, in metri patrati.
a) Calculati cA(x) in doud moduri si deduceti egalitatea

(2x +3)2x +7)=4x2+ 20x + 21.
b) Demonstrati egalitatea anterioara utilizand calculul algebric.
¢) Stiind ca pentru constructia piscinei si a aleii terenul folosit are

o suprafatd de 77 m?, calculati latimea aleii.

Rezolvare.
a) Terenul ocupat de piscina si alee este o suprafata dreptunghiulara, care are latimea de (2x + 3) m si lungimea
de 2x +7) m.
Rezulta cA(x) = 2x + 3)2x + 7).
Pe de alta parte, suprafata dreptunghiulara este reuniunea a patru suprafete patratice si cinci suprafete drept-
unghiulare. Calculand aria fiecdreia si Tnsumand, rezulta
AXx)=4-x2+2-Tx+2 - 3x+21 =4x2+20x + 21.
In concluzie, A(x) = 4x2 + 20x + 21 = 2x + 3)(2x + 7).
b) 2x+3)2x+7)=2x-2x+2x-7+3 - 2x+3 - 7=4x2+ 14x + 6x + 21 =4x2 + 20x + 21, deci are loc egalitatea.
¢) Pentru a calcula latimea aleii, avem de rezolvat problema: ,,Determinati valoarea lui x, stiind ca A(x) =77.”
Deoarece A(x) = 77, rezultd 4x2 + 20x — 56 = 0, problema se reformuleaza astfel: ,,Rezolvati, in multimea
numerelor reale pozitive, ecuatia 4x2 + 20x — 56 =0.”
Rezolvarea ecuatiei: 4x* +20x —56 =0 x2+5x - 14=0 x -2)(x+7)=0<x=2saux =-7.
Deoarece x reprezinta latimea aleii, rezulta: x > 0. Din 2 > 0 si —7 < 0, rezulta ca aleea are latimea de 2 m.
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Descoperim, intelegem, exemplificam

Ecuatia Coeficientii
Definitie. O ecuatie de forma ax?+ bx + ¢ = 0, unde 5
N : X2 —3x+==0 a=1b= -3 c=£
a, b si ¢ sunt numere reale date, a # 0, se numeste 2 > ) 5"
ecuatie de gradul al doilea cu necunoscuta x. x2+2x=0 a=1,b=2,c=0.
Numerele a, b si ¢ sunt coeficientii ecuatiei. -2x2-7=0 a=-2,b=0,c=-7.

Exemplu: Pentru ecuatia x2 + 3x = 0 si numarul real -3,
are loc egalitatea (—3)% + 3(-3) = 0, deci —3 este solutie
a ecuatiei x2 + 3x = 0.

Un numar real care, atribuit necunoscutei x,
verificd egalitatea ax2 + bx + ¢ = 0, se numeste
solutie a ecuatiei.

Exemplu: Multimea solutiilor ecuatiei x2 + 3x = 0 este

Multimea valorilor reale ale necunoscutei x care ) L
S={-3, 0}(demonstratia este mai jos).

verificd ecuatia se numeste multimea solutiilor

ecuatiei, notatd, de regula, cu S. o
Exemplu (rezolvarea ecuatiei x2 + 3x = 0):

xX2+3x=0=x(x+3)=0<x=0saux+3=0, adica
x=0saux=-3, deci §= {-3, 0}.
In definirea ecuatiei de gradul al doilea, ax2+ bx + ¢ = 0,

conditia a # 0 este esentiala. Ceilalti coeficienti ai ecuatiei
pot fi orice numere reale.

A rezolva o ecuatie inseamnd a determina
multimea solutiilor ei.

necunoscuta

Cand cel putin un coeficient este nul, sunt posibile _
urmatoarele cazuri particulare: a @ +b @+ c= Oa a#0
1) Pentru a, b, ¢ € R, a # 0, b = 0, ecuatia devine ’ ‘
axl+c=0. coeficientul  coeficientul termenul
2)Pentru a, b, ¢ € R a # 0, ¢= 0, ecuatia devine it o int 2 5
ax?+ bx =0.
. Exemple:
2 =+ =
@ Rezolvarea ecuatiei ax cc O(a,c€R,a+0) 32— 1220 32=12]:3 <
ax’+tc=0sa’=—coxP= ——. oSxt=4< x| =2s15={-2,2}.
a By %) = 22 =-32| (-
L C s . . 2) 2x2+32=0< —2x 321:(-2)
Daca p <0, cum x22> 0, ecuatia nu are solutii. =16 x| =45iS= {4, 4.
. cC ., cC ;| c | e 22 +4=022=-4|:2 o x2=-2.
Daca —;20 , atunci x2= . = \/x_—,/—; < x| —«f—; de | cum -2 < 0, rezulti S = &.
unde x = f—ﬁ sau x =—, /—5 ,deci S ={—,/—£, ,/—E} .
a a a a
Exemple:

9 Rezolvarea ecuatiei ax?2 + bx =0 (a, b € R, a # 0)
Se aplica metoda factorului comun.
ax?+bx=0=x - (ax+b)=0=x=0sauax+b=0.

Rezulta S = {O,—é}.
a

1)4x2-8x=0=4x(x—2)=0<x=0sau
x—2=0. Rezulta S= {0, 2}.

2)-V2x2+2x=0—2x(x—2)=0=x=0
saux —~/2 = 0. Rezultd S = {0, \/5}
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u Rezolvarea ecuatiei ax?+ bx +c¢=0(a,b,c ER, a

#0)

Impartim fiecare membru al ecuatiei cu numarul nenul a.

Scriem ecuatia echivalenta:

. . bx )
Scriem expresia x2 + — ca diferentd de patrate
a

Scriem ecuatia echivalenta:
b 2
2a

Inlocuim rezultatul in ecuatia (2) si rezultd ecuatia
echivalenta:

Efectuam calculul —(

1
ax2+bx+c=0|—
bx a
Rt =0 )
bY (bY
X2+— =x2+2-x —=(x+—) B
a a 2a 2a
bY (b)Y ¢
X+— | - — —=0 2
[ 261} (ZaJ a 2)
—i-l—g—_ b* _c) b* —4dac
4a> a  \4a> a) 4a’
Notam b2 — 4ac = A.
BY_ A (e b) A
o) a7 2a) 4@ O

A = b? — 4ac se numeste discriminantul ecuatiei ax*+ bx +c=0 (a, b, c € R, a # 0).
Fiecare din cele trei cazuri posibile, adica A < 0, A =0, A > 0, impreuna cu ecuatia (3), determind multimea

solutiilor ecuatiei ax?+ bx + ¢ = 0.

li:?ll:ili:: Consecinte rezultate din ecuatia (3) Concluzii privind solutiile ecuatiei
b)Y A
A<O | _ A S0=| x+— | = >0 Ecuatia nu are solutii in multimea R, deci S= O
4a’ 2a 4a’
_ 2 b
A=0 X+ b —0e | x+ b X +i -0 Ecuatia are doud solutii reale egale x, =x, =——
2a 2a 2a 2a
2
A (VA pY (VA
A>0 42 | 24 =X+ 2a) 2a | 0 Ecuatia are doud solutii distincte in multimea R.
= x+i+£ X+i—£ =0 ! 2a 2a . 2a 2a '
2a  2a 2a  2a

Observatie. In cazul A > 0, vom spune, uzual, ¢ solutiile ecuatiei ax2+ bx + ¢ =0 (a, b, c E R, a # 0)

NN

se calculeaza cu formula x, , =
’ 2a

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

0 Rezolvati ecuatiile:

a)x2—-x+1=0 b)4x2+4x+1=0

a=1, b=-1, c=1 a=4, b=4,
A=Db>—-4ac=

=(-12-4-1-1=-3 e v v —
A<0 A=0six,=x,
Rezultd S= .

Calculul algebricin R

c=1
A=b2—-4ac=42-4-4-1=0

b

1 .
Rezultix1=x2=—5 §1S={

2a°

¢)x2—-5x+6=0

a=1, b=-5 ¢=6

A=b —dac=(-5P-4-1-6=1
~b+JA

2a
} Rezultd x,= 3, x,= 2 si S = {2, 3}.

A>0si x,=

1

2
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Aplicatia 1. Descompuneti in factori expresia algebrica
E(x)=ax2+bx+c(a,b,c €R,a=#0),daca este
posibil.

Solutie. Scoatem factor fortat pe a. Rezulta

E(x)Za(x2 +b—x+£j.

a a
. , , . bY A
Folosind notatia b2 — 4ac = A, expresia se scrie E(x) =a|| x+— | ——|.
2a 4a
—b—/A —b—/A
)(x—
2a 2a

ax?+ bx + ¢ =0, numita ecuatia atasata expresiei algebrice E(x).

Daca A > 0, atunci E(x) = a(x —

) = a(x—x,) (x — x,), unde x, six, sunt solutiile ecuatiei

2
. b
Daca A =0, atunci E(x)= a[x + 2—) )
a
Daca A < 0, atunci E(x) nu se descompune in factori cu coeficienti reali. Se spune ca E(x) este ireductibila peste R.

u Descompuneti in factori expresiile:

a)E(x)=x2+x+1 b) E(x)=4x2+ 12x +9

X+x+1=0 42+ 12x+9=0
A=b—-4ac=12-4-1-1=-3<0 A=b*-4ac=122-4-4-9=0
Ecuatia atasata expresiei £(x) nuare  Ecuatia atasata expresiei E(x) are
solutii reale, deci E(x) =x2+x+ 1
este ireductibila peste R.

¢)E(x)=6x2—T7x+2
6x2—Tx+2=0

A=b—4ac=(-TF-4-6-2=1>0.

Ecuatia atasata expresiei E(x) are

. N 1 2
doua solutii egale x;, = x, doua solutii distincte: x, = > ;X = 3

et 3]

= Q2x - 1)(3x-2).

3 .
=——si
5

E(x) = 4(x+%j = (2x+3)’

De multe ori, ecuatiile pe care le avem de rezolvat nu sunt scrise in forma ax?+ bx + ¢ = 0, dar sunt echivalente cu
ecuatii de aceasta forma. Despre o astfel de ecuatie vom spune ca este reductibila la o ecuatie de gradul al doilea.
Pentru a identifica coeficientii si pentru a aplica algoritmul de rezolvare, este necesar sa fie efectuate mai multe

transformari echivalente. Ecuatia obtinuta in acest fel este echivalenta cu ecuatia initiala si, prin urmare, va avea
aceleasi solutii.

3
Aplicatia 2. Rezolvati ecuatia —+x+4=0. .
X Solutie.

Pasul 1. Se aduce ecuatia la forma ax2+ bx + ¢ =0,

3+x+4:0<:>x2+4x+3=0§ix;«t0;
unde a,b,c eR,a=0

X
a=1,b=4,c=3.
A=42—-4-1-3=4>0. Solutiile reale ale ecuatiei

—4-2 , —4+2
suntx1=T=—3 six,= =

Pasul 2. Se aplica algoritmul de rezolvare a ecuatiei.

-1

Pasul 3. Se scrie multimea solutiilor ecuatiei,
avand n vedere domeniul acesteia.

78

Conditia x # 0 este satisfacuta de ambele solutii
obtinute, deci S = {—3,—1}.
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6.4
é.(:}? Exersim, ne antrendm, ne dezvoltim

n Completati pe caiet fiecare linie a tabelul de mai
jos cu coeficientii ecuatiei corespunzatoare.

ax?+bx+c=0 a b @

=3x2-5x+0,4=0

1

—x* +x BEN 0

2 3

4x2-8x=0

_f3e+a=0

4x2=0
Rezolvati ecuatiile:
a) 3x2=12; b) 2x2 - 6=0;
¢) x2+5=0; d) x2+4=0.
Rezolvati ecuatiile:
a) x2—6x=0; b) 2x2 +x=0;
¢) —6x2 +4x =0; d) 3x2=0.
Rezolvati ecuatiile:
a) 3x2— 48 = 0; b) —/2 x2 ++/50 = 0;
c) 162+ 1=0; d) 16(1 —t)2—-1=0;

e)—16(1 —£)2-25=0;
Rezolvati ecuatiile:

a) —\/§x2+\/ﬁx=0;

£) 32— 2(4x + 3)2=0.

b) x2 —4x = 0;

¢) 322 +6t=0; d) (1-x)>—4(1-x)=0;
e)2(1—2)2—t+2=0; f)—2x+3-2(2x—-3)*=0.
Stabiliti care din urmatoarele ecuatii au solutii
reale: a) 3x2+ 5x +4=0; b) 2x2+ Tx +5=0;
¢) Ix2—5x-2=0.

Rezolvati in multimea numerelor reale
urmatoarele ecuatii de gradul al doilea:

a) 2x2+ 9x + 10 =0; b) x2—-5x+4=0;

0) 2 +x3/7-7=0; d)-3x2-x+2=0;

1 1
e) x2\/ﬁ—7x+\/5:0; f) x2+gx—g=0_

Aduceti ecuatiile la forma ax?+ bx + ¢ =0,
apoi rezolvati-le:
a)x(x+3)=4;

b) 2x—1)(—x+3)=-7,

¢) (x—3)2=2(x + 1);

d) Bx + 1) =(-x+3)%
e)—2x(x+3)=6+x;

f) (5x+N7)(7T -5x)=—-24x.
Descompuneti in factori E(x):
a) E(x)=x2—x+3;

b) E(x) = 4x2 + 20x + 25;

¢) E(x)=6x2—11x —10.

L2. Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor de forma ax2+ bx+c=0,undea, b,c e R

Realitatea inconjuratoare poate fi mult mai bine cunoscuta si inteleasa datoritd modelarilor matematice, prin
solutionarea problemelor obtinute si prin interpretarea si selectarea solutiilor in functie de conditiile concrete.

Rezolvam si observam

Ecuatia de gradul al doilea este un instrument de calcul indispensabil multor discipline importante in explorarea
cunoasterii umane.

Problema 1. Doi ciclisti pornesc in acelasi moment, unul catre celalalt, din localitatile 4 si B, si se deplaseaza
dus-intors, pe soseaua AB, cu viteze constante, dar diferite.

Consideram x distanta dintre cele doud localitati. Notam d, , respectiv d,, distanta parcursa de primul, respectiv
al doilea ciclist, pand la prima intalnire, iar cu d,,, respectiv d,, distanta parcursd de primul, respectiv de al
doilea ciclist, pana la a doua intalnire.
Ciclistii se intdlnesc prima datd la 6 km de localitatea B. La intoarcere, se intdlnesc la 4,5 km
de localitatea A.
a) Aratati ca d,, si d,, sunt direct proportionale cu d,, si d,,
b) Aflati distanta dintre cele doud localitati.

Calculul algebricin R
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(1) m
V]€§ 6k
GO |

Rezolvare.

2

s 6%

) 45 km

Vs : — ? V)
£ s

a) Notam cu v,, respectiv v, viteza primului, respectiv celui de-al doilea ciclist. Notdm cu ¢, respectiv cu ¢,,
timpul scurs pana la prima, respectiv pana la a doua intalnire a ciclistilor.

. dy _dy d, _dy .oV
Atunci, v=—"""= slv,=—" = ,adicd —

4 1 L l v,

dy _dy
d21 d22

Ultima egalitate aratd cd marimile d,, si d,, sunt direct proportionale cu marimile d,, si d,,.
b) Din schema (1), care descrie traseul parcurs de ciclisti pana la prima intalnire, rezultd d,,;=x — 6 sid,,; = 6.
Din schema (2), care descrie traseul parcurs de ciclisti pana la a doua intalnire, rezultd d,, = 2x — 4,5 si

dy,=x+4,5.
Folosind subpunctul a), obtinem ecuatia

6

x—6 2x—-4,5
x+4,5°

care conduce la ecuatia de gradul al doilea

x2—13,5x =0, cu solutiile x, = 0 si x, = 13,5. Acceptabila este doar solutia nenula si AB = 13,5 km.

Problema 2. in desenul alaturat, punctul C

a) Identificati, folosind desenul, raportul j—g

b) Aproximati la sutimi fractiile zecimale
corespunzatoare celor doud rapoarte si decideti
daca valorile lor sunt apropiate.

¢) Considerand 4B = x s1 AC = 1, determinati x

tfel tncit AC 4B
astfel inca 3C - AC

1
d) Calculati x2, x + 1, x — 1 51 —.
x

e) Folosind un calculator, aproximati numarul x

printr-o fractie zecimala.

Parthenonul din Atena
(477-432 1.Hr.)
MN _ 21 =161...

MP 13

80

B C A

I | | | | | | LI | | | | | | | | | | | U |
AB este intregul divizat in 21 de parti egale.
Punctul C imparte intregul in doua parti.
AC este partea mai mare, BC este partea mai mica.

Rezolvare.
B B B . AB 21
a)AB=21um., BC=8um.,AC=13 um.,iar E—E
AC 13 . AB 21
b) EZEZ 1,625 si E:E: 1,61....
Prin urmare, cele doua rapoarte sunt aproximativ egale.
. AC AB o1 x .
¢) Din B_C = A_C , rezulta ; = T , de unde ecuatia

x?2—x—1=0, cu solutiile x, =

l+\/§

Deoarece x > 0, rezulta x = .

2
3+\/§.17 17—1+\/§
2 x 2

e) x=1,618033988749...

1+\ESi 1-+5
SN = :

o2

dyx2=x+1=

Numarul de aur.

Matematicienii il noteaza cu litera greaca ¢ (phi), dupa
numele arhitectului Phidias (490-431 1.Hr.), care a folosit
acest raport la constructia Parthenonului din Atena.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatie. Se considera dreptunghiul ABCD cu 4B = 1 dm, BC = 3 dm si punctele M, N situate pe laturile
3
BC, respectiv CD, cu BM — CN =3 dm. Determinati pozitiile punctelor M si N astfel incat aria triunghiului

AMN sa fie o treime din aria dreptunghiului.

Pasul 1. Necunoscuta va fi lungimea unuia dintre segmentele BM si CN. Fie CN = x.
3 3
Pasul 2. BM =x +E’DN: 1-x, CM:E_X'
Aypep=AB - BC=3 dm? sicA pep=cA iy + Ayt Ayt Aypys 188 Ay =3 = (A gyt A+ Aypy)-

1 1 3 1 (3
Pedealtéparte,ué[AMN=g'c/IABCD,decicAABM+u4CMN+cAADN=2<:>E~1-(x+5j+5-[§—xj-x+
1
+ 5-3-(1—36) = 2, care este reductibild la ecuatia de gradul al doilea 2x2+x — 1 =0.
. -1-3 -1+3 1
Pasul3.2x2+x—1:O,cuA:1+8:9§1x1:T:_1,x2= 1 :E'

Solutiile ecuatiei sunt numerele —1 si 5
1
Pasul 4. Cum CD =1 dm si N apartine laturii DC, rezultd 0 < x < 1, fiind valida doar solutia x = 5
1
CN= E dm, deci N este mijlocul segmentului CD, iar M este situat pe segmentul BC astfel incat BM =2 dm.

2,
éﬁ)}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Calculati aria si perimetrul unui triunghi n Un poligon convex are 90 de diagonale.
dreptunghic care are ipotenuza de 10 cm, Determinati numarul laturilor acestui poligon.
stiind cd una dintre catete este cu 2 cm mai X ») Scrieti o ecuatie de gradul al doilea care are
mica decat cealalta. solutiile x, =2 six, = 5.

a Aflati un numar real pozitiv cu 6 mai mare b) Scrieti o ecuatie de gradul al doilea care
decat inversul sau. are solutiile x, = a si x, = b, unde a si b sunt

B a) Suma dintre un numar real si inversul sau doua numere reale date.

este 2. Aflati numarul. ¢) Stiind cad suma a doua numere este 7 si
b) Demonstrati ca oricare ar fi un numar real produsul este 12, scrieti ecuatia de gradul al
pozitiv, suma dintre acesta si inversul sdu doilea care are ca solutii numerele date.
este cel putin egala cu 2. d) Notand cu s suma numerelor a si b si cu p
¢) Demonstrati ¢a oricare ar fi un numar real produsul lor, scrieti, folosind s si p, ecuatia
negativ, suma dintre acesta si inversul sau care are solutiile a si b.

este cel mult egald cu —2. Aflati doua numere reale care au media

n Calculati diagonala unui dreptunghi stiind ca geometrica 40 si media armonica 32.

are perimetrul 34 m si aria 60 m?.

Determinati numarul real x pentru care

B Media aritmeticd a numerelor a2+ 11, 2ab diferenta dintre acest numar si patratul sau este
si b2 — § este egald cu 1. Aflati raportul maxima.
numerelor a si b. n Fie numarul real x. Daca numerele x7 si x3 sunt
A Stabiliti in doua moduri dacd exista doud numere numere rationale, aratati ca six este numar
naturale consecutive al caror produs sa fie 136. rational.
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TEST DE AUTOEVALUARE Se acorda 10 puncte din oficiu

Subiectul 1. Alegeti litera care indica varianta corecta, doar un raspuns este corect.

4

ap

ap

ap

ap

ap

ap

ap

ap

1. Numirula— —= J5 este egal cu:
. umarul a = \/g — eSte ega Cu.
A0 B.1 C.5 D.—5

2. Dacia= -35 si b= ~/180, atunci a2 — J5-b este:

A. 10 B. 15 C.20 D. 30
3. Efectuand calculele, 2a-3bc + 3b-(— 4ac) — 4c-(— 2ab), se obtine:
A. abc B. —2abc C. —abc D. 2abc
4. Calculand, (a + b)>— (b — 2a)*+ (2a — 3b)(2a + 3b), se obtine:
A. a?+ 6ab — 9b? B. a2— 6ab — 9h? C. a%+ 6ab + 9b? D. a?— 6ab + 9b?
o _(24%7) .
5. Simplificand fractia, o a#0,b#0, seobtine:
a
A. 4a’b’ B. 4a’h C. 4ab’ D. 4ab

X+
6. Valoarea numerica a fractiei F(x, ) =Ty2, pentru x =—1, y =3, este:
Xty

A. 0,25 B.0,5 C.0,2 D. 0,52
2
7. Prin amplificarea fractiaei x+2 cu 1 —x, se obtine bejc . Numarul a + b + ¢ + d este:
I1+x 1+dx
A.2 B.—1 C.—2 D.1

8. Dacd numarul real x =—2 este solutie a ecuatiei x2 — 2W2x+m = 0, atunci m este egal cu:

A _J2 B. 4 C.—6 D. V2

Subiectul al II-lea. La problemele urmatoare, se cer rezolvari complete.

ap
10p

10p

ap

p
10p
p
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1. a) Rezolvati in R ecuatia: x2 — 4x + 4 = 0.

b) Determinati x, y € R astfel incat x2 —4x +4y2 + 12y + 13 =0.
a’+b- (Za + b)

a’*+a+b-Qa+b+1)’

2. Se considera fractia F(a, b) =
a) Simplificati fractia F(a, b).

a*—b a#—-b—1.

J3-1
-

b) Calculati valoarea numerica a fractiei F, stiind cd media aritmeticd a numerelor a si b este

. , x 3x? 11
3. Fie expresia E(x) = T1+1 : 1—1 -, xeR— —1,—5,5,1 .
x —-x

. . 3x? 3x’
a) Stabiliti egalitatea: — 7= 2% #-L,x#1.
-
ST x—1 . 11
b) Artati cd E(x) = ,oricarearfix e R — (-1, 27 ¢,
x_

¢) Aflati valorile intregi ale numarului n, pentru care 2-E(n) este numar intreg.
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Functii definite pe multimi finite. Graficul unei functii.
Reprezentarea geometrica a graficului unor functii numerice

Functiideformaf: D — R, flx) =ax+b,unde g, b € R.
Interpretare geometrica. Lecturi grafice

a Elemente de statistica

83



Functii definite pe multimi finite. Graficul unei functii.
Reprezentarea geometrica a graficului unor functii numerice

L1. Notiunea de functie. Moduri de a defini o functie

In viata de zi cu zi, dar si in stiinte (matematica, fizica, economie, sociologie etc.), faptul ca o marime
depinde de una sau mai multe marimi variabile, care sunt independente, se exprima printr-o formula de
calcul. Aceast mod de scriere aratd dependenta functionala dintre marimile respective.

Exemple:

U Inversul unui numar nenul depinde functional de numarul respectiv. Daca x este numarul si y este
inversul sdu, atunci dependenta functionala dintre x si y se exprima prin formula xy = 1.

Oricare dinte cele doud numere poate fi exprimat in functie de celalalt: x = l, y= l
y X
&) intre marimile 7, U si R, respectiv intensitatea curentului electric care trece U
g printr-un conductor, exprimatd in amperi, tensiunea aplicata la capetele i H—
acestuia, exprimata 1n volti si rezistenta electrica a conductorului, exprimata ; |
in ohmi, existd o dependenta functionald, data de formula R = g, numita ‘ R
legea lui Ohm. 1 ()
Problema 1. Cu ajutorul unui dispozitiv, se lanseaza in sus o minge.
m Dupa 6 secunde de la momentul lansarii, mingea ¢
ajunge din nou pe sol. Din secunda in secundé, un alt .
dispozitiv masoara indltimea la care ajunge mingea la m"“ A
momentul £, notatd cu (7). S gf ::
Un cercetator realizeaza doua liste: § T 40 |l
* 0 listd 4 in care consemneaza timpul, din secunda in secunda, de la  °S S
momentul 0 al lansirii si pAna la momentul in care mingea ajunge 30
din nou pe sol; 20 / \
* 0 listd B 1n care noteaza ndltimea la care ajunge mingea dupa ¢ 10
secunde si pe care o noteaza cu A(?). timpul
Cercetitorul constata ci inaltimea 4, dependentd de timpul ¢, se o 1 2 3 4 56 (@9

poate exprima prin expresia algebrica /(f) = — 5¢2 + 30¢, apoi

realizeaza desenul in care reprezinta perechile (¢, /(7).

Scrieti listele 4 si B sub forma unor multimi numerice.

a) Timpul, din secunda in secunda, este dat de multimea 4 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, iar inaltimea la care ajunge
mingea la momentul ¢ este A(f) = —5¢# + 30¢. Atunci, inaltimea la care se afla mingea la momentul O este
h(0) = 0 (metri), Indltimea la care se afld mingea dupa 1 s este 4(1) = 25 (metri) si asa mai departe, obtinand
multimea B = {0, 25, 40, 45}.

b) Realizati un tabel astfel: pe prima linie a tabelului
scrieti valorile corespunzitoare variabilei ¢, iar pe a 4 0 1 2 3 4 5 6
doua linie, scrieti valoarea corespunzatoare inaltimiila | 2(f) | 0 | 25 | 40 | 45 | 40 | 25 | O
care ajunge mingea la momentul .
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A0 123456
¢) Realizati o diagrama 1n care sa reprezentati cele doud multimi
si sd asociati corect fiecarui element din multimea 4 elementul
corespunzator din multimea B.

Descoperim, intelegem, exemplificam
f:A—>B

Definitie. Fiind date doud multimi nevide 4 si B, spunem ca am definit 4 A B
functia f pe multimea A, cu valori in multimea B, daca, printr-un procedeu

oarecare, fiecarui element x din multimea 4 i se pune in corespondentd un
unic element y din multimea B.

Notam f: A — B si citim ,, f'definitd pe 4 cu valori in B”.

Bl 0 25 40 45

xeAd, ye B siy=£x)

Multimea A se numeste multimea de definitie a functiei sau domeniul de definitie al functiei.

Multimea B se numeste multimea in care functia ia valori sau codomeniul functiei.

Procedeul fprin care fiecarui element x din multimea A4 i se pune in corespondentd un singur element y, din
multimea B, se numeste /ege de corespondentd.

Daca elementului x din 4 i se asociaza elementul y din B, spunem ca y este valoarea functiei in x sau ca y este
imaginea lui x, prin functia f, si scriem y = f(x).
Multimea tuturor valorilor unei functii f se y € Imf < existd x € 4 astfel incat y = fix)

numeste imaginea functiei f si se noteaza sau
culmf Imf={fix)| x € 4}

Exemplu: In problema anterioara, h: 4 — B,

unde 4 ={0, 1, 2, 3, 5, 6} si B= {0, 25, 40, 45}.

* prin diagrama; e prin diagrama: 4 : A — B (vezi diagrama problemei 1)

* prin tabel; e prin tabel: 4 : 4 — B,

* prin formule, cu ajutorul uneia sau mai ¢ 0 1 2 3 4 5 6
multor expresii algebrice. moy| 0 |25 40 [ 45 [ 40 [ 25| 0

* prin formula, cu ajutorul unei expresii algebrice:
h:A4— B, h(t)=— 5+ 30t.

Dupa modul in care este data legea de
corespondentd, o functie poate fi definita:

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

In cazul unor functii, apar conditii suplimentare care impun definirea prin mai multe formule.

Problema 2. in figura alaturati, 4BCD este un ne= 6-x - M
m dreptunghi, MNP un triunghi isoscel i
cu inaltimea MQ si baza NP =4 cm, x—3 xX—6
iar x este un numar real, care exprima, Y
in cm, o lungime. D C N O P
a) Calc;ulagl aria suprafetei dreptunghiulare pentru Rezolvare:
x=35. e . e A <
b) Calculati aria suprafetei triunghiulare pentru ) A,B y 6-53 l(c.m), AD 5. 3= 2(cm). Rezuzlta
x=1. ca aria suprafetei dreptunghiulare este de 2 cm?.

¢) Aflati multimea numerelor reale x pentru care
dreptunghiul poate fi construit.

d) Aflati multimea numerelor reale x pentru care
triunghiul poate fi construit.

Functii

b) MO =7 - 6= 1(cm); NP =4 (cm). Rezulta ca aria

suprafetei triunghiulare este de 2 cm?.
¢)AB=6—-x>0s51AD=x—-3>0.Rezultax € (3, 6).
d) MO =x — 6 >0 Rezultid x € (6, ).
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Din rezolvarea cerintelor de mai sus, constatam:

1. Nu se poate realiza constructia, deci nu se poate calcula aria celor doua suprafete pentru aceleasi valori ale
numarului x.

2. Pentru x € (3, 6), aria suprafetei dreptunghiulare este (x — 3)(6 — x).

3. Pentru x € (6, ), aria suprafetei triunghiulare este 2(x — 6).

Vom defini o functie astfel: Consideram 4 = (3, 6) U (6, «). Aria unei suprafete este un numar pozitiv,

deci putem alege B = (0, o) (nu este unica alegerea). Legea de corespondenta face ca fiecarui numar x, din

multimea A4, sa-i corespunda aria suprafetei care poate fi construitd, adica aria dreptunghiului, daca x € (3, 6)

si aria triunghiului, daca x € (6, ©)

Prin urmare, f: (3, 6) U (6, %) — (0, ), f(x)= {(x—3)(6—x), daci x € (3, 6)

2x — 12, dacd x € (6, )

6,4
@g Exersim, ne antrenidm, ne dezvoltim

n Se considera multimile: 4 = {1, 2, 3, 4} si B= {a, b, ¢, d}.
a) Precizati diagramele din figura de mai jos care reprezinta o functie definita pe 4 cu valori in B.

& /[, | \ — - =

b) Justificati faptul ca diagramele ramase nu reprezinta functii.

a Functia f: 4 — B este definita prin diagrama n Urmatoarele functii sunt definite prin tabele.
urmatoare. X 1 2 3 4

fo | 1] 4] 916

A / B

x |-t o | 1] 2]7
- ey 3] 0o | 3| 6|21

a) Precizati domeniul de definitie si multimea
valorilor pentru fiecare functie.

a) Precizati multimea de definitie, multimea de b) Descrieti corespondenta x — flx), respectiv

valori si enumerati valorile functiei. x —> g(x), printr-o formula.

b) Copiati pe caiete si completati spatiile E Urmatoarele functii sunt definite printr-o
libere: formula. Precizati, in fiecare caz, domeniul
fla)= ... fib)= ... de definitie, multimea de valori si imaginea
fley= ... fa)+2-fib)+3  fle)= ... functiei.
< . . g:{1,2,3,4}— (0, ),
B Tabelul urmator descrie o functie f: 4 — B. 2(x) = 2
X 0 1 2 77 -1, daca xe (—O0,0)
f(x) 3 5 7 157 h(x) = 0, daca x=0

1, dacda xe(0,0)
—2x-3, dacd xe{-1,-2}
3x—1, daca xe{0, 1,2}

a) Scrieti elementele domeniului de definitie.
b) Scrieti elementele codomeniului functiei. 1(x) :{
¢) Reprezentati functia printr-o diagrama.
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Se considerd multimile 4 = {1, 2} si B = {x, y, z}.

a) Scrieti, cu ajutorul unor diagrame, toate
functiile care pot fi definite pe multimea A
cu valori In multimea B.

b) Determinati numarul functiilor care se pot
defini pe multimea A cu valori in multimea B.

a) Scrieti cele mai mici cinci numere naturale
care Tmpartite la 3 dau restul 1.

b) Identificati regula de construire a sirului de
numere 1,4, 7, 10, 13, 16, 19 ...

¢) Definiti o functie de la multimea numerelor
naturale la multimea infinitd M ale carei ele-
mente sunt numerele 1,4, 7, 10, 13, 16, 19 ...

d) Exprimati printr-o formula legea de
corespondentd descrisa la punctul c).

Se considera functia f: 4 — B, f(x) = —x + 1,

unde 4 = {x € Z|—-4<x<2}. Scrieti elementele

care nu pot lipsi din multimea B.

Tabelul de mai jos defineste o lege de
corespondentd intre doud multimi 4 si B.

X

-3 |-110 |2 |5 [8 |10 |15

S ()

-6 (-2 |0 |4 |10 |16 |20 |30

Functii

a) Determinati imaginea numarul —1, prin functia f.

b) Determinati numarul care are imaginea 10.

¢) Scrieti formula care defineste legea de
corespondenta.

d) Calculati:
3-A-3)+/0)-f5)+2-A10)-£15).

Se considera functia /: N — N, f(n) = ultima

cifra a numarului 9.

a) Aflati {0) si f(3).

b) Determinati Im f.

¢) Calculati f{3) + f(33) + f(333) — 3 - (3330).

Fie functia f: 4 — B unde

A={xeZ|x-1]<2}si f(x)=+x+1+x.

a) Scrieti elementele domeniului de definitie.

b) Precizati care este imaginea lui 3 prin
functia f.

¢) Se considerda multimea M = { f(x) | x € A}.
Scrieti elementele multimii M.

d) Demonstrati ca multimea B contine

elementele: —1, 1, \/5 +1, \/3 +2,5.
e) Stabiliti daca egalitatea M = B este
adevarata.

15 |

Pentru functiile de mai jos, stabiliti domeniul
de definitie, stiind ca fiecare element al
codomeniului este imaginea unui element din
domeniu:

a)fid— {-5-3,-1,1,3,5}, fix)=-2x+ 1;

b) g: 4 — {0, 1, 4, 9}, g(x) = x%

)h:d—{-2,-1,0,2,3}, h(x)=x-3.

Pentru functiile de mai jos, stabiliti codomeniul

cu numar minim de elemente, stiind ca:

a)fi {-3,-1,0,1,2} > B, filx)=—x+1;

b) h: {-2,-1,1,2,0} — B, h(x) =x%

0)g {-1,0,1,2,4} > B, g(x)=2x-3.

Lungimea laturii unui triunghi echilateral este

(4 — x) cm, unde x este un numar natural nenul,

iar perimetrul triunghiului este p cm.

a) Exprimati printr-o formula de calcul
dependenta functionald a marimii p de
marimea variabila x.

b) Definiti o functie care exprima dependenta
functionala gasita la subpuncul a),
precizand domeniul, codomeniul si legea de
corespondenta a functiei.

¢) Calculati imaginea lui 3 prin functia gasita
la subpunctul a).

d) Verificati daca 7 este element al multimii
valorilor functiei.

e) Definiti functia prin diagrame, apoi cu
ajutorul tabelului de valori.

Scrieti pe caiete cerintele urmatoare si com-

pletati spatiile libere, asa incat sa obtineti pro-

pozitii adevarate:

a)Fie4={0, 1,2} si B={a, b}.

Numarul functiilor care se pot defini pe
multimea A4, cu valori in multimea B este ... .
Numarul functiilor care se pot defini pe mul-
timea B, cu valori in multimea 4 este ... .

b) Fie C = {-3, 3} si D ={-2, 1, 2}. Numarul
functiilor /: C — D, cu proprietatea f{x) > 0,
oricare ar fix € Ceste egal cu ... .

¢) Se considera functia g : R— M, g(x) =] x |.
Cel mai mic element al multimii M este ...

d) Tabelul urmator descrie functia 4: ... —> ...,
h(n)=....

n | -1 0 1 2 10
h(n) | 5 0 | -5 |-10|-50
e) Functiai: 4 —>{—4,0, 4, 8}, i(x) = 4x are

domeniul maxim de definitie 4 = ... .
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L2. Graficul unei functii. Reprezentarea geometrica a graficului unei functii numerice

Rezolvam si observam

Problema 1. in diagrama de mai jos, sunt reprezentate
multimile 4 = {a, b, ¢}, B={s, p, ¢, d}
si o lege de corespondentd f intre ele-

Rezolvare
a) Legea de corespondenta fasociaza fiecarui
element din multimea 4 un element unic din

mentele celor doud multimi.

A u f B
S
b p
C

a) Stabiliti daca tripletul (4, B, f) defineste o functie.

Justificati raspunsul.

b) Numiti domeniul de definitie si multimea in care
functia ia valori.

¢) Scrieti tabelul de valori corespunzator functiei.

d) Scrieti multimea valorilor functiei f: 4 — B prin
enumerarea elementelor.

e) Scrieti produsul cartezian 4 x B.

f) Scrieti, enumerand elementele, submultimea G,
a produsului cartezian 4 x B definita astfel:

multimea B, deci tripletul (4, B, f) defineste o
functie.
b) Domeniul de definitie este multimea A4, iar multi-
mea in care functia ia valori este multimea B.
¢) X | a | b | c
foy | d | p | d
d) Multimea valorilor functiei sau imaginea functiei
este multimea:
Imf = {fix) - x € 4} ={fix) - x €{a, b, c}}={fa),
fb), fle)} = {d, pj.
Observam ca { d, p} < {s, p, ¢, d}, adica Imf'c B.
e)AxB={(x,y)|x e Asiy € B)}.
Elementele produsului cartezian 4 x B sunt:
(a,5), (a,p), (a,¢), (a,d),
(b,5), (b,p), (b,c), (b,d),
(c,8), (c,p), (c,0), (c,d),
(d,s), (d,p), (d,c), (b,d).
f) Deoarece x € 4, A= {a, b, ¢} si y =f(x), rezultd
Gf': {(a7 d)a (bap)a (C, d)}

G={(x,y)edxBlxedsiy=fx)}.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Consideram o functie f: 4 - B

Definitie. Submultimea G, a produsului cartezian 4 x B, definita prin G, = {(x,y) € A x B|x € Asiy =flx)},
se numeste graficul functiei f.

Remarca. 1) (x,y) € G, <= x € 451y = flx); 2) G, = {(x, fix)) | x e 4}.
Exemplu: Functia f: {-1,2,3}— R, f{x) =2x — 3, are tabelul de valori
alaturat, de unde rezulta graficul G,= {(-1, -5), (2, 1), (3, 3)}.

(2, 1) € G, deoarece 2 € {-1,2,3} si 1 =f(2).

(4,5) ¢ G, deoarece 4¢ {-1, 2,3}, chiardaca2 -4-3=5.

x | -1 ] 2] 3
f | -5 | 1|3

Definitie. O functie este numita functie numerica daca multimea de definitie si multimea in care functia ia
valori sunt submultimi de numere reale.
f:A— B este functie numericd <> A cRsiBcR
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Fief: A — B, A c R si B c R, o functie numerica.
Graficul functiei f* este o submultime a produsului
cartezian 4 x B, A c R si B < R, deci graficul

unei functii numerice f: 4 — B este o submultime
a produsului cartezian R x R, adica G, R x R.
Consecinta: Orice element al graficului unei functii
numerice, se ,,identificd” cu punctul de coordonate
x si y, unde y = f'(x), si poate fi reprezentat in plan,
intr-un sistem de axe ortogonale, xOy.

Multimea tuturor punctelor avand coordonatele
x 51 y unde y = f(x) se numeste reprezentarea
geometrica a graficului functiei f.

Observatie: Exprimarea ,,reprezentarea geometricd

Exemplu. a) Reprezentati geometric graficul
functiei £, data prin tabelul de valori:
x |1 ] 2] 3]s
fy | 6| 3] 2|1
b) Definiti functia f printr-o formula.
Solutie. a) G,= {(1, 6), (2, 3), (3, 2), (6, 1)}
Reprezentam grafic, intr-un sistem de coordonate
xQOy, elementele multimii G.
y
6

3
2

1

ol 12 3 6 x
Reprezentarea geometrica este formata din 4 puncte.
b) Observimca 1l -6=2-3=3-2=6"1,

deci marimile x si y sunt marimi invers
proportionale. Acestea verifica relatia x - y =06,

a graficului functiei f”’se Inlocuieste, in mod uzual, 6 .
graf Juncfiei f . " sau y:—,demf:{1,2,3,6}—>R,f(x)=§.
cu ,reprezentarea graficului functiei . X x
Stim sa aplicam. Identificam conexiuni
Problema 2. loana cumpard creioane colorate. Pretul \
m unui creion este 1,5 lei. Ioana noteazi cu n n 2 4 5
numarul creioanelor cumparate, cu S suma S h

platita si realizeaza tabelul de valori.

a) Exprimati suma S, in functie de numarul » al creioanelor cumparate.

b) Completati tabelul de valori realizat de loana.

¢) Scrieti functia definita prin tabelul de valori precizand, printr-o formula, legea de corespondenta.

d) Scrieti multimea valorilor functiei gésite la punctul c).

e) Determinati numarul » al creioanelor cumparate, pentru care s-ar plati suma de 12 lei.
f) Justificati faptul ca (n, 12) nu apartine graficului functiei gasite la punctul c).

g) Scrieti graficul functiei de la subpunctul ¢), apoi reprezentati grafic functia. y
d) ImS={S(n)| n € {2,4,5}} = {3:6:7.5}. ;5
e) Daca n este numarul creioanelor cumparate
pentru care s-ar platit suma de 12 lei, atunci
1,5 - n=12, deci n = 8. Raspuns: § creioane.
f) Conform definitiei graficului, (1, 12) € Gg 3
< ne{2,4,5) 51 12=5S(n).
Dar 8 ¢ {2,4, 5}, deci (n, 12) ¢ Gq.
8) Gs={(n,S(n) | n € {2,4,5}} = o 12 45 %
={m 1,5 -n)|ne{2,45}}=
=1{(2,3),(4,6),(5:7.,5)}.

Rezolvare:

a)S=1,5"n

b) Deoarece S = 1,5 - n, atunci:
n 2 4 5
S 3 6 7,5

n=2=8=15-2=3.

n=4=8=15-4=6.

n=5=8=15-5=175.

¢) Conform tabelului,
S:{2,4,5}—>{3;6;7,5},
S(n)=1,5n.

Functii

1

Reprezentarea graficului
functiei S
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26,4
(5 ,? Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

90

Dati exemplu de douad functii numerice si de
douad functii care sd nu fie functii numerice.

Fie functia f: A — B. Multimea A are a ele-

mente, multimea B are b elemente, a, b € N.

2.1. Comparati numdrul elementelor multimii
G cu numarul elementelor multimii 4 x B.

2.2. Gasiti o relatie Intre numerele a si b astfel
incat G,=A4 x B.

Fie functia g: {-2,-1, 1,2} > R, g(x) =2x + 3.

a) Determinati multimea G,

b) Reprezentati G, intr-un sistem de axe
ortogonale.

Se considerd functia f/: R - R,
fix) =x? + x— 1 si punctele 4(2, 3), B(—1, -1),

C(-2, 1), D(0, —1), E(+/3 ,/3 + 1). Efectuati
calculele necesare, apoi precizati care dintre
aceste puncte apartin si care nu apartin
graficului functiei.

a) Alcatuiti tabelul de valori al functiei
g:10,1,4,9} >R, g(x) = J/x.

b) Scrieti graficul functiei, enumerand
elementele acestuia.

¢) Reprezentati graficul functiei intr-un sistem
de axe ortogonale.

Fie functia i: 4 — {-2,0,4}, h (x) =x + 4.

a) Determinati elementele multimii 4, stiind
ca are trei elemente.

b) Reprezentati grafic functia.

Fie functia f: {-1,0, 1} — B, f(x) =3x + 2.

a) Determinati multimea valorilor functiei,
apoi scrieti multimea B cu numar minim de
elemente.

b) Reprezentati grafic functia.

Fie functiaf: {0, 1,2} > R, f(x)=—x+4.

a) Verificati daca A(—3, 7) apartine graficului
functiei.

b) Reprezentati graficul functiei intr-un sistem
de axe ortogonale.

Reprezentarea geometrica a unei functii / este

multimea de puncte {M, N, P, O}, M(-3, 1),

N(-1, 3), P(1,-3), O(3, —1). Aflati domeniul

de definitie al functiei si multimea /mf.

m In figurile urmitoare sunt reprezentate

graficele functiilor f'si g.

A A
y y
""""" & | (R L
------- N e —
e b el
2 -1 X oo X
- 2 3° 3 21 2 37
o1
o---oo-- -2

a) Scrieti domeniul de definitie si codomeniul
pentru fiecare functie.

b) Scrieti, cu ajutorul unor formule, legile de
corespondentd ale celor doud functii.

a) Se considera functia f: R > R, f(x)=x+a.
Determinati a stiind ¢a@ A(-2, 3) € G,.

b) Punctul B(b, 3b) este situat pe graficul
functiei g : B — R, g(x) =—— . Aflati
numarul b. 3

Un dreptunghi are lungimile laturilor de 2x cm,

respectiv y cm si perimetrul 18 cm, unde x si y

sunt numere naturale.

a) Scrieti relatia de dependenta functionala
dintre x si y, exprimand pe y in functie de x.

b) Precizati multimea A4 a valorilor naturale pe
care le poate lua x si multimea B a valorilor
naturale pe care le poate lua y.

¢) Notam cu f functia definita pe 4 cu valori in B,
prin care elementului x din 4 i se asociaza ele-
mentul y din B, exprimat in functie de x la punc-
tul a). Definiti functia £, in 3 moduri, folosind:
o formula, un tabel de valori, o diagrama.

d) Reprezentati grafic functia f.

e) Scrieti relatia de dependenta functionala
dintre x si y, exprimand pe x in functie de y.

f) Precizati multimea B a valorilor naturale pe
care le poate lua y si multimea 4 a valorilor
naturale pe care le poate lua x.

g) Notam cu g functia definitd pe B cu valori in
A, prin care elementului y din B i se asociaza
elementul x din 4, determinat la punctul
e). Definiti functia g in 3 moduri, folosind:
o formuld, un tabel de valori, o diagrama.

h) Reprezentati grafic functia g.
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Functiideformaf: D —> R, flx)=ax+b, undea, b € R.
Interpretare geometrica. Lecturi grafice

L1. Functiideformaf:D— R, f(x)=ax+b,undea, b e R

Problema 1. La un supermarket, pretul unei pungi biodegradabile este de b lei.
Pe un cantar electronic se asaza legumele cumparate, ambalate Tn punga
biodegradabila. Automat, se afiseaza a lei, pretul unui kilogram de legume,

precum si suma de y lei pentru cantitatea de x kg legume cumparate, care include

si pretul pungii biodegradabile. Deoarece y este o marime dependenta functional
de marimea variabilei x, vom nota marimea sumei y, pentru cantitatea de x kg

legume cumparate, cu f(x).

a) Gasiti expresia algebrica a dependentei functionale y = f'(x).

b) Prin dependenta functionala gasita la subpunctul anterior, definiti functia f pe

multimea A, cu valori in multimea R, precizand multimea 4, conform conditiilor impuse de contextul real.

¢) Reluati cerinta a) in cazul particular a = 1,5 si b = 0,75.

d) Pentru multimea {0,5; 1,5; 2} c A, scrieti tabelul de valori al functiei gésite la subpunctul precedent.

e) Din tabelul de valori gasit la punctul d) rezulta ca elementele (0,5; 1,5), (1,5; 3) si (2; 3,75) apartin multimii

Gf. Aratati ca punctele 4(0,5; 1,5), B(1,5; 3) si C(2; 3,75) sunt coliniare.

Rezolvare. a)

» pretul unui kilogram de legume este a lei;

* suma platita pentru x kg de legume este ax lei, la care se adauga pretul pungii biodegradabile.
Suma achitata pentru cantitatea de x kg legume cumpdrate este ax + b, deci f(x) = ax + b, care este forma
algebricd a dependentei functionale y = f'(x).

b) Rezultd functia f: A — B, f (x) = ax + b. X 7? __________ c
Deoarece elementele multimii 4 sunt numere x, prin care se exprima in kilograme ' ’
cantitdtile de legume cumparate, rezulta x > 0, deci 4 = (0, ). 3p------%
Obtinem f£: (0, ) — R, £(x) = ax + b. 25 S
¢)a=1,5sib=0,75 implica f: (0, 0) —> R, f(x)=1,5 - x + 0,75. 2l i
a x 05| 15| 2 R M:.N.I

fe) | 15| 3 [3.75

e) Reprezentam punctele 4(0,5; 1,5), B(1,5; 3) si C(2; 3,75) si, folosind asemanarea 03 i

1

1

1

|

1
triunghiurilor AMB si ANC, demonstram coliniaritatea acestora. Of 051 152 *

Tema de portofoliu

Se considera prisma triunghiulara dreapta MNPM'N'P’, notata P,, reprezentata in figura p'
alaturatd. Lungimile muchiilor prismei, exprimate in centimetri, sunt: MN = 4x — 2,
MP=NP=10-x, MM'= 1. M S
O alta prisma P, are aria laterald cu 17 cm? mai mica decat aria laterald a prismei P,.
a) Pentru x = 2, calculati aria laterala a prismei P, si aria laterald a prismei P,. L p
b) Se considera legea de corespondenta, x — f(x), unde x € 4, cud = {1,2,3},iarf(x) e R ) .
si reprezinta aria laterald a prismei P,. Scrieti, prin formula, legea de corespondenta f'(x). M Sy
¢) Exprimati legea de corespondenta a functiei f: 4 — R, f(x) =2x + 1 cu ajutorul unei
diagrame, apoi cu ajutorul unui tabel.
d) Scrieti multimea G,, enumerand elementele acesteia.

Functii 9]




Observatie. Situatiile practice analizate mai sus impun studiul functiilor definite prin expresii algebrice de
forma f'(x) = ax + b.

Pentru functiile de forma f: R — R, f(x) = ax + b, unde a si b sunt doud numere reale date, sunt posibile
situatiile:

1) Daca a = 0, atunci functia devine f: R — R, f(x) = b, b € R §i se numeste functie constantd.

2) Dacd a # 0, atunci functia f: R — R, f(x) = ax + b se numeste functie de gradul 1.

Exemple:

1) f: R — R, f(x) =4 este functie constanta

2)f:R—>R,f(x)=1,5-x+0,75 este functie de gradul [ cua=1,5si b=0,75.
3)f: R >R, f(x)=—2x este functie de gradul [cua=—-2 si b= 0.
Contraexemple: Urmatoarele functii nu sunt functii de gradul I

Df:{1,2,3}—> R, f(x)=2x+ 1 (domeniul de definitie nu este R)

—x+1,x<0 . , _
2)f:R>R, f(x)= { Ly 0 (expresia f'(x) nu este aceeasi pentru toate elementele domeniului)

x+1, x2

Descoperim, intelegem, exemplificam

Problema 2. Intr-un reper ortogonal, se considerd doud puncte A(—2, —3) si B(2, 5).
a) Aratati cd existd o functie f: R — R, fix) =ax + b, unde « si b sunt doud numere reale astfel incat:
(-2,-3) € G;5i(2,5) € G,.
b) Determinati punctul P(x, y), pe axa Oy, pentru care (x, y) € G
¢) Determinati punctul O(x, y), pe axa Ox, pentru care (x, y) € G,
d) Stim ca o dreapta este determinatd de doud puncte distincte. Demonstrati ca: M(x,y) € 4B < (x,y) € G.
Rezolvare: a) Folosim faptul ¢a (x,y) € G, < f(x) =y < ax+b=y.

(-2,-3)e G, f(-2)=3<-2atb=-3,iar(2,5) € G, f(2)=5<2a+b=5. Obtinem sistemul
—2a+b=-3
2a+b=5

b) P(x,y) € Oy < x =0, deci P(0, y), iar (0, y) € G, <y =/(0). Rezultd y =1 si P(0, 1).

) O(x, y) € Ox < y =0, deci O(x, y), 1ar (x, 0) € G, < f(x) =0. Rezulta 2x +1=0 i 0(-0,5; 0).

d) Reprezentam grafic punctele 4(-2, -3), B(2, 5) si punctul P(0, 1), care reprezinta Oy N G,, conform
punctului b).

Deoarece (-2, =3), (2, 5) si (0, 1) apartin multimii G, pentru exprimare mai

de ecuatii { cu solutia a = 2 si b =1. Functia cautata este f: R > R, f(x)=2x+ 1.

simpla, spunem ca punctele 4(-2, —3), B(2, 5) si P(0, 1) apartin graficului rly M

functiei f.

Prin urmare, avem de demonstrat c¢a M(x, y) € AB < M (x,y) € G,. Vom face T15 B

demonstratia parcurgand urmatoarele etape:

I) Demonstram ca punctele graficului 4(—2, -3), B(2, 5) si P(0, 1) sunt puncte

coliniare: PV

Punctele 7(0, 5), ¥(0,-3) si P(0, 1) sunt coliniare, deoarece sunt pe axa Oy. = =

D A_2_1,VP_4_1 iunghiurile d hice AVP si BTP o
eoarece o =7 =l§i p=7=1, triunghiurile dreptunghice AVP si , .

sunt asemenea. Rezultd congruenta unghiurilor APV si BPT. Cum punctele 7, =3

P, V sunt coliniare, rezulta coliniaritatea punctelor 4, P si B.
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II) Demonstram ¢, dacd M(x, y) € G, atunci P(0, 1), B(2, 5) si M(x, y) sunt coliniare.
Punctele P(0, 1), 7(0, 5) si R(0, y) sunt coliniare, iar triunghiurile BPT si MPR sunt dreptunghice.

Din M(x,y) € G Ita 2x + 1. Daca 1 Ita 0. Apoi PT 4 4 2 4B _2
in ,¥) € G.rezultd y = . Daca y > 1, rezulta x > 0. Apoi, —= = =—gi—=—.
x}{T i u2y * Y uax PO PR ™31 T 2xr1-1 XV RM x
Rezulta E = ——=—_ABPT~AMPR (L.U.L),deunde <BPT=<«MPR, deci punctele P, B, M sunt coliniare.
RM x

III) Demonstram ca, daca M(x,y) € G, atunci M(x, y) € AB.
Din II) rezulta M(x, y) € PB, iar din I) rezulta ca dreapta PB coincide cu dreapta AB. Asadar, M(x, y) € AB.

IV) Demonstram cd, dacd M(x,y)€ 4B, atunci M(x, y) € G, Daca M(x, y)€AB, atunci triunghiurile BPT'si MPR

. . . PT TB PT 4 . TB 2 .4 2
sunt asemenea, iar din asemanarea lor rezulta _R = W . =—3 —

ar, — = si

unde y = 2x + 1, adicd y = f(x). PR y-1" RM  x -1

Prin urmare, din M(x,y)€A4B, rezultd y = f (x), ceea ce probeaza ca M(x, y) € G,.

Observafie. Notatia G, si exprimarea , graficul functiei f” sunt folosite atat pentru multimea perechilor de
numere reale (x, f{x)), cat si pentru multimea punctelor din plan cu coordonatele (x, f{x)), intelegdnd din context
despre care dintre cele doua sensuri este vorba.

e Pentru orice functie de forma f: R — R, f(x) = ax + b, e Multimea tuturor punctelor din plan,
unde a si b sunt numere reale date, graficul functiei se raportate la reperul cartezian xOy,
noteazd cu G,si este 0 submultime a produsului cartezian avand coordonatele (x, f'(x)) se numeste
R x R definit prin egalitatea: G,= {(x, f(x)) [ x € R} sau reprezentarea geometrica a graficului
G={(x,»)|x e Rsiy=ax+b}. Junctieif- M (x,y) € G, < y=f(x)
(x,) € G, & x e Rsiy=f(x)sau Vom folosi una din formulérile:

(x,y) e G, &xeRsiy=ax+tb. (x,») € G, sau M(x, y) € G,.

Teorema. Graficul unei functii f: R — R, f(x) = ax + b, unde a si b sunt numere reale date,
este o dreaptd d. Scriem G,= d.

Graficul unei functii constante f: R — R, f(x) = b este dreapta paralela cu Ox, prin punctul A(0, b).
Observatie. In acest context, relatia y = ax + b se numeste ecuatia dreptei d; scriem d: y = ax + b si citim
»~dreapta d este de ecuatie y = ax + b”.

e Pentru a reprezenta geometric graficul functiei f: R — R, flx) = ax + b sau dreapta d: y = ax + b este
nevoie de doud puncte distincte oarecare ale dreptei d.

a) In multe situatii, este avantajos ca aceste puncte sa fie intersectiile graficului cu axele de coordonate!.
e intersectia graficului cu axa Oy: G, Oy = {A(x, y)}; A(x,y) € Oy < x=0;

4(0,y) € Gy y =f(0) < y=b, adica G, N Oy = { 4(0, b)}.
e intersectia graficului cu axa Ox: G, Ox = {B(x, 0)}; B(x, y) € Ox =y =0;

b
B(x,0) € G, f(x)=0< ax+b=0,adicd G,N Ox= {B(_;’Oj}'

Dreapta AB, cu A si B determinate mai sus, este graficul functiei f.

b) Daca intersectiile cu axele nu prezinta interes, atunci identificim doud puncte distincte M(x,, y,) si
N(x,, v,) ale graficului functiei /: R — R, f(x)=ax+b.

Alegem, convenabil x, si x,, diferite.

* M(x,,y)) € Gy & M(x,, ax, + b); N(x,, y,) € G, < N(x,, ax, + D).

Dreapta MN, cu M si N determinate mai sus, este graficul functiei f.

¢) Graficul unei functii constante /: R — R, f(x) = b este dreapta paraleld cu Ox, prin punctul 4(0, b).

I O astfel de reprezentare se numeste reprezentarea dreptei prin taieturi.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1. Se considera functia /: R — R, f(x) =—2x + 4.

a) Scrieti multimea G, . yt

b) Determinati punctele de intersectie ale graficului cu axele de coordonate. P(0,4)

¢) Reprezentati grafic functia f.
Rezolvare: a) G,= {(x,y) | x € Rsiy=f(x)} sau G,= {(x, [ (x)) [ x € R} 0(2,0)
sau G,= {(x,y) | x € Rsiy=-2x+4}. 15) \ X

b) Gflﬂ Oy = {P(0, )} cuy=f(0). Din f(0) = b, rezulta G, N Oy = {P(0, 4);

G, N Ox={0(x, 0)} cu f(x) =0.Din—2x + 4 = 0, rezultd x = 2, adicd G,N Ox = {Q(2, 0)}.

¢) Graficul functiei este dreapta PQ.

Aplicatia2. Fieg: R —» R, g (x) =3x + 1.
a) Scrieti multimea G,.
b) Reprezentati grafic functia g.

Cum g(-1)=-3+1=2sig(1)=3+1=4,
E obtinem P(-1,-2) si Q(1,4), puncte care

determina dreapta PQ = G,.

Observatie. Cele doud puncte pot fi gasite si

folosind tabelul de valori.

Aplicatia3. Fie i: R —» R, i (x) =— 2.
a) Calculati 4 (0) si & (—1).

b) Scrieti multimea G,

¢) Reprezentati grafic functia 4.

Rezolvare. a) G, = {(x, g(x)) | x € R} sau G, = {(x, ) [x e R

siy=3x+1}.

b) Pentru reprezentarea graficului sunt suficiente doua puncte.
Atribuim variabilei x doua valori distincte oarecare.

Fie x, =—1 six, = | aceste valori. ty
4 710
X -1 1
y=3x+1 -2 4 S A BN
punee (5,3) | PCL2) | O(L4) |, /____21 *
) - - uy
Solutie. a) h(0) = h(—1) =-2.
b) G, = {(x,~2) | x € B}
¢) Punctele 4(0, -2) si B(-1, -2) -1

determind dreapta 4B = G,

6.4
é(:)}g Exersim, ne antrenim, ne dezvoltim

n Functiile urmatoare sunt de forma /: R — R,

fix)=ax+b.
Determinati a si b pentru fiecare functie:
a) filx)=3x+2; b)filx)=—x+6;
¢) flx) =—4x; d) fix)=-1.
a Fie functiag : R —> R, g(x) =3x - 1.

. 1 1
Calculati g(-1); g(0); g| — |; g| — |.
alculafi g(-1); g(0) g(sj g(@]

KBl rFic functia ki R > R, h(x) = —x + 2.

a) Verificati daca punctele A(—2; 0) si B(1; 1)

apartin graficului functiei /.

b) Reprezentati graficul functiei Intr-un sistem

de axe de coordonate.

o4

=V

n Se considera functia /: R —> R, fix) =2x+3.

a) Determinati punctul de pe grafic care are
ordonata 1.

b) Determinati punctul de pe grafic care are
abscisa —2.

¢) Determinati punctul de pe grafic care are
coordonatele egale.

d) Determinati punctul de pe grafic care are
ordonata egala cu triplul abscisei.

e) Determinati punctul de pe grafic care are
ordonata egald cu opusul abscisei.

Stabiliti daca urmatoarele puncte sunt coliniare:
a) A(-2, 1), B(2, 3) si C(-4, 0);

b) A(-3, 2), B(4,-5) si C(2,-1);

¢) A(-1,2), B(1,-2) si C(-2, 3);

d) A(2,-1), B(-1, 5)si C(1, 1).
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Determinati functiile f: R - R, fix)=ax + b

ale caror grafice contin punctele:

a) A(-1, 2) si B(1,-2);

b) A(-2, 1) si B(2, 3);

¢) A(-3,2) si B(4,-5);

d) A(-1,5)si B(2,-1).

Fie functiaf: R - R, f(x) =2x - 1.

a) Verificati daca punctul M(— 1, -3) apartine
graficului functiei f'si reprezentati grafic
functia.

b) Determinati punctele de intersectie ale
graficului functiei f cu axele de coordonate.

Fie functiag: R > R, g (x) =—2x + 4.

a) Trasati graficul functiei g.

b) Calculati aria triunghiului determinat de
graficul functiei g si axele de coordonate.

¢) Aflati distanta de la originea sistemului de
axe de coordonate la graficul functiei g.

Se considera functiile f: R > R, f(x)=2x—1

sig:R—>R, gx)=—x+2.

a) Reprezentati, 1n acelasi sistem de
coordonate, graficele functiilor f'si g.

b) Determinati coordonatele punctului
de intersectie dintre graficul functiei /°
cu graficul functiei g.

¢) Calculati /(1) + f(2) +... + f(10) +

+2[g(1) + g(2) + ... + g(10)].

m Doua functii f'si g sunt egale daca au acelasi

domeniu de definitie, acelasi codomeniu si
aceeasi lege de corespondenta (f (x) = g (x)
pentru orice x din domeniul de definitie).
a) Fie ffunctia datd de diagrama de mai jos si
gA4d— {-1,0,1},
glx) =—x+2.
Scrieti elementele multimii \ |
A, stiind ca functiile | |
f'si g sunt egale.
b) Se considera functiile f;
g:R->R,
fx)=2x+6sigx)=(@-3)-x+b-2.
Calculati a si b, stiind ca functiile f'si g sunt
egale.
Fie functia f: {-3,-1,0, 1,2, 5} — R, definita
prin:
—2x+1, x<0
f(x)=12, 0<x<2
xX’-x, x>2

Calculati /'(=3), f(=1), £(0), f(1), (D), f(5).
Se considera functia

h:{-2,-1,0,1,2} —> {0, 1,4}, h(x) =x2.

a) Descrieti printr-un tabel functia.

b) Descrieti printr-o diagrama functia.

¢) Reprezentati grafic functia.

L2. Reprezentarea grafica a functiilor f: D > R, flx) =ax + b, unde g, b € R si D este un interval

de numere reale. Lecturi grafice

Rezolvam si observam

@) Seconsideri functiile:

fR->R, f(x)=2x+3,
g:[—4,—2)—>R,g(x):2x+3,
h:(0,1)—>R, h(x)=2x+3,

u:(2,0) — R, u(x) = 2x + 3, iar Intr-un plan, in care s-a fixat 4 -2/
un reper cartezian xQOy, se considera punctele:
A(_4a _5)7 B(_za _1), C(O: 3)9 D(l’ 5) §1 E (2a 7)

a) Reprezentati geometric punctele 4, B, C, D si E.
b) Arétati cd punctele 4, B, C, D si E sunt coliniare.

¢) Reprezentati, in acelasi reper cartezian, graficele functiilor f, g, 4 si u.
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Rezolvare.

a) Reprezentarea punctelor 4, B, C, D si E este realizata in figura de mai jos.

b) Desenul realizat sugereaza coliniaritatea punctelor 4, B, C, D si E. Desi aceasta nu este o demonstratie,
este foarte importanta observarea coliniaritatii, urmand a fi demonstrata.
O tehnica eficienta pentru a demonstra coliniaritatea punctelor este urmatoarea: scriem functia de gradul I
al cdrei grafic este dreapta determinatd de doua dintre cele cinci puncte si verificam daca punctele raimase
apartin acestei drepte. De exemplu, vom scrie functia al carei grafic este dreapta AB si vom verifica daca
punctele C, D si E apartin graficului acesteia.

AB=G,undet: R — R, t(x) =ax + b. _4a+b=-5
A(~4,—5) € AB <> —4a + b =—5: Obtinem sistemul {—241 i heet’ cusolutiaa=2sib=3.
B(-2,-1) e AB& 2a+b=-1. Rezultar: R — R, ¢ (x) = 2x + 3, care este egala cu functia f.
Dreapta AB este reprezentarea grafica a functiei z. oA -
Pentru a verifica dacd un punct oarecare M(x, y) apartine dreptei AB,

folosim echivalenta M(x, y) € AB< ¢ (x) = .
Astfel, #(0) = 3 implica C(0, 3) € AB. Analog, #(1) =5, ¢t (2) = 7, adica
D(1, 5), E(2, 7) apartin dreptei AB. In concluzie, punctele 4, B, C, D si E
sunt puncte coliniare.
¢) Pentru a reprezenta grafic functiile f, g, 4 si u, observam ca formula -4
care defineste legea de corespondenta pentru fiecare dintre cele patru
functii este aceeasi, adicad x — y = 2x + 3, unde x € D, multimea D fiind
domeniul de definitie al functiei.
Prin urmare, graficul fiecarei functii va fi acea portiune din graficul 7
functiei f, care corespunde domeniului de definitie; un segment sau o
semidreapta, dupd cum D este un interval marginit sau nemarginit. In acest context, ne amintim c multimea
R a numerelor reale poate fi privita ca interval deschis si nemarginit R = (—o0, 0).

graficul functiei f: R — R este dreapta AF;

graficul functiei g : [-4, —2) — R este segmentul inchis la stanga, deschis la dreapta [4B);

graficul functiei / : (0, 1) — R este segmentul deschis (CD);

graficul functiei u : (2, ©0) — R este semidreapta deschisa (EF.

Observatie.

Functiile g, i, u sunt restrictii ale functiei f'la intervalele [—4, —2), (0, 1), respectiv (2, ).

Privim reprezentarea geometrica a graficului unei functii ca pe un instrument cu ajutorul caruia observam,

,»Ccitim”, descoperim, proprietati ale functiilor.

Pentru o functie f: D — R, D < R, prin lecturi grafice putem identifica:

1) domeniul de definitie al functiei;

2) valori ale functiei, folosind ordonatele unor puncte ale graficului;

3) elemente ale domeniului, in care functia are o valoare m (solutii ale ecuatiei f{x) = m);

4) multimea valorilor functiei (/mf);

5) elemente ale domeniului in care functia are valori mai mici sau mai mari decat un numar m (solutii ale
inecuatiei flx) < m, respectiv f{x) > m);

6) solutiile ecuatiei f{x) = g(x) (abscisele punctelor de intersectie a graficelor celor doua functii), daca in acelasi
reper cartezian sunt reprezentate graficele a doua functii.
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(7] In figura aldturatd, sunt reprezentate grafic trei functii £, g
si h. Graficul functiei f'este dreapta PQ, graficul functiei
g este dreapta PR, iar graficul functiei / este segmentul

inchis PQ (punctele P si Q apartin graficului functiei 4). > A Gr
a) Folosind reprezentarea geometrica a graficelor:

1) stabiliti coordonatele punctelor P, O si R; 3 P

2) aflati imaginea lui 3 prin cele trei functii; W

3) aflati imaginea lui O prin functia g;
4) aratati ca —1 este o valoare a functiei /;
5) aflati multimea valorilor functiei /.

b) Folosind coordonatele punctelor P, Q si R, precizati,
pentru fiecare functie, domeniul de definitie,
codomeniul si legea de corespondenta.

Gg

Rezolvare:
a) 1) P(3,2), O(-1,-1) si R (0, 4). 2) Pe G, Pe G,, Pe G, si f(3)=g3)=h(3)=2.
(x = 3 este solutie a ecuatiilor f{x) = g(x), fix) = h(x), g(x) = h(x))
3)Din R (0, 4) € G, , rezulta g(0) = 4, deci imaginea lui 0 prin functia g este 4.
4) Din Q(-1, -1) € G, rezulta h (—1) = —1, deci imaginea lui —1 prin functia / este —1.
5) Reprezentarea grafica a functiei 4 este segmentul inchis PQ cu P(3,2), O(-1,—1). Observam, de asemenea
cd M(x, y) € PQ implica y € [-1, 2]. Prin urmare, Imh = [-1, 2].
b) Graficul functiei f'este dreapta PQ, adicd /: R — R, f{x)=ax + b.

P(3,2)eG, . 3a+b=2 uti 3 b 1
0(-1.-1)eG, rezultday ., cusolutia a—z si =7
Rezultéf:R—»R,f(x):%x—%.

Analog, g: R —> R, g (x) =mx +n.

P(3,2)eG, 3m+n=2 uti 2 . 4
ta fia a=-—sin=4.

R(0.4)<G, rezulta y . _, cusolutia 3 Sin

Rezultég:R—>R,g(x)=—§x+4.

Punctul M(x, y) apartine segmentului Inchis PQ daca si numai dacd x € [-1,3], deci M(x, y) € G, <

1 . .
<xe[-1,3].Rezulta h: [-1,3] > R, A(x) = %x 2 (legea de corespondentd are aceeasi formula ca functia f).

Concluzie.

1) Intr-un plan in care s-a fixat un reper cartezian xQy, graficul functiei /: D — R, fix) =ax + b, unde a si b
sunt numere reale date, iar D este un interval de forma (p, q), [p, ql, (p, q] sau [p, q), p, ¢ € R, graficul
fl}nc‘;iei /. notat cu G, este reprezentat printr-un 'segme'nt' PQ, unde P(p, ap + ?)) si O(q, aq + b). Fiecafe
dintre punctele P sau Q apartin sau nu graficului functiei f; dupa cum D este interval inchis sau deschis
la capatul corespunzator.

2) intr-un plan in care s-a fixat un reper cartezian, graficul functiei : D — R, f{x) = ax + b, unde a si b sunt
numere reale date, iar D un interval de forma (p, ) sau [p, ©), p, g € R, graficul functiei f; notat cu G,
este semidreapta PM, unde P(p, ap + b) si M(m, am + b), unde m > p. Punctul P apartine sau nu apartine
graficului functiei /', dupa cum intervalul D este inchis la stanga sau deschis la stanga.
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Exemplul 1

Functia f: [-1,3)— R, f(x) = 0,25x + 2,25 este
restrictie a functiei de gradul I datd de corespon-
denta x — y = 0,25x + 2,25, deci reprezentarea
graficd a functiei f este segmentul [PQ), unde

Exemplul 2

Functia g : (-2, ©)— R, g(x) = 0,75x + 2,5 este
restrictie a functiei de gradul I data de corespondenta
x — y = 0,75x + 2,5, deci reprezentarea grafica a
functiei g este semidreapta (PM, unde P(-2, 1),

P(-1,2),0(3,3)si Pe G, iar O ¢ G,

MQ2,4)5iP ¢ G,

WIEIIU¥ RN La cerintele urmatoare, alegeti varianta corecta; doar un rispuns este corect.

1. Fie functia /: R — R, f{x) = 2x — 3. Punctul care apartine lui G, este:

A. A(1, 2) B.B(-1,2) C.(C(1,-2) D.D(2,1)
2. Fie functiaf: [2, 4] — R, f(x) = —2x + 3. Punctul care nu apartine lui G, este:
A. A2, -1) B.B(4,-5) C.C3,-3) D. D(1,2)

3. Fie functia /: R — R, f(x) = ax + 4. Punctul A(-1, 1) apartine lui G, dacé valoarea lui a este:

A. -1 B. 1

C.3

D.2

L6,
@9 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

IZl n Se considera functiile:
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2,4 >R fix)y=—2x+3

g: (1, 4) - R, glx)=—x+3

h: (-4,1] > R, h(x)=2x+5

u:[-2,3) >R ulx)=-2x+1

a) Reprezentati grafic functiile.

b) Stabiliti imaginea fiecarei functii folosind
lectura grafica.

Fie functiile:

fi[2,0) >R, f(x)=2x-3

g:(0,4) >R gx)=—x-2

h: (-4,0) > R, h(x)=-2x-5

u: (o, 1] >R ux)=-3

a) Reprezentati grafic functiile.

b) Stabiliti imaginea fiecarei functii folosind
lectura grafica.

Fie functiaf: R > R, f(x)=(m—1)-x+2n+3.

a) Determinati m si n astfel Incat punctele
A(—1, 1) si B(2, 4) sa apartina graficului
functiei.

b) Reprezentati grafic functia intr-un sistem de
axe ortogonale.

a) Determinati functia /: R — R, de forma
f(x)=ax+ b, al carei grafic trece prin

puncicle 4 (5; 6) si B (% - 4).

b) Trasati graficul ei si determinati punctele
de intersectie ale graficului cu axele de
coordonate.

¢) Aflati aria cuprinsa intre graficul functiei si
axele de coordonate.
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Se dau functiile:

fi[2,6] =R, f(x)=

3x+2
4

g [6,8] = R, g(x) =—%x +14

h:[2,8]1 >R, h(x)=2.

Se noteaza cu 4, B si C punctele de intersectie ale

graficelor acestor functii, dupa cum urmeaza:

G, NG, =1{4}; G,N G, ={B}; G,N G,= {C}.

a) Reprezentati grafic functiile.

b) Prin lectura graficd, aflati coordonatele
punctelor 4, B si C.

¢) Calculati aria triunghiului ABC.

d) Calculati lungimile laturilor triunghiului ABC.

Fie functiaf: 4 — {0, 1,3,4},unde 4 c R si
fx)=2x-1.
a) Demonstrati cd 4 N {%, ;2 %}7& 2]

b) Scrieti 4 functii f: 4 — B.

¢) Cate functii f: 4 — {0, 1, 3, 4} exista?
Justificati. E <2

Fief:R—)R,f(x)={7_2x 52

a) Calculati f{-1), f2), fla), fla?), unde a € R.

b) Rezolvati ecuatia f{x) = 1.

Fief: {-1,0,1,2} > R, f(x)=ax+ 1 o functie.

a) Aflati numarul a, stiind ca punctul M(—1, 2)
apartine graficului functiei /-

b) Pentru a = —1, realizati tabelul de valori si
reprezentati grafic functia f.

Reprezentarile grafice ale functiilor /: R — R,

n a) Determinati functia /: R — R, de forma

flx) = ax + b al carei grafic trece prin
punctele 4(2; 1), B(6; —1).

b) Trasati graficul ei si determinati punctele
de intersectie a graficului cu axele de
coordonate.

¢) Aflati aria cuprinsa intre graficul functiei si
axele de coordonate.

Punctul A(a, 1) apartine graficului functiei

f: R —> R, data de relatia fix)=—x+0,5a.

Determinati valoarea lui a.

Reprezentati grafic functiile:

a)f:{-2,-1,0,1,2} >R, f(x)=x2-1

b)f:{-2,-1,0,1,2} >R,
x—1Lx<-1
S (x)= {

—x+2, x>-1

¢)f:4—-> R, fix)=|x|—1, unde
A:{er —2s2x3_1<1}

d)f: xeR|K<3} >R,

f(¥)=+3-x-1

-2, x<0
0, x=0
2, x>0

e)f:R-oR, fix)=

|x+3], x<-3

x+1, x>-3

f)f:R—)R,f(xF{

fix)y=asig:R — R, g(x) =2x + b contin m Fie functia f: R > R, f(x)=a -x+ b.

punctul A(-1; 2).
a) Aflati numerele a si b si rescrieti legile de
corespondenta ale celor doud functii.
b) Reprezentati grafic functiile /'si g in acelasi
sistem de coordonate ortogonale xOy.
¢) Fie G, N Oy = {B}, G, N G, = {C},
G,N Ox = {D}.
Calculati aria patrulaterului BCDO.
a) Determinati valoarea lui m pentru care punc-
tul A(1, m?) € G, unde
fRoR, f(x)=(m2—2)x+m.
b) Reprezentati grafic functia f pentru valoarea
lui m determinata la punctul a).

a) Determinati valorile Iui a si b pentru care
punctele A(2, 0) si B(0, 6) apartin graficului
functiei f.

b) Reprezentati grafic functia f pentru valorile
determinate la punctul a).

¢) Aflati distanta de la origine la dreapta care
reprezintd graficul functiei.

d) Daca M este simetricul punctului 4, iar
N este simetricul lui B fata de originea
sistemului de axe ortogonale, determinati
perimetrul si aria patrulaterului ABMN.
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Elemente de statistica

L1. Sortarea si organizarea unor date dupa criterii de tip dependenta functionala, frecventa absoluta

Fiind date doud multim nevide 4 si B, vom spune ca intre ele are loc o dependenta functionala daca

printr-o regula oarecare, facem ca fiecdrui element al multimii A4 sé-i corespunda un singur element
al multimii B.

Dependentele functionale se pot reprezenta prin: tabele, grafice, diagrame sau formule matematice
Dacad=1{4,5,6,7,8,9, 10} este multimea notelor
acordate la un test si B = N, se defineste dependenta nota 415167189110
functionald x — y, prin care fiecarui x, nota, 1i frecventa | 2 | 1 |2 | 4|7 |5]|3
corespunde numarul natural y, al elevilor care au obtinut

nota x (y se va numi frecventa valorii x).

Graficul unei dependente functionale de la multimea 4 la multimea B este multimea perechilor (x, y), x € 4,
y € B, astfel incat x — y, adica elementului x, din multimea A4, ii corespunde elementul y, din multimea B.
Exemplu: Graficul dependentei functionale este multimea perechilor (4, 2), (5, 1), (6, 2), (7, 4), (8, 7),
(9, 5), (10, 3). Linia franta determinata de segmentele obtinute unind, in ordine, punctele graficului, este
poligonul frecventelor.

frecventa frecventa
Tt ===~ 2 (h i
1
6 | 6
1
e R R Bk LS e A e
1 1 I I
2 ° A b
1 1 1 I I I
1 1 1 I I I
3T~ ------ r==t--1--9 3t-—-——————-———-4- Fo—t- -4
1 1 1 1 I I I I
1 1 1 1 I I I I
2Qt--0----- ° 1 1 1 1 2t--a--—-——- | | | |
i [E N R T i i [ [
1 1 1 1 1 1 I I I I I I
1 EEE R ] 1 1 1 1 1 1 - =4 I I I I I
1 1 1 1 1 1 1 I I I I I I I
1 1 1 1 1 1 1 I I I I I I I
A S S T S T R S S R W N T
0 4 5 6 7 8 9 10 nota 0 4 5 6 7 8 9 10nota
Graficul dependentei functionale Poligonul frecventelor

Multimea punctelor de coordonate (4, 2), (5, 1), (6, 2), (7, 4), (8, 7), (9, 5), (10, 3) este reprezentarea

geometricd a graficul dependentei date.

Observatie. Poligonul frecventelor ne ajutd sd comparam frecventele (numarul aparitiilor unei valori) a doua
\_ valori diferite, sa observam care dintre aceste valori are ponderea mai mare, sd estimam media valorilor. )

Rezolvam si observam

Datele statistice sunt caracterizari ale unor entitdti reale sau imaginare. Datele pot fi scrise prin simboluri,
numere, litere, grupuri de litere, imagini, note muzicale si altele.

Exemplul 1. Culoarea ochilor elevilor care participa la cursul de pictura constituie un set de date inregistrate
intr-un tabel:

Elevul E1 E2 E3 E4 ES E6 E7 ES
Culoarea ochilor | caprui | albastri | caprui | verzi negri | albastri | negri | céaprui
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Multimea tuturor unitatilor (de orice naturd), asu-
pra carora se realizeaza un studiu statistic, se nu-
meste populatie statisticd.

Trasatura comuna a unitatilor (elevilor), proprieta-
tea de a avea ochii de o anumita culoare, se numes-
te caracteristica sau variabila. Aceasta ia valorile:
albastri, verzi, caprui, negri.

Exemplul 2. Notele obtinute de elevii unei clase la un test de cunostinte determina o variabild notata cu T
si un set de date corespunzatoare valorilor variabilei T.

T: 8, 6, 10, 7, 5, 9, &, 10, 8, 9, 7, 10, 8, 7, 5, 9, 10, 8, 9, 9, 7, 9, 8, 7, 8

Variabila definita (caracteristica) reprezinta nota obtinuta de elevii clasei la testul de cunostinte. Aceasta
variabila are valori numerice, numere intregi cuprinse Intre 5 si 10.
Comparand cele doua seturi de date prezentate mai sus, observam urmatoarele:

Exemplul 1 prezintd un set de date care face
o caracterizare, o apreciere, printr-o calitate a
ochilor fiecérui elev. Acestea sunt date calitative si
definesc o caracteristicd sau o variabila calitativa.

Exemplul 2 prezinta un set de date exprimate prin
numere. Acestea sunt date numerice sau canti-
tative si definesc o caracteristica sau o variabila
numericd sau cantitativa.

Forma in care sunt prezentate datele este uneori greu de urmarit si de analizat. Ar fi utild o grupare a datelor.

Observatie. Valorile variabilelor numerice pot fi ordonate, ceea ce aduce avantaje importante in prezentarea

sintetica a datelor.

Exemplul 3. Inregistrand inaltimea, in cm, a fie-
carui elev dintr-o clasa, obtinem
setul de date numerice din tabelul
alaturat:

Descoperim, intelegem, exemplificam

Datele din tabelul de mai sus sunt greu de
analizat, avem nevoie de o altd scriere mai 134

organizatd a datelor. Ordonam crescator valo- | 135

rile variabilei numerice datd de inaltimea | 136

elevilor clasei si alcatuim tabelul alaturat. 138

159 | 144 | 138 | 147 | 154 | 135 | 159

143 | 149 | 149 | 138 | 145 | 145 | 156

143 | 154 | 154 | 136 | 149 | 132 | 132

156 | 143 | 132 | 152 | 143 | 134 | 155
1321132 1132 | 143 | 143 | 143 | 143 | | 152

144 154 | 154 | 154

145 | 145 155

147 156 | 156

138 149 | 149 | 149 159 | 159

Am scris, pe coloana, valorile distincte ale inaltimilor, iar pe orizontala, le-am adaugat pe cele care se repeta.
Acest tabel ne oferd posibilitatea sa raspundem la mai multe Intrebari.

Intrebarea

1. Care este diferenta dintre cel mai Tnalt sicel =

mai scund elev?

2. Care este numarul cel mai mare de elevi care =9

au aceeasi naltime? Ce indltime au acestia?

Functii

>

Raspunsul

159 — 132 =27 (cm)

» Cel mai mare numar de elevi care au
aceeasi Tndltime este 4. Acestia au 143 cm.
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Valorile variabilei numerice indltimea elevilor sunt numere intregi, cuprinse intre 132 si 159. Observand tabelul
anterior, constatam ca sunt putini elevi care au indltimi egale. Cum diferenta de inaltime mai micd de 5 cm nu
este relevantd, putem forma grupe de indltimi sau clase de valori. Impartim intervalul [132, 159], de lungime
159 — 132 =27 (diferenta dintre inaltimea maxima si cea minima) in urmatoarele intervale: [132, 135), [135, 140),
[140, 145), [145, 150), [150, 155), [155, 159], inregistrand inaltimile din fiecare interval in tabelul de mai jos.

Intervalul de iniltime | Iniltimea elevilor clasei a VIII-a Nr. elevilor care au indltimea 1n interval
[132, 135) 132,132,132, 134 4
[135, 140) 135, 136, 138, 138 4
[140, 145) 143, 143, 143, 143, 144 5
[145, 150) 145, 145, 147, 149, 149, 149 6
[150, 155) 152,154, 154, 154 4
[155,159] 155, 156, 156, 159, 159 5

Remarca. Valorile aceleiasi caracteristici (variabile) au fost inregistrate in tabele diferite. Se poate constata cu
usurinta cd, dintre ele, cel mai sintetic si cel mai eficient este ultimul tabel.

Definitie. Numarul aparitiilor unei valori a variabilei in setul sau de date se numeste frecventa absoluta a acelei
valori.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

A realiza tabelul frecventelor absolute inseamna a inregistra, intr-un tabel, dependenta functionald de la
multimea valorilor caracteristicii, la multimea numerelor naturale, prin care fiecarei valori a variabilei i se
pune 1n corespondenta frecventa sa absoluta.

Revenim la exemplele anterioare, si realizam tabelul frecventelor absolute, pentru fiecare.

Culoarea ochilor |Frecventa absoluta
Exemplul 1. Valorile variabilei sunt culorile albastri B
ochilor: {albastri, verzi, caprui, Ver,zi 1
negri}. Frecventele absolute sunt R
numere naturale. caprql s
Tabelul frecventelor este aldturat. negn 2
Nota Frecventa absoluta
Exemplul 2. Valorile variabilei sunt notele 5 2
obtinute de elevi {5, 6, 7, 8, 9, 10}. 6 1
Frecventele absolute sunt numere 7 5
naturale. 8 7
Tabelul frecventelor este alaturat. 9 6
10 4

Exemplul 3. Pe baza tabelului cu intervalele de indltime a elevilor, obtinem frecventele absolute ale claselor
de valori ale inaltimii.
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Clasa de | Frecventa Clasade | Frecventa Clasade | Frecventa

inaltime | absoluta inaltime absoluta inaltime absoluta
[132, 135) 5 [140, 145) 5 [150, 155) 4
[136, 140) 3 [145, 150) 6 [155,159] 5
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Am vazut ca inregistrarea frecventelor absolute se face prin tabele cu doud coloane sau cu doua linii. In prima
coloana, respectiv linie, se inregistreaza valorile variabilei (caracteristicii), iar in cea de-a doua, se inregistreaza
frecventa absoluta corespunzatoare fiecarei valori.

26,
d:)}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n In vederea unor prelucriri statistice, dirigintele unei clase cu 28 de elevi culege, din catalog, mediile

obtinute la matematica, in semestrul 1. Precizati: populatia statistica, volumul (efectivul) populatiei si

caracteristica (variabila) statistica.
B La o firma a fost creata o bazd de date referitoare la vechimea in munca si la nivelul studiilor angajatilor

unui compartiment, dupa cum urmeaza:

Angajat A A, Ay A, A Ay A, Aq Ay Ay
Vechime in munca
. 6 8 5 5 6 8 8 7 8 7
(ani)
. . Studii Studii Studii Studii Studii Studii Studii Studii Studii Studii
Nivelul studiilor . . . . . . . . . .
liceale superioare | superioare liceale superioare | superioare | superioare | superioare | superioare | superioare

a) Exprimati In procente cat reprezintd numarul angajatilor doar cu studii liceale din numarul celor cu
studii superioare.

b) Determinati vechimea in munca pe care o au cei mai multi angajati (care are frecventa cea mai mare).

a Timp de 20 de zile consecutive, s-a inregistrat intr-un tabel cantitatea de deseuri, in kg, rezultata in urma
procesului de productie la o ferma.

Ziva |z, |7, |Z3 |74 |Zs |Zg |27 |Zg |Z9 |Zio |Z01 |Z12 |Z13 |Z1a | Z1s |Z16 | 217 | Z1s | 210 | Z20
Cant. |78 |80 [76 |81 |79 |80 |77 |78 |81 [81 |75 [83 |80 |79 |78 |83 |80 |80 [82 |79

a) Grupati datele 1n clase de valori. Realizati doua astfel de grupari.

b) Stabiliti valoarea maxima a cantitatii de deseuri care se produce la ferma intr-o zi.

n O fabrica de autoturisme a realizat, In fiecare din ultimii trei ani, o crestere a productiei cu 10% fata de
anul precedent.
a) Stiind ca in anul 2016 fabrica a produs 100 000 autoturisme, completati tabelul urmator:

Anul 2016 2017 2018 2019
Numar autoturisme produse | 100 000

b) Aflati numarul total de autoturisme realizate in ultimii trei ani.

B La simularea examenului de evaluare nationala la disciplina matematica, elevii unei scoli au obtinut
urmatoarele punctaje (din 100 posibile): 75, 64, 58, 81, 76, 93, 96, 58, 65, 73, 84, 82, 97, 51, 99, 100,
87,100, 64, 86, 99, 53, 77, 62,74, 55, 98, 60, 70, 88.

Grupati datele in clase de valori de lungime 10, completand urmatorul tabel:

Interval de punctaj <50 50-59 | 60-69 | 70—-79 | 80—89 | 90-100
Numér elevi 0 5
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L2. Reprezentarea geometrica a seriilor statistice

Descoperim, intelegem, exemplificam

Pentru a fi cat mai usor de observat, de comparat si de evaluat dependenta functionala prin care fiecarei valori
a variabilei 1 se pune 1n corespondenta frecventa sa absolutd, se reprezintd geometric prin grafice, diagrame,
folosind sisteme de axe ortogonale, in plan. Punctele graficului vor avea abscisele date de valorile variabilei si

ordonatele date de frecventele lor absolute.

Ne propunem sé realizam graficele cu bare corespunzatoare exemplelor parcurse in lectia anterioara. Le vom
prezenta alaturi de tabelul frecventelor, pentru fiecare.

Exemplul 1. Culoarea ochilor elevilor care

participa la cercul de pictura

o Culoarea ochilor | Frecventa absoluta
albastri 2
verzi 1
caprui 3
negri 2

Exemplul 2. Notele obtinute de elevii unei

clase la un test de cunostinte

Nota Frecventa absoluta
5 2
6 1
7 5
8 7
9 6
10 4

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Exemplul 3. Iniltimea elevilor clasei, graficul

frecventei

s S s S s A
132 3 143 4 152 1
134 1 144 1 154 3
135 1 145 2 155 1
136 1 147 1 156 2
138 2 149 3 159 2
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A frecventa
absoluta

culoarea
ochilor
albastri ~ verzi  caprui negri
\ frecventa
A -
absoluta

Graficul frecventelor absolute a inéltimilor elevilor
este multimea {(132, 3), (134, 1), (135, 1), (136, 1),
(138,2),(143,4), (144, 1), (145, 2), (147, 1), (149,
3), (152, 1), (154, 3), (155, 1), (156, 2), (159, 2)},
multime din care se pot extrage informatii cu
dificultate.

Vom reprezenta geometric acest grafic pentru a

avea o imagine mai clard asupra ponderii valorilor
inaltimilor.
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frecventa
absoluta

Graficul frecventelor absolute

Poligonul frecventelor ofera o imagine mai clara asupra ponderii valorilor inaltimilor.

frecventa
absoluta

Pentru observarea unor aspecte generale, gruparea datelor pe clase de valori oferd posibilitatea realizérii unor

imagini grafice elocvente.

Exemplul 4. Iniltimile celor 28 de elevi,
exprimate in cm, grupate pe clase de valori

Clasa de 1naltime/ Intervalul | Frecventa
[132, 135) 5
[136, 140)
[140, 145)
[145, 150)
[150, 155)
[155, 159]

Dk [N |Ww

Exemplul 5. Aprecierea impactului
educational a unei anumite emisiuni TV asupra
consumatorilor adolescenti

Aprecierea Frecventa
Foarte mic 1
Mic 4
Nici mic, nici mare 2
Mare 4
Foarte mare 4

Functii

| frecventa
71 absolutd

N

— N W A~ W

[182,135) [135,140)  [140,145) [145,150) [150,155) [155,159]
indltimea

A frecventa absoluta

aprecierea
foarte mic nici mare mare  foarte
mic nici mic mare
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t6,d
Q{,,{:)}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Datele obtinute la sondajul realizat in randul elevilor de clasa a VIII-a dintr-o scoald, cu privire la
profilul si specializarea pe care doresc sa le urmeze in invatamantul liceal sunt date Tn tabelul urmator:

Clasa| a a a a Total
Profilul, VIII-a | VIII-a | VIII-a | VIII-a ..
specializarea A B C D opfiuni
e R AR
real, stiinte ale naturii 7 5 6
uman, filologie 3 5 8
sportiv, gimnastica 4 5 - 2
artistic, arte plastice 4 5 3 -
Fevior else 2 |28 | 2|

a) Copiati pe caiete si completati ultima
coloana a tabelului.

b) Stabiliti specializarea doritd de cei mai
multi elevi.

¢) Determinati, In procente, numarul ele-
vilor care doresc sd urmeze profilul real,
matematica-informatica.

d) Realizati un grafic cu bare pentru va-
riabila ,,Profil, specializare” care sa
cuprinda elevii claselor a VIII-a si prefe-
rintele lor pentru invatdmantul liceal.

e) Reprezentati geometric graficul cores-
punzator optiunilor fiecarei clase.

n Cinci sportivi participd la o competitie de tir si fiecare trage de trei ori spre o tinta.
Punctajele posibile sunt numerele naturale de la 0 1a10, iar rezultatele sportivilor sunt:

Sport

v

S

S

S

S S,

Numar puncte

8|9

1
10

2
9910

109 10

4
g|8]10]/9]8]9

a) Realizati tabelul frecventelor variabilei care descrie numarul de puncte obtinut la trageri.

b) Folosind tabelul realizat la subpunctul a), realizati graficul cu bare corespunzator frecventei
numarului de puncte realizate.

¢) Stabiliti punctajul pentru tragerea care are frecventa cea mai mare si punctajul pentru tragerea care
are frecventa cea mai mica.

B Tabelul de mai jos clasifica elevii unei clase dupa tipul de literatura pe care o prefera.

a) Completati spatiile libere ale tabelului.
b) Indicati tipul de literatura preferat de cele mai multe

fete, apoi tipul de literatura preferat de cei mai multi

¢) Construiti, pe acelasi grafic, poligonul frecventelor
variabilei ,, Tipul de literatura preferat de fete”, apoi
poligonul frecventelor variabilei ,, Tipul de literatura
preferat de baieti”.

Tip de Carti L
p Romane . Carti de
S olitiste | “S*"°“" | aventuri Total
Elevi pott fiction bt
Fete 1 alefl.
Baieti 5
Total 10

n Primdria unui oras a facut, in fiecare an, cate un
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studiu cu privire la numarul apartamentelor cu 2 camere,

3 camere, 4 camere si mai mult de 4 camere in care

locuiesc cetatenii orasului. Rezultatele sondajului din

anii 2017, 2018 si 2019 sunt reprezentate aldturat.

a) Aflati la care tip de apartamente a fost cresterea cea
mai mare in 2019 fata de 2017.

b) Calculati cate apartamente s-au construit si s-au dat
in folosintd din 2017 pana in 2019.

20 i“;njr = 2 camere
1 € apartamente m= 3 camere
T = 4 camere

15+ > 4 camere

2017

2018 2019 anul
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L3. Indicatorii tendintei centrale

Descoperim, intelegem, exemplificam

Statistica studiaza fenomene sau procese care se intlnesc la un numar mare de unitdti statistice si care variaza
ca valoare de la o unitate statistica la alta. Tabelele si reprezentarile grafice nu ofera suficiente indicii asupra
unui fenomen, de cele mai multe ori, fiind necesare caracterizari date de indicatori specifici statisticii.
Indicatorii statistici sunt numere reale, care sintetizeaza o parte din informatia continutd de o serie de date,
facand posibila aprecieriea de ansamblu a seriei statistice.

Tendinta centrala a unui set de date poate fi exprimatd prin valori numerice unice, care oferd o caracterizare
sinteticd asupra aspectelor tipice, esentiale si stabile ale unei serii de date numerice.

In analiza variabilelor numerice, cei mai utilizati indicatori ai tendintei centrale sunt: media aritmeticd simpla,
mediana $1 modul.

1) Media aritmetica a unei variabile reprezinta o valoare in jurul careia variaza datele setului.

a) Pentru o populatie cu NV unitati statistice, se considera variabila numerica X si numerele reale x,, x,, x5, ..
Xy, valorile variabilei X.

(3]

Definitia 1. Se numeste media variabilei numerice X numarul

1 1 105 . x1+x2++xN
real notat M(X), egal cu media aritmeticd a numerelor Vom scrie M(X) =
X1s Xy Xgs ouey Xige N

b) Pentru o populatie cu N unitati statistice, se considera variabila numerica X si valorile x,, x,, x5, ..., X,
cu frecventele (ponderile) n, n,, ns, ..., n, astfel incatn, +n, + ny + ... + n,= N.

Definitia 2. Media variabilei numerice X este media arit-
xl 'I’ll +XZ '1’12 +...+xp n

meticd ponderata a valorilor x,, x,, x5, ..., X,, cu ponderile M(X) = p
Rys Hs Mgy ey By N

Observatie. Ordinea valorilor setului de date nu conteaza in calculul mediei.

Definitia 3. Mediana unui set de date numerice este valoarea care Imparte setul de date in doua parti egale;
jumatate dintre datele numerice au valori mai mici decat mediana, iar jumatate dintre ele au valori mai mari
decat aceasta.

2) Mediana unui set de date reprezintd valoarea centrald a setului, dupa ordonarea acestuia.

Notam Me(X).
a) Pentru variabila numerica X cu valorile ordonate: x, <x, <... <x;, <X, ;<X < ... <Xy, avem Me(x) =x,
b) Pentru variabila numerica X cu valorile ordonate:

X, + X
XSXy S SX S X <L S X avem Me(x)z—( k+ )

Pentru a calcula mediana unui set de date, se ordoneaza datele, apoi se determind valoarea din mijloc
a variabilei. Atunci cand datele sunt grupate in clase de frecventa, c/asa care contine mediana se numeste clasa
mediand.
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Aplicatia 1. Salariile angajatilor unei sectii comerciale, in luna ianuarie, sunt date prin urmatorul set de valori
numerice:
S: 2500, 2400, 2100, 2500, 9990, 1980, 1990, 2230, 2780, 2450, 2124.

a) Calculati media salariilor angajatilor, pentru luna ianuarie.
b) Ordonati crescator salariile angajatilor si determinati mediana variabilei.

¢) Alcatuiti setul de date DIF 1, corespunzator diferentei dintre salariul real al fiecarui angajat si media
salariilor

d) Determinati mediana setului de date DIF 1.

e) Alcatuiti setul de date DIF 2, corespunzétor diferentei dintre salariul real al fiecarui angajat si valoarea
mediana, apoi calculati mediana noului set de date.

f) Stabiliti care dintre indicatorii centrali calculati ofera o caracterizare mai realista.

Solutie. a) Folosim formula mediei aritmetice si M(S) = 3004 lei.

b) S: 1980, 1990, 2100, 2124, 2230, 2400, 2450, 2500, 2500, 2780, 9990.
cinci valori | | cinci valori |

Dintre cele 11 valori ale variabilei, 5 sunt mai mici decat 2400 si 5 sunt mai marii decat 2400. Rezulta ca

mediana este 2400. Vom scrie Me(S) = 2400.

¢) Calculam diferenta dintre salariul real si media M(S) = 3004 pentru fiecare angajat si obtinem setul de valori

DIF 1: -504, —604, —904, —504, +6986, —1024, —1014, —774, —224, —554, —880.

d) Ordonand valorile, obtinem

DIF 1: 1024, -1014, -904, —880, —774, —604, —554, =504 ,—504, —224, +6986.

e) Calculam diferenta dintre salariul real si media Me(S) = 2400 pentru fiecare angajat si obtinem setul de
valori

DIF 2: -420,-410,-300,-276,-170, 0, 50, 100, 100, 380, 7590.

f) Setul DIF 1 ne aratd ca, dintre cei 11 angajati ai sectiei, 10 au salariul mai mic decat media, cu valori intre
224 de lei si 1024 de lei, doar unul avand salariul mai mare cu 6986 decat media.

Rezulta ca media nu este un indicator fidel al marimii salariilor angajatilor sectiei. Aceasta este puternic
influentatd de valorile extreme, cea mai mica (1980 lei) si cea mai mare (9990 lei).

Observatie. In unele cercetri statistice, valorile extreme se elimina din calculul mediei.
Setul DIF 2 ne arata ca, din cei 11 angajati, 5 au salarii mai mici decat mediana, cu diferente de la 170 lei la

420 lei, 4 au salarii mai mari, cu diferente intre 50 de lei si 380 lei, iar un salariu este cu 7590 mai mare ca
mediana.

Deducem ca mediana caracterizeaza valoarea salariului angajatilor sectiei mai realist decat media.

Observatie. Modul nu este neaparat unic; exista
seturi de date cu mai multe valori (sau clase de
valori) care corespund frecventei maxime. Pentru
variabila X, notam modul ei cu Mo(X).

Definitia 4. Modul sau valoarea modala a unei
variabile este valoarea corespunzatoare celei mai
mari frecvente.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 2. Notele obtinute de elevii unei clase la
un test de cunostinte sunt date de tabelul de mai

. N o g . . frecventa
jos. Determinati valorile indicatorilor centrali b obsoluta
si interpretati geometric aceste valori.
Nota Frecventa absoluta
5 2
6 1
7 5
8 7 Mod
9 6
Media = 8,04 Mediana = 8 Mod =&
10 4
< _y . . 5:2+6-1+7-5+8-7+9-6+10-4
Notam ,,Nota” variabila descrisa. Obtinem M(Nota) = =8,04 .

25
Me(Nota) = 8, pentru ca 12 elevi (2 + 1 + 5 + 4) au obtinut nota cel mult egala cu 8 si alti 12 elevi (2 + 6 +4)

au obtinut cel putin nota 8.

Mo(Nota) = 8, pentru ca valoarea 8 a variabilei are frecventa maxima, ceea ce ne spune ca, la acest test, nota
cea mai intalnita (dominantd) este nota 8.

Observatie. Valorile celor trei indicatori sunt atat de apropiate intrucat distributia este destul de echilibrata,
iar diferenta dintre valorile extreme este relativ mica.

Observatie. Indicatorul de pozitie mod poate fi folosit si pentru variabile calitative.

Aplicatia3. Aprecierea impactului educational a unei anumite
emisiuni TV asupra consumatorilor adolescenti este datd in
graficul alaturat. Determinati modul variabilei date.

A
frecventa

Aprecierea Frecventa
Foarte mic 1

Mic 4

Nici mic, nici mare 2
Mare 4 .
aprecierea
Foarte mare 4 =
Jfoarte . nici mare, Jfoarte

mic me - picimic M “mare

Frecventa maxima (4) este caracteristica pentru valorile mic, mare si foarte mare. Este interesant sa observam
ca am intdlnit o variabild multimodald (frecventa maxima caracterizeaza mai multe valori ale variabilei).
Facand o grupare pe clase de valori, obtinem urmatoarele rezultate.

Clasa de valori | mic sau foarte mic nici mare, nici mic mare sau _foarte mare

Frecventa 5 2 8

Obtinem doud informatii esentiale: 1. Asupra celor mai multi adolescenti (mai mult de jumatate), emisiunea
a avut un impact mare sau foarte mare. 2. Doar doi dintre repondenti au rdmas indiferenti la emisiunea in
legatura cu care s-a administrat chestionarul.
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6.3
é(:)}g Exersim, ne antrenim, ne dezvoltim

n Inaltimile elevilor de clasa a VIII-a dintr-o scoald, exprimate prin numere intregi in cm, au fost grupate
pe intervale de lungime 5. Seria statistica ,,inaltimea”, pe intervale de inaltimi, este urmatoarea:

raspunsului dat

numar impar (5) de
valori: 155, 156, 157,
158, 159, cea din mijloc
fiind valoarea centrala.

Iniltimea [155-160) [160-165) | [165-170) | [170-175) | [175-180) | [180-185)
Numar de elevi 5 11 16 20 8 3
Valoarea 157
centrald
Justificarea Acest interval contine

a) Copiati tabelul pe caiete, apoi completati valoarea centrala a Tnaltimii pentru fiecare interval, folosind

modelul dat.

b) Folosind valorile centrale obtinute, efectuati calculele necesare si demonstrati ca inaltimea medie

a grupului de elevi este M = 168,90 cm.

In vederea analizarii productivitatii intr-o intreprindere, s-a ales un esantion format din 30 de salariati.

Datele referitoare la productia de piese realizate in ziua precedenta de catre cei 30 de salariati sunt redate

in tabelul urmator:

Productia (grupe numar piese)

[20-35) | [35-50) | [50-65) | [65-80) | [80-95)

Numar salariati 2

8 9 7 4

a) Calculati numarul mediu de piese produse de un muncitor.
b) Stabiliti intervalul de piese produse pentru care numarul salariatilor are frecventa cea mai mare.

Calculati media variabilei statistice ,,Nota la
test” a seriei statistice din urmatorul tabel:

Nota 4 5167|8910

Frecventa | 1 4 | 5|7 |13]14] 6
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Pentru masuratori de laborator, se alege urmatorul
setde greutati: 4¢g,3¢,2¢g,5¢,1g,10g, 15¢g.
Ordonati crescator valorile greutatilor si deter-
minati valoarea mediand a seriei statistice.
Comparati valoarea medianei greutatilor cu
valoarea medie a greutatilor.

Pe un raft se afla patru sticle diferite cu apa

minerala, avand capacitatea 300 m¢, 500 m¢,

1¢s11,5¢.

a) Determinati valoarea mediana (Me) a seriei
statistice corespunzatoare capacitatilor.

b) Calculati diferenta dintre Me si capacitatea
medie (M) a sticlelor de pe raft.

Pentru cinci tipuri diferite de ciocolata,

vandute Intr-o cofetarie, s-au Incasat sume

egale de bani pentru fiecare fel de ciocolata,

suma totald fiind de S lei.

a) Determinati pretul mediu de vanzare a unei
bucati de ciocolata, cunoscand preturile
pentru fiecare tip de ciocolata.

Felul de ciocolata

Produsul Al B C D E

Pretul, in lei/bucata 1 8 | 5|2 | 4

b) Daca suma totala incasata este S = 1000 lei,
determinati numarul de bucéti de ciocolata
vanduta din fiecare fel si alcatuiti tabelul
frecventei vanzarilor tipurilor de ciocolata.
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n Situatia salariilor primite de angajatii unei firme pentru produsele realizate intr-o luna este prezentata in

tabelul urmator:

Salariul lunar Valoarea centrala
incasat, pe grupe, | Numar angajati a grupei de Justificare
exprimat in (lei) salariu
Aceasta clasd contine valorile: 2350,2351, ...,
2449, adica un numar par (100) de valori. Valorile
(2330, 2450) > 23995 | din mijloc sunt 2399 si 2400, iar media lor este
2399,5.
[2450, 2550) 15
[2550, 2650) 35
[2650, 2750) 30
[2750, 2850) 10
[2850, 2950) 5
Total 100

a) Copiati tabelul pe caiete si completati coloana ,,Valoarea centrald” pentru fiecare clasa de valori
(grupa de salariu), folosind modelul dat.

b) Aproximand toate salariile unei grupe cu valoarea ei centrala, aflati salariul mediu obtinut de angajatii
firmei.

¢) Calculati mediana si modul seriei statistice ,,valoarea centrala a salariul lunar incasat”.

Observatie. Calculul medianei unei variabile grupate se face dupa formule ce depasesc nivelul manualului

de fata.

u Consumul de energie electricd in luna aprilie a anului 2019 pentru locatarii unui bloc cu 25 de apartamente

a fost exprimat prin numere naturale, iIn kW. Datele grupate sunt urmatoarele:

Consurp de energie Numar Valoare centrali Consum de energie
electrica (kW/h) | apartamente estimat, pe clase
70 — 79 kW 2
80 — 89 kW 3
90 - 99 kW 10 94,5 945
100 — 109 kW
110 - 119 kW 3
120 — 129 kW
Total 25

a) Copiati tabelul pe caiete si completati valoarea centrala a fiecarei clase de consum.
b) Calculati consumul mediu de energie electrica estimat ca ar reveni fiecarui apartament.
¢) Folosind rezultatele obtinute, estimati urmatoarele:

1. Numarul apartamentelor care au consum mai mic decat media.

2. Numarul apartamentelor care au consum mai mare decat media.

3. Reprezentati geometric, prin bare, seria statistica, pe clase de consum si evidentiati clasa modala.
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TEST DE AUTOEVALUARE Se acorda 10 puncte din oficiu

Subiectul 1. Alegefi litera care indica varianta corecta de raspuns, doar un raspuns este corect.

ap

ap

ap

ap

ap

ap

ap

p

1. Se considera functia /: R — R, fix) =—2x + 1. Valoarea functiei f pentru x = —1 este:

A1 B. 2 C. 3 D. 4
2. Fie functia g : R — R, g(x) = ax — 1. Daca punctul A(—1, 1) apartine graficului functiei g, atunci
valoarea lui a este:

A. 3 B. 2 C. 3 D. 2

3. Multimea valorilor functiei 4 : {-2; —1; 0; 1; 2} — R, A(x) =] x| -1, este:

A, {-2;-1;0} B. {-1;0;1;2} C. {-1;0;1} D. {0;1;2}
4.Dacaf: R — R, ix)=—x+ 3 sifla) + f(b) + f(c) = 10, atunci suma a + b + ¢ este:
A, -1 B. 0 C. 1 D. 3

5. Graficul functiei g: R — R, g(x) = 3 — x intersecteaza axa Ox in punctul:

A. A(-3,0) B. B(0,-3) C. C(,3) D. D(@3,0)
6. Fie functiaf: R — R, fix) =—x + 2. Daca fla + b) = a — b, atunci valoarea lui a este:
A 1 B. -1 C. 2 D. 2

7. Punctul de intersectie a graficelor functiilor f/: R > R, ix)=2x—1sig: R > R, g(x)=-x+2
are coordonatele:

A, (1,-1) B. (1,1) C. L1 D. -1,-1)

8. Intr-un sistem de axe ortogonale xOy, in care unitatea de misura este centimetrul, se reprezinta

grafic functia /: R — R, f{x) = x — 2. Aria triunghiului determinat de graficul functiei si axele de
coordonate este:

A. 2cm? B. 4cm? C. lcm? D. 3cm?

Subiectul al Il-lea. La problemele urmatoare, se cer rezolvari complete.

ap
ap
10p
10p

10p

ap
ap
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1. Fie functiile f: R > R, fix)=2xsig: R > R, g(x) = —%x ,1ar d §i d' sunt reprezentarile lor grafice.
a) Aflati u € R, stiind ca 4(2, u) € d.
b) Aflati v € R, stiind ca B(2,v) € d".
¢) Aflati coordonatele punctului de intersectie a dreptelor d si d".
d) Demonstraticad 1 d'.

2. O fabrica de autoturisme a realizat 1n fiecare din anii 2017, 2018, 2019 o crestere a productiei cu

5% fata de anul precedent.

a) Stiind ca in anul 2017 fabrica a produs 2 520 000 de autoturisme, completati tabelul urmator:
Anul 2016 2017 2018 2019

Numar autoturisme produse 2520 000

b) Aflati numarul total de autoturisme realizate in ultimii patru ani.
¢) Reprezentati printr-o diagrama, considerand unitati de masurd potrivite, datele din tabelul
obtinut.
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CAPITOLUL
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Elemente ale geometriei in spatiu

H Puncte, drepte, plane

B Corpuri geometrice

E] Paralelism in spatiu

Bl Perpendicularitate

B Proiectii ortogonale in spatiu

[ Teorema celor trei perpendiculare

Competente specifice

—
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Puncte, drepte, plane

L1. Puncte, drepte, plane: conventii de notare, reprezentari, determinarea dreptei

Geometria este ramura matematicii care se ocupa cu studiul proprietatilor figurilor si corpurilor geometrice.
Pentru a reprezenta bidimensional un obiect tridimensional, sa observam si sa comparam imaginile urmatoare.

Remarcam importanta conventiilor de realizare a desenelor

@ . pentru reprezentarea formelor geometrice. Imaginatia ne ajuta
L sd privim obiectele desenate, pe care le vom ,,vedea” corpuri

> ' geometrice, din pozitii diferite, sa intelegem si elementele care
%f EI ‘ D | Q*J se ,,ascund” privirii. Conventiile de realizare a reprezentarilor

prin configuratii geometrice vor fi precizate pentru fiecare tip de
corpuri geometrice.

Intre imaginile aldturate, recunoastem corpurile geometrice

~Yolel)
cubul si paralelipipedul, intdlnite in clasa a V-a, in procesul

de reprezentare prin desene plane. Observam, de asemenea, obiecte cu contur rotund, din viata cotidiana.
Putem formula urmatoarele concluzii generale:

Pentru reprezentarea printr-un desen bidimensional a unui  Observatii: reprezentare prin desene a
obiect din realitate, parcurgem urmatoarele etape: corpurilor din spatiu.

1) Observam obiectul si stabilim corpul geometric (sau 1) Dreptunghiul se reprezintd printr-un para-
lelogram. Unghiurile drepte se pot repre-

zenta, in functie de pozitia din care este
,»vazut” corpul, prin unghiuri proprii, de
orice marime.
2) Cercurile se pot reprezenta ca cercuri
folosind conventii care au la origine imaginea intuitiva. propriu-zise sau ca cercuri ,,turtite”.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Punctul, dreapta si planul sunt notiunile fundamentale ale geometriei in spatiu. Acestea sunt reprezentate
in plan prin desene, folosind conventii de notare.

In fiecare plan din spafiu riman adevirate axiomele geometriei plane si, de asemenea, toate rezultatele din
geometria plana.

corpurile geometrice) care il caracterizeaza.

2) Stabilim conturul exterior, vizibil din pozitia pe care o
dorim.

3) Realizam reprezentarea corectd a configuratiei geometrice,

Geometria in spatiu adauga urmatoarele afirmatii pe care le vom considera adevarate (axiome):

A.1. In spatiu, prin orice doua puncte distincte trece o singuri dreapta. Orice dreapta contine cel putin doua
puncte distincte.

A.2. Prin trei puncte necoliniare trece un singur plan; orice plan contine cel putin trei puncte necoliniare.

A.3. In spatiu, exista cel putin patru puncte necoplanare (adici nu existd un plan care si le contina).

A.4. Daca doua plane distincte au un punct comun, atunci intersectia lor este o dreapta.

A.5. Printr-un punct exterior unei drepte, trece o singura dreapta paralela cu aceasta.

Observatie. Figurile geometrice spatiale pot fi reprezentate intr-un desen bidimensional numai in mod

conventional.
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Aplicatia 1. Analizati imaginile urmatoare, identificati puncte, drepte, plane. Observati notatiile folosite si
modul in care se citesc reprezentérile in plan ale elementelor spatiului.

Conventii de
reprezentare si de notare

Conventii de

Conventii de citire ;
reprezentare si de notare

Conventii de citire

’: f Punctel.ez.él si B sunt 2 C Puncte?le C.si D sunt
4%B distincte. Cc=D identice.

o ‘('4' o _Z;: """" ?— ~ | Punctele 4, B, C sunt ‘ A B C Punctele 4, B, C sunt
B e AC necoliniare. AB = BCsaud € BC coliniare.

(03
,ﬁ Planele o si  sunt E

. ; Planele o si  sunt distincte.
identice. ’

< 4 Punctul 4 este exterior
Dreapta d este inclusa planului a.

in planul o. Punctul B apartine planului

A¢ a Be a Q.
X
o x4 X Punctele 4, B, C, D D c Punctele 4, B, C, D sunt
X
A,B,C,D e a sunt coplanare. XA necoplanare.

A, C,DeasiB¢a

Vom spune ca una sau mai multe conditii defermina Enuntul ,,Prin orice doua puncte distincte trece o
o figura geometrica daca aceasta figura este singura singurd dreapta‘“ poate fi reformulat astfel: ,,Orice
care verifica foate conditiile date. doua puncte distincte determina o dreapta“.

Exemplu: In figura aliturati au loc:
a)Ad¢d Aeb;
b) B nu determina dreapta d (existd mai multe drepte care trec prin B);
¢) punctele B si C determina dreapta b;
d) punctele 4 si C determina dreapta a;
e) punctele 4, B, C sunt necoliniare.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Teorema 1: Daca doud puncte distincte ale unei drepte apartin unui plan, atunci aceasta dreapta este inclusa

in plan.
Demonstratie: Fie d o dreapta si a un plan care contine doud puncte distincte 4 si B d
ale dreptei d. Din 4, B € a, rezulta (aplicand in o una din axiomele geometriei plane) %
ca existd d'  a astfel incat A, B € d'. Cum prin doua puncte distincte trece o singura a

dreaptd, deducem ca d si d’ sunt drepte identice. Dar d'  a, deci d c a.
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Aplicatia 2. In figura alaturata, patratele ABCD si BCC'B’ sunt situate in plane diferite.
Punctele M si N sunt mijloacele segmentelor AC, respectiv BC. Demonstrati ca:

a) dreapta B'M nu este inclusa 1n planul patratului ABCD;

b) dreapta B'N este inclusa in planul patratului BCC'B’;

¢) dreapta MN este inclusd in planul triunghiului 4ABC;

d) dreapta AN nu este inclusa in planul patratului BCC'B'.

Solutie. a) Notam cu a planul patratului ABCD si cu a’ planul patratului BCC'B'.

Atunci, B' ¢ a, deci BM & a.b) BCc a',N € BC, deci N € a’. Cum B' € a'si N # B' dreapta B'N are doua
puncte distincte In planul o, al patratului BCC'B’, deci este inclusa in acest plan. ¢) Planul triunghiului ABC
estea. Din M € ACsi AC c a, rezultd Me a. Lafel, N € BCsi BC c a, rezulta N € a. in concluzie, MN  a.

d) 4

g ao',deciA'N & o'

16,4
aﬁ)}? Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
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Fie o un plan si 4, B, C puncte distincte astfel

incat 4, B € a, iar C ¢ o.

a) Realizati un desen care sa corespunda
enuntului.

b) Determinati valoarea de adevar a propozi-
tiilor:

piABcaf p,,ACco” pyL,BCza

Reprezentati printr-un desen, un plan a,

punctele 4, B € a, C ¢ a si dreapta 4D c o

Reprezentati printr-un desen:

a) planul o, punctele 4, B € o si dreapta AB;

b) planul B, punctul C € B, punctul D ¢ P si
dreapta CD;

¢) planul y, punctele E, F' € vy, punctul G ¢ vy
si triunghiul EFG;

d) planul 3, punctele M, N exterioare planului 6,
de aceeasi parte a acestuia, si dreapta MN.

Identificati in mediul inconjurdtor o supra-

fatd plana. Gasiti doud puncte si doua drepte

continute in acest plan. Reprezentati printr-un

desen configuratia descrisa. Notati corespun-

zaror figurile reprezentate.

Desenati configuratia geometrica formata din
punctele distincte 4, B, C, dreapta d si planul
astfel incat: 4, Be B,C ¢ B, dcP,Aed,B¢d.
Stabiliti valoarea de adevar a fiecarei propozitii.
In cazul propoxzitiilor adevarate, precizati rationa-
mentul realizat, iar in cazul propozitiilor false,
justificati raspunsul printr-un contraexemplu.

a) ,,Orice doud puncte distincte apartin unei

drepte.”

b) ,,Pentru orice dreapta d, exista un singur
plan o care o contine.”

¢) ,,Orice plan 3 contine cel putin o dreapta.”

d) ,,Daca trei puncte sunt situate intr-un plan,
atunci ele sunt coliniare.”

Se considera punctele distincte 4, B, C, D. Sta-
biliti numarul dreptelor determinate de aceste
puncte, In urmatoarele situatii:

a) 4, B si C sunt coliniare.

b) Oricare trei dintre puncte sunt necoliniare.

¢) Punctele 4, B, C, D sunt necoplanare.

Analizati desenul de mai jos.

Dacd A0 = OM si BO = ON, precizati valoarea
de adevar a propozitiilor.

a)dea e){4,B,0} c a
b)N ¢ b Hbca
)AM=a |g)aNb={0}
dPOc a |hW)MNNAB=Y

Fie o un plan, iar M, N, P, O puncte in spatiu,

astfel incat MN c o, P € a. 51 PO  a..

a) Realizati un desen care sa corespunda
datelor problemei.

b) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:

P00 py,MeasiNeas

PyMeoasiOea
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L2. Determinarea planului, relatii intre puncte, drepte si plane

Axioma A2 ,,Prin trei puncte necoliniare trece un singur plan® se reformuleaza astfel:

,»Orice trei puncte necoliniare determina Planul determinat de punctele
un plan.* necoliniare 4, B, C se noteaza (4BC).

Pe baza axiomelor, folosind rezultate demonstrate in geometria plana, vom obtine rezultate specifice geometriei
in spatiu. Cautam alte elemente care ar putea determina un plan.

Teorema 1: O dreapta d si un punct 4, exterior acesteia, determina un plan.

Planul determinat de dreapta d si punctul 4 se noteaza (d, A).

Demonstratie: Vom demonstra ca exista un singur plan o care sa contina dreapta d
si punctul 4.

Fie M si N € d, distincte. Cum 4 ¢ d = M, N si A sunt necoliniare. N

Folosind axioma de determinare a planului, (A.2), obtinem ca M, N, A determina un plan o.. Dreapta determinata
de M si Nesteinclusainasi MN=d,decidcasid € a.

Rémane sa demonstram ca a este singurul (unicul) plan care verifica aceste conditii. Presupunem, prin reducere
la absurd, cd exista  # a, un plan care contine punctul 4 si dreapta d, astfel incat d — 3 si 4 € B. Vom obtine
M, N e BsiAd e B. Cum M, N, A sunt necoliniare si sunt continute in planul (3, rezultd ca § este planul (unic)
determinat de cele trei puncte, adica 3 = o.. Am ajuns la o contradictie, deci presupunerea a fost falsa si o este
unicul plan care contine dreapta d si punctul 4, exterior dreptei d.

Aplicatia 1. Punctele 4, B, C, D sunt necoplanare. Decideti, argumentat, daca exista trei dintre acestea care sa
fie coliniare.

Solutie. Presupunem ca punctele 4, B si C sunt coliniare. Atunci, planele (4B, D), (AC, D) si (BC, D) coincid,
adica punctele 4, B, C, D sunt coplanare, contradictie cu ipoteza. Acelasi rationament se realizeaza si pentru
celelalte triplete de puncte.

Concluzie. Daca patru puncte sunt necoplanare, atunci oricare trei dintre acestea sunt necoliniare.

Teorema 2: Doud drepte concurente d, si d, determind un plan.

Planul determinat de dreptele d, si d, se va nota (d,, d,).
Demonstratia o gasiti in manualul digital.

Aplicatia 2. Dreptunghiul ABCD, patratul BCEF si triunghiul EFG din desenul de mai jos sunt situate in plane
diferite, doud cate doua. Punctele M, N, P sunt mijloacele segmentelor AB, BC respectiv GF.

a) Identificati, In configuratia data, trei perechi de forma (d, T) care determina plane, altele decat cele trei,
date 1n ipoteza, unde d este o dreapta si T este un punct.

b) Identificati, in configuratia data, patru perechi de drepte (d,, d,), care determind
plane, altele decat cele trei, date in ipoteza.

¢) Grupati propozitiile urmatoare in functie de valoarea lor de adevar.

P, »,Dreapta AB apartine unui singur plan.”

P, »,Dreapta MN si punctul P determina un plan.”

Pt »,Planele (ABC) si (ADC) coincid.”

P4 »Dreptele AB si BF determina planul (AMF).”
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Solutie. a) (4B, P), (AB, E), (AB, G). Se mai pot gasi si alte plane, folosind celelalte drepte reprezentate in
configuratie. b) Dreptele 4B si BF sunt concurente, deci determin planul (4BF). In acelasi fel, gasim planele
(BFG), (DCE) si (CEG). ¢) Propozitia p, este falsd, pentru ca existd mai multe plane care includ dreapta 4B;
de exemplu, (4BC) si (ABF). Propozitiile p, este adevarata, pentru cd punctul P este exterior dreptei MN, deci
dreapta MN si punctul P determind un plan. Propozitia p, este adevarata, pentru ca punctele 4, B, C si D sunt
varfurile unui dreptunghi, deci apartin aceluiasi plan. Propozitia p, este adevaratd, deoarece 4B si BF sunt drepte

concurente, deci determind un plan.

6.

) g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

&4

X

S
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Pentru fiecare din configuratiile urmatoare,

scrieti notatii corespunzatoare pentru planele

care pot fi determinate de elementele din desen.
d] N P d

X

B

X

@
d

2

Fie A4, B, C, D puncte distincte, dintre care

trei sunt coliniare. Stabiliti numarul planelor
determinate de oricare trei dintre aceste puncte.

Fie 4, B, C si D puncte necoplanare.

a) Demonstrati ca punctele nu pot fi coliniare.

b) Stabiliti numarul planelor determinate de ori-
care trei dintre puncte si notati aceste plane.

Desenati pe carton, folosind instrumentele
geometrice, un triunghi echilateral. Reprezentati
o linie mijlocie. Decupati triunghiul si indoiti-1
dupd linia mijlocie. Reprezentati printr-un
desen configuratia spatiala obtinuta.

Se considera dreptele concurente a, b si puncte-

le distincte A, B, astfel incat A € a si B € b.

a) Realizati un desen care sa corespunda datelor
problemei.

b) Demonstrati ca mijlocul segmentului AB
apartine planului (a, b).

¢) Demonstrati ca orice punct al dreptei 4B
apartine planului (a, b).

Triunghiul echilateral ABC are latura de 6 cm.

triunghiului ABC".

Se indoaie dupa mediana AM, ca in figura de
b) Daca BC'= 4+/2 cm,
iar P este mijlocul

mai jos. cr y
‘M
. B
segmentului BC',

a) Precizati natura
determinati lungimea segmentului AP.

n In figura de mai jos sunt reprezentate punctele

A, B, Csi D, dreptele d, g si planul a.

Realizati pe caiete un tabel precum cel de mai

jos si completati, folosind modelul dat.

Punctul ... apartine
dreptei ...

Punctul ... nu apar-
tine dreptei ...

Punctul ... apartine
planului ...

Aed

A¢g

A e (g, A)

Punctul ... nu
apartine planului ...

Dreapta ... este in-
clusa 1n planul ...

Dreapta ... nu este
inclusa 1n planul ...

A ¢ (BCD)

AB c o

AB ¢ (BCD)

n a) Demonstrati cd, daca dreptele distincte a, b, ¢ se

intersecteaza doud cate doua in puncte dis-

tincte, atunci cele trei drepte sunt coplanare.

b) Fie a, b, c trei drepte distincte, necoplanare.
DacaiaNb#DB,aNc#DsibNc#D,
demonstrati ca a, b, ¢ au un punct comun.

Se considera punctele 4, B, C, D astfel incat A4,

B,Cea,D¢asiB e (DAC).
a) Realizati un desen care sa corespunda

datelor problemei.

b) Demonstrati ca punctul 4 este exterior
planului (BCD).
¢) Determinati numarul planelor determinate
de punctele 4, B, C, D.
d) Demonstrati ca planele (DAB) si (DBC)
sunt distincte.
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L3. Pozitiile relative a doua drepte in spatiu

’ . )
In plan, doua drepte pot fi identice, concurente sau paralele.

1) Dreptele AB=d, siAC=d, 2) Dreptele d, si d, sunt secante 3) Dreptele d, sid, sunt paralele.
sunt identice sau suprapuse. sau concurente.
dnNd,=d, =d, diNd,= {4} dnNd,=0
d; d>

c B A d> /
/-|/'/I/ P %1

dh i
N\ J
Exemple. 4
1) Dreapta suport a bisectoarei unghiului 4, a triunghiului echilateral ABC .
si mediatoarea AM a laturii BC a aceluiasi triunghi sunt drepte identice. XNV
2) Dreptele AB si AC sunt concurente in punctul 4.
3) Daca N este mijlocul laturii AC, atunci dreptele MN si AB sunt paralele. B jﬂ
4l
Aplicatia 1. In desenul alaturat, este reprezentat un cub. D’ c’
a) Identificati patru perechi de drepte distincte, coplanare. , i
b) Pentru dreptele gésite la subpunctul a), precizati daca sunt concurente sau paralele. 4 E B
¢) Decideti daca dreptele DD’ si BC sunt coplanare sau necoplanare. Justificati D i _____________ C
raspunsul dat.
d) Identificati, In mediul Inconjurator, perechi de drepte coplanare si perechi de drepte i
necoplanare. A B

Solutie. a) (AB, BC), (AB, BB') sunt perechi de laturi alaturate ale unui patrat, iar (BC, B'C"), (BB', CC") sunt

perechi de laturi opuse ale unui patrat. Toate sunt perechi de drepte coplanare.

b) Perechi de drepte concurente: (AB, BC), (4B, BB') , iar (BC, B'C"), (BB', CC") sunt perechi de drepte
paralele.

¢) Punctul D'¢ (BCD). Presupunand ca DD’ si BC ar fi coplanare, ar rezulta cd punctul D' s-ar afla in planul (BCD).

Concluzie. In spatiu, exista drepte necoplanare.

Aplicatia 2. Pentru orice patru puncte necoplanare, se formeaza trei perechi de drepte necoplanare.

Demonstratie. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. Punctele 4, B, C sunt necoliniare
si determind un plan a = (4BC).

Presupunem, prin reducere la absurd, ca dreptele 4D si BC sunt coplanare.

Cum BCc asid € a, obtinem D € a, adica 4, B, C, D sunt coplanare, contradictie. A,
Concluzie: Punctele necoplanare 4, B, C, D determina perechile de drepte necoplanare '
(4D, BC), (4B, CD), (AC, BD).
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Aplicatia 3. Demonstrati cd daca dreptele d, si d, sunt necoplanare, atunci C D d
d, Ndy=2. e

Demonstratie: Fie d, si d, drepte necoplanare. Presupunem ca d, N d, # J, deci exista

M e d, si M € d,. Atunci, dreptele d, si d, sunt identice sau concurente, deci sunt y

coplanare, contradictie. Rezulta ca intersectia celor doua drepte este multimea vida. B d

Definitie. In spatiu, doud drepte d, si d, sunt paralele daca sunt coplanare si nu au niciun punct comun.

Axioma paralelelor (A.5). Printr-un punct 4, exterior unei drepte d, trece o singura dreapta d’, paralela cu dreapta d.

dy
d
P
M
N

Demonstratie: Dreptele d, si d, sunt paralele, deci coplanare. Prin urmare, existd un plan o astfel incat d, c a
sid, c o.. Vom demonstra ca o este unicul plan care le include.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Teorema: Douad drepte paralele d, si d, determind un plan.
Planul determinat de dreptele d, si d, se va nota (d,, d,).

Presupunem ca existd un plan 3 # a astfel incat d, c B sid, < . Dind, < B sid, < B, rezulta cd exista punctele
M, N distincte pe dreapta d, si punctul P, pe dreapta d,. Cum d, || d,, rezulta ca M, N si P sunt necoliniare, deci
sunt continute de un plan unic, adicd (MNP) = B = a, contradictie. Presupunerea a fost falsa si planul o este
singurul care contine dreptele concurente d, si d,.

6.4
ﬁi)}g Exersim, ne antrenim, ne dezvoltim

n Punctele 4, B, C sunt coliniare, 1n aceasta E In trapezul ABCD, AB || CD, iar E este un punct

120

ordine, iar D ¢ AB.

a) Scrieti doud perechi de drepte identice.

b) Scrieti doud perechi de drepte distincte.
Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped.

a) Scrieti doua perechi de drepte necoplanare.
b) Scrieti doua perechi de drepte coplanare.

Copiati pe caiete, stabiliti valoarea de adevar

a fiecdrei propozitii.

a) Doua drepte care nu au puncte comune sunt
paralele.

b) Orice doud drepte determind un plan.

¢) Doua drepte pot fi: identice, paralele,
concurente sau necoplanare.

d) Daca doua drepte nu sunt paralele, atunci
ele sunt concurente.

Fie a si b doud drepte necoplanare si punctul

C, astfel incat C ¢ a, C ¢ b. Aratati ca existd o

dreapta d care contine punctul C si este coplanara

atat cu dreapta a cét si cu dreapta b.

exterior planului trapezului. Folosind unul
dintre cuvintele coplanare sau necoplanare,
copiati pe caiete si completati spatiile libere
pentru a obtine propozitii adevarate.
a) Dreptele £4 si BC sunt ... .
b) Dreptele £B si CD sunt ... .
¢) Dreptele AD si BC sunt ... .
In planul dreptunghiului ABCD, reprezentat in
figura de mai jos, identificati:

D c
o

A
a) perechi de drepte concurente;
b) perechi de drepte paralele.
Paralelogramele ABCD si ABMN sunt in plane
diferite. Precizati pozitia dreptelor:
a) MN si AB; b) MN si CD; ¢) AM si BN,
d) MN si BD; e) CM si DN,
f) MO si CP, unde O si P sunt mijloacele
segmentelor BN, respectiv BD.
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LY. Pozitiile relative ale unei drepte fata de un plan

Rezolvam si observam

9 Confectionati din carton un paralelipiped dreptunghic ABCDA'B'C'D' sau

realizati, din bete de plastic, scheletul aceluiasi paralelipiped. Observati
paralelipipedul dreptunghic, consultati-va cu partenerul de echipa si stabiliti, pentru fiecare dintre
dreptele A4, A'B', A'C', AD', AB, A'C, BB', A'D, B'C', BD, numarul de puncte comune cu planul (4BC).
Grupati aceste drepte dupa numarul de puncte comune cu planul (4BC).

Solutie. AA" N (ABC) =

{4}, A'B' N (4BC) = @, A'C' N (UBC) = @,
AD'N(ABC)= {4}, AB N (ABC)=AB, A'C N (ABC)= {C}, BB'N (4BC)= {B},
A'D N (4BC)={D}, B'C'N (ABC) = T, BD N (4BC) = BD.

Descoperim, intelegem, exemplificam

- a e v
LLILL; ’

Concluzie. Daca o este un plan si d este o dreaptd oarecare, sunt posibile urmatoarele situatii:

0 puncte: A'B", A'C", B
1 punct: AA', AD', A'C, BB', A'D
o infinitate de puncte: 4B, BD

A

B C

IC l;

numarul de puncte
comune

1. Dreapta si planul nu
au niciun punct comun.

2. Dreapta si planul au
un singur punct comun.

3. Dreapta si planul au o
infinitate de puncte comune.

porzitia dreptei fata de | Dreapta d este paraleld | Dreapta d este secantd | Dreapta d este inclusd in
plan cu planul a. planului . planul a.
notatia dll a dno={M} dca
d y
reprezentarea
bidimensionala M/
a a

Folosind afirmatia ,,Daca o dreapta d are doua puncte intr-un plan o, atunci d — o, deducem:

1. Pentru a demonstra ca o

dreapta d este inclusa

intr-un plan a, este suficient sa identificim doua

puncte distincte ale dreptei, care apartin planului.
Consideram planul o, dreapta d, paralela cu a. si dreapta d' — .. Rezultd imediat ca dreptele d si d' sunt drepte
paralele sau drepte necoplanare.

Concluzie. Daca o dreapta este paraleld cu un plan, atunci aceasta este sau paralela sau

necoplanara cu orice dreapta inclusa in acel plan.

Ne propunem sa stabilim cum demonstram cd o dreapta este paraleld cu un plan.

Teorema. O dreaptd d este paraleld cu un plan o daca si numai daca d nu este
inclusa n a si d este paralela cu o dreaptd d' continuta in acest plan.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1. Analizand desenul alaturat, determinati valoarea de adevar a propozitiilor
stiindca d, ||dy,d,co,d,ca,dyza, {B} =d,na, {4} =d, nd,na,Ced,.

a) ,,Dreapta a este secanta planului o.*
b) ,,.Dreapta d, este secanta planului (d,, d;).

¢) ,,Planele (d,, d;) si (a, d;) sunt diferite.*
e) ,,Dreapta d, este inclusd in planul (d,, d;).*

Elemente ale geometriei in spatiu

2. Pentru a demonstra ca o dreapta este secanta unui
plan, este suficient sa identificim doud puncte A4 si
B, ale dreptei d, astfel incat 4 € o si B ¢ o.

™~

Jﬁ
A%dz

\.

d) ,,Dreapta d, este paraleld cu planul a.*
f) ,,Punctele 4, B, C, D sunt necoplanare.*
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Solutie. a) Punctele 4 si B sunt situate pe dreapta a, 4 € a si B ¢ o, deci propozitia ,,Dreapta a este secanta
planului o este adevarata.
b) Dind, || d;, stiind ca d, c a, rezultd d, || o. Cum d, < a,, rezulta ca dreptele d, si d;nu au puncte comune. Prin
punctul 4, exterior dreptei d;, singura paraleld la d; este d|, adica dreptele d, si d; sunt necoplanare. Cum
A e (d,d,),A e d,sid,nueste inclusa in (d,, d;), rezulta ca propozitia ,,Dreapta d, este secanta planului
(d,, dy) este adevarata.
¢) Dreapta a, contine punctele distincte 4 si B in planul (d,, d;), deci a < (d,, d;), adica propozitia ,,Planele
(d,, d;) si (a, d,) sunt diferite* este falsa.
d) Dind, || d,, stiind ca d, c o, rezultd d, || o si propozitia ,,Dreapta d; este paralela cu planul o este adevarata.
e) Propozitia ,,Dreapta d, este inclusd in planul (d,, d;)* este falsa.
)4, D, C € d,, B € dy. Cum d,, d; sunt paralele, deci coplanare, rezultd 4, B, C, D € (d,, d,) si propozitia
»Punctele 4, B, C, D sunt necoplanare* este falsa.

{0,
K)ﬁ g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
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Folosind bete de plastic si o suprafata plana,
ilustrati impreuna cu colegul/colega de banca
pozitiile relative ale unei drepte fata de un plan.

Identificati in mediul inconjurdtor:

a) drepte concurente, incluse intr-un plan;

b) drepte paralele, incluse intr-un plan;

¢) o dreapta paralela cu un plan;

d) o dreapta secanta unui plan.

Fie 4, B, C, D patru puncte necoplanare.

a) Reprezentati printr-un desen cele patru
puncte, apoi uniti-le doua cate doua.

b) Precizati pozitia fiecareia dintre dreptele
AB, AC, AD fata de planul (BCD).

¢) Precizati pozitia dreptelor AB, BC, BD fata
de planul (4CD).

a) Reprezentati printr-un desen, un plan a,
o dreapta d — o, un punct 4 ¢ o si o dreapta
d' || d, astfel Incat 4 € d', apoi determinati
pozitia dreptei d’ fata de planul o.

b) Reprezentati printr-un desen un plan a, o
dreapta d & o cu proprietatea d N o = I, apoi
determinati pozitia dreptei d fata de planul a.

Fie ABCDA'B'C'D'un cub. Identificati:

a) drepte paralele cu planul (4BB");

b) drepte paralele cu planul (4BC");

¢) drepte incluse in planul (4DD’);

d) drepte secante planului (ADD);

e) drepte secante planului (ACC").

Fie o un plan si 4, B, C puncte distincte, astfel

incat 4, B € a, C ¢ a.. Daca M este mijlocul seg-

mentului AC si N este mijlocul segmentului BC,

determinati pozitia dreptei MN fata de planul o.

n Paralelogramul ABCD si triunghiul ABE sunt

situate in plane diferite. Se stie ca M € [AE],
NE

. ME
Ne [BE]lsi—=—.
 MA NB

a) Stabiliti pozitia dreptei CD fata de planul (4BE).

b) Determinati pozitia dreptei MN fata de
planul (4BC).

Triunghiul ABC are latura 4B inclusa in planul

o, iar C ¢ a. Fie M € [AC], N € [BC] astfel

incat MC = 2MA si NB = 2NC. Determinati

pozitia dreptei MN fata de planul a.

Trapezul ABCD, cu bazele AB, CD si

paralelogramul BCEF sunt situate in plane

diferite. Stabiliti:

a) pozitia dreptei AD fata de planul (BEF);

b) pozitia dreptei BF fatd de planul (DCE);

¢) pozitia dreptei EF fata de planul (4BC);

d) pozitia dreptei O, 0O, fata de planul (4BF),
unde {O,} =AC N BD, iar {O,} = BE N CF.

Punctele 4, B, C, D sunt necoplanare, BD = CD,

iar semidreptele DE si DF sunt bisectoarele

unghiurilor ADB, respectiv ADC, E € AB si

F € AC. Determinati:

a) pozitia dreptei EF fatd de planul (BCD)

b) pozitia dreptei BC fata de planul (DEF).

Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC

si M, N puncte ale laturii AB, astfel incat

AM = MN = NB. Stiind cd D este un punct

exterior planului (4BC), demonstrati ca:

a) GM || (ACD); b) BC || (DGN).
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LS. Pozitii relative a doua plane. Plane paralele: descriere si reprezentare

1) Axioma de determinare a planului (A.2). Trei puncte necoliniare determina un plan.
2) Axioma de intersectie a planelor (A.4). Daca doua plane distincte au un punct comun, atunci
intersectia lor este o dreapta.

Consecinte: 1) Daca doua plane au trei puncte necoliniare comune, atunci acestea coincid.
S 2) Exista plane care au o dreapta comuna. )

Rezolvam si observam o

D
0 Realizati, din bete de plastic, un paralelipiped dreptunghic ABCDA'B'C'D’
(scheletul acestuia).
m Observati paralelipipedul, consultati-va cu partenerul de echipa si stabiliti,
pentru fiecare dintre planele (DAA"), (AA'B"), (ADC), (ABD), (A'B'C"), (A'B'D"),
multimea punctelor comune cu planul (4ABC). Determinati sau intuiti multimea
punctelor de intersectie cu planul (4BC) pentru fiecare dintre muchiile si diagonalele paralelipipedului
dreptunghic. (Diagonalele paralelipipedului sunt segmentele AC', BD', CA', DB'.)

A4

Solutie. Dreapta AD este inclusa atat in (DAA4") cat si in (ABC). Cele doua plane nu sunt identice deoarece
punctul B, de exemplu, apartine planului (4BC), dar nu apartine lui (DA4A4"). Conform axiomei 2), intersectia
lor este o dreaptda, deci (DAA’) N (ABC) = AD. Analog, (A44°B’) N (ABC) = AB.

Planul (4DC) contine punctul B, deci (ADC) si (ABC) contin trei puncte necoliniare comune. Conform
consecintei 1) cele doud plane sunt identice. Analog, planele (4BD) si (ABC) coincid.

Intuitiv, planele (4’B’C’) si (ABC) nu au niciun punct comun. (A’B’D’) coincide cu (4’B’C’), prin urmare
(A4’B’D’) si (ABC) nu au puncte comune. Sa stabilim cateva din intersectiile muchiilor sau ale diagonalelor:
A’'B’n (ABC) = &, A’C’ n (ABC) = &, AD’ n (ABC) = {4}, AB m (ABC) = AB, A’C n (4BC) = {C},
BB’ (ABC) = {B},A’'D n (ABC)={D}, B’C’'n (ABC) = O, BD n (ABC) = BD.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Activitatea de mai sus ne sugereaza ca exista plane care nu au puncte comune. Pentru a demonstra aceasta
afirmatie, vom rezolva, mai intai, urmatoarea aplicatie.

Teorema 1: (Teorema acoperisului) Planele secante a si B care contin respectiv dreptele paralele a si b se
intersecteaza dupa o dreapta paraleld cu acestea.

Ipoteza:allb,ac o, bcBsianNP=d, Concluzie: “ o
o # B. aNB=ccualblec.
Demonstratie. Cazurile a = ¢ sau b = ¢ implica evident concluzia teoremei. ¢ [ Ay B

Vom considera a # ¢ §i b # c. Avem o = (a, ¢) si B = (b, ¢). Pentru dreptele @

a si ¢ distincte, incluse 1n o, sunt posibile situatiile: a || ¢ sau a N ¢ = {4}, iar

pentru dreptele b si ¢ distincte, incluse in 3, putem avea: b || ¢ sau b N ¢ = {B}.

Dacd a || ¢ si b N ¢ = {B}, atunci prin B, am dus doua drepte distincte b si ¢ paralele cu a, contradictie cu
axioma paralelelor (A.5).

Dacaa N c= {4} sib|| c, atunci, prin 4, am dus douad drepte distincte a si ¢ paralele cu b, din nou contradictie
cu axioma paralelelor (A.5). Daca a N ¢ = {4} si b N ¢ = {B} putem avea situatia 4 = B, care ar implica
a N b={A} sise contrazice ipoteza sau 4 # B. In acest caz, ¢ = AB deci ¢  (a, b) sau o = (a, ¢) = (a, b) =
= (b, ¢) = B, contradictie cu ipoteza.

In concluzie, a || csib || c.
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Teorema 2: in spatiu, existd plane paralele.

Demonstratie: Vom considera o un plan in care, prin punctul 4 € a, ducem
doua drepte distincte a, < a. si a, < a, @, N a,= {A}. Considerand punctul
B, exterior planului o, construim, conform axiomei paralelelor, dreptele b,
sib, cub, N b,={B} sia,ll b, all b, Notdm B = (b,, b,) si demonstram ca
o si B nu au niciun punct comun. Folosim, ca de multe ori in demonstratiile din geometria in spatiu, metoda
reducerii la absurd. Presupunem ca o si 3 au punct comun, adica exista C € o N B, deci planele ar fi secante,
dupa o dreapta c. Planele a. si B contin dreptele a,, respectiv b, cu a, || b;. Folosind Teorema 1, avem ca

a N B=csicll a,. Analog pentru a, Il b, rezultdnd o N B = ¢ si ¢ Il a,. Prin urmare, a, ll ¢ Il @, sau a, |l a,,
contradictie cu @, N a,= {A4}. Presupunerea este falsa, deci cele doud plane nu au puncte comune.

Oricare doua plane pot avea toate punctele comune, o dreaptd comund, sau niciun punct comun.

Definitia 1. Doud plane coincid (sunt identice) daca orice punct, care se afla in unul dintre ele, apartine si
celuilalt.

Definitia 2. Doua plane se numesc plane secante daca intersectia lor este o dreapta.

Definitia 3. Doua plane o si B se numesc plane paralele daca nu au niciun punct comun.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Concluzie. Daca a si 3 sunt doud plane oarecare, sunt posibile urmatoarele situatii:

1. Planele o si B nu au | 2. Planele a si  au|3. Planele o si B coincid.
intersectia planelor niciun punct comun. o dreaptd comuna. Acestea au toate punctele
anp=0 anBzDsiozp el
pozitia planelor Planele sunt paralele. Planele sunt secante Planele sunt identice
notatia ollp anPB=d a=p
/]
reprezentarea E
biaéz?'mensionald E ‘pr’

Alte rezultate importante despre paralelism in spatiu vor fi tratate intr-un capitol viitor.

Tema de portofoliu H G

Fie ABCDEFGH un cub. Stabiliti pozitia planelor: £ :
a) (ABC) si (BCD) b) (ABC) si (BCF) ¢) (ABO) 51 (EFG) Jo B (e

>
) g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Fie ABCDMNPQ un paralelipiped dreptunghic. B Fie ABCD un paralelogram si .S un punct
Stabiliti pozitiile relative ale urmatoarelor plane: exterior planului (4B8C). Determinati:

a) (ABC) si (MBQ) b) (ACP) si (BDQ) a) (ABC) N (S4B)
¢) (AMC) si (NPQ) d) (ADQ) si (BCN). b) (SAB) N (SBC)
a Punctul P este mijlocul muchiei CG a cubului ¢) (S4B) N (SCD) c
ABCDEFGH. Stabiliti pozitia planelor: d) (SBD) N (4BC)
a) (BPH) si (ADE) b) (BHP) si (ABC) e) (SBD) N (S4C) ﬂv

A B
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Corpuri geometrice

Corpurile geometrice sunt cunoscute din timpuri indepartate. Cinci corpuri regulate, considerate corpuri sacre,
numite corpuri platonice, se gasesc la Muzeul Ashmolean (Oxford), din Anglia.

Acestea sunt sculptate 1n piatra si se crede ca au fost create cu mai mult de 1000 de ani inainte ca filosoful antic
Platon sa le aduca in atentia matematicienilor.

Tetraedrul regulat Cubul Octaedrul Dodecaedrul Icosaedrul

_ In viziunea filosofului mitic Platon (427-347 i.e.n), simbolistica timpului
de acum doud milenii jumatate era urmatoarea: ,, Tetraedrul, simbolul focului, fetele
lui sunt 4 triunghiuri echilaterale, cubul are 6 fete patrate si este simbolul pamdntului,
octaedrul, marginit de 8 triunghiuri echilaterale, este simbolul aerului; icosaedrul, cu
20 de triunghiuri echilaterale ca fete, este simbolul apei si, in fine, dodecaedrul, simbol
al cosmosului cu tot ce cuprinde el, este singurul poliedru regulat, cu fete formate din
pentagoane in numar de 12 si nu din triunghiuri sau din patrate”.

Odata ajunse 1n atentia matematicienilor, corpurile geometrice au fost studiate din perspectiva realista.
Unele dintre corpurile geometrice sunt marginite de suprafete plane. Acestea se numesc POLIEDRE.

L1. Piramida: reprezentare, elemente caracteristice

Rezolvam si observam

Priviti urmatoarele reprezentari. Extrageti, din trusa de geometrie, corpurile geometrice care corespund
reprezentarilor.

14 S

A
A C
B

Ay

A B A2 As

a) Observati corpuri geometrice reale si identificati pe desen reprezentarea fiecaruia, apoi elemente cunoscute
din geometria plana: figuri geometrice, suprafete poligonale, puncte, segmente.

b) Numiti si descrieti suprafetele poligonale care delimiteaza fiecare corp.

¢) Identificati si numiti figurile geometrice plane din care, prin lipirea laturilor (muchiilor) corespunzatoare,
s-ar putea obtine fiecare corp.

Solutie. a) Toate corpurile reprezentate sunt marginite de suprafete plane. Poligoanele corespunzatoare au

laturile de dimensiuni potrivite pentru ca, prin alaturare, sa se suprapuna perfect.

b) Primele doua corpuri sunt marginite de patru suprafete triunghiulare. Urmatoarele doud reprezentari
corespund unui corp marginit de cinci suprafete poligonale, patru suprafete triunghiulare si o suprafata
patrulatera. Ultima reprezentare este marginitd de o suprafata hexagonala si sase suprafete triunghiulare.
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¢) La toate corpurile reprezentate intalnim triunghiuri cu un varf comun si un poligon care poate sd nu fie
triunghi, ale carui laturi se suprapun cu cate o laturd a triunghiurilor.
Concluzie. Caracteristicile comune ale acestor corpuri geometrice sunt urmatoarele:
1) Sunt marginite de suprafete poligonale convexe plane, deci sunt poliedre.
2) Cel mult una dintre suprafetele care delimiteaza corpul nu este suprafata triunghiulara.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitia 1. Piramida este corpul geometric marginit de o suprafatd poligonald convexa plana cu » laturi,
n 2 3 si de n suprafete triunghiulare cu varful comun.

O piramida este determinata de suprafata poligonald convexa, numita baza a piramidei si de un punct exterior
planului bazei, numit vdrfal piramidei.

Observatii. 1) Pentru simplificarea limbajului, vom folosi termenul PIRAMIDA si pentru a numi corpul
geometric si pentru a numi suprafata piramidei (piramida cu interiorul gol). Contextul in care apare acest
termen ne spune exact la care dintre cele doud concepte ne referim.
2) Convenim ca, in numirea unei piramide, sa scriem mai intai litera corespunzatoare varfului, apoi pe cele
care numesc baza.
In functie de numarul laturilor bazei, o piramida poate fi triunghiulara, patrulaterd, pentagonala, hexagonali etc.
Cea mai simpla dintre piramide este piramida triunghiulara, care este si cel mai simplu dintre poliedre.
Acesta este marginit de patru suprafete triunghiulare si se numeste TETRAEDRU.
Tetraedrul din imagine poate fi descris astfel:

*  Suprafata triunghiulard ABC este baza a tetraedrului. D

*  Punctul D, exterior bazei, este vdrful tetraedrului.

¢ Punctele 4, B, C sunt varfurile bazei.

*  Segmentele AB, BC, AC sunt muchiile bazei.

*  Segmentele DA, DB, DC sunt muchiile laterale. A

*  Suprafetele triunghiulare DAB, DAC, DBC sunt fetele laterale. B

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1. Considerdm suprafata triunghiulara ABC si D un punct exterior planului (4BC). D
a) Numiti suprafata descrisa de segmentele DM, cand M parcurge segmentul BC.
b) Precizati suprafetele descrise de segmentele DM, cand M parcurge laturile
triunghiului ABC. A C
¢) Intuiti multimea descrisa de segmentele DM, cand M parcurge interiorul triunghiului M
ABC. B

Solutie. a) Segmentul DM descrie suprafata laterala DBC.

b) Segmentul DM descrie suprafetele triunghiulare DBC, DAB, DAC, deci cele trei fete laterale ale tetraedrului.
¢) Segmentul DM descrie interiorul tetraedrului. Reuniunea tuturor segmentelor inchise DM cu M punct
variabil pe suprafata triunghiulara 4BC formeaza tetraedrul DABC.

Definitia 2. O piramida care are baza un poligon Observatie. O reformulare mai riguroasa a acestei
regulat, iar muchiile laterale sunt congruente, se definitii, vom 1intdlni intr-unul din paragrafele
numeste piramida regulata. urmatoare ale acestui manual.
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Aplicatia2. In desenul aldturat, este reprezentatd piramida patrulaterd regulata
VABCD.

a) Folosind definitia, stabiliti natura fetelor laterale ale piramidei date.

b) Enumerati triunghiurile congruente, situate in plane diferite. C

Solutie. a) Din definitie, muchiile laterale sunt congruente, adica triunghiurile VAB,

VBC, VCD si VDA au cate doud laturi congruente, deci sunt isoscele. Baza fiecarui B
astfel de triunghi este una dintre muchiile bazei piramidei.
b) Conform cazului de congruenta L.L.L, AVAB=AVBC=AVCD=AVDA.
Concluzie. Fetele laterale ale oricarei piramide regulate sunt triunghiuri isoscele congruente.
Definitia 3. Un tetraedru care are toate Aplicatia 3. Se considera tetraedrul SABC, unde triunghiul
cele patru fete triunghiuri echilaterale ABC este echilateral, iar S4 = SB = SC. Stabiliti

se numeste tetraedru regulat. daca SABC este un tetraedru regulat.

Solutie. Triunghiul ABC este echilateral, iar S4 = SB = SC ne aratd ca SABC este o piramida triunghiulara
regulata. Pentru afi tetraedru regulat, este necesar ca fetele laterale sa fie, de asemenea, triunghiuri echilaterale.
Triunghiul VAB, de exemplu, este echilateral doar dacd V4 = AB, adicd muchiile laterale ar trebui sa fie

congruente cu muchiile bazei.
Concluzie. Un tetraedru care are toate muchiile congruente este un tetraedru regulat.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Piramida triunghiulara (baza este triunghi) Piramida patrulatera (baza este patrulater)
4 V
C
A C A
B
Elemente Elemente
Varful piramidei: V Varful piramidei: V
Baza: suprafata triunghiulara ABC Baza: suprafata patrulatera ABCD
Varfurile bazei: A, B, C Varfurile bazei: A, B, C, D
Muchiile bazei: segmentele AB, BC, AC Muchiile bazei: segmentele AB, BC, CD, DA
Muchiile laterale: VA, VB, VC Muchiile laterale: VA, VB, VC, VD
Fetele laterale: suprafetele triunghiulare VAB, Fetele laterale: suprafetele triunghiulare VAB,
VBC, VCA VBC, VCD, VDA
Numarul elementelor Numarul elementelor
Numarul fetelor | f=1+3=4 Numarul fetelor |f=1+4=5
Numarulfotal al Mm=3+3=6 Numarulfotal al m=4+4=38
muchiilor muchiilor
Num?ml ‘Fotal al v=34+1=4 Numftrul ‘Fotal al =44l =5
varfurilor varfurilor
Observatie. f+v=m+2 Observatie. f+v=m+2

Piramida hexagonali este prezentatd in manualul digital.
Pentru prisma patrulatera, elementele pot fi observate in manualul digital.
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£,
é(:)}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

8 n a) Desenati pe caiete, utilizand rigla, n Desenati o piramida patrulatera VABCD, apoi
o piramida hexagonala, cu varful S. reprezentati punctele M, N, P, O, mijloacele
b) Notati piramida, folosind pentru baza ce muchiilor VA4, VB, VC, VD.
litere doriti. Fie multimea L = {4, B, C, D, M, N, P, O, V'}.
¢) Numiti elementele piramidei reprezentate. a) Scrieti cate trei submultimi de cate patru

elemente ale multimii L care sa contind
puncte coplanare.

b) Scrieti cate trei submultimi de cate patru
elemente ale multimii L care sa contina
puncte necoplanare.

¢) Cercetati dacd existd doud submultimi
de cate cinci elemente ale multimii L care

n Copiati pe caiete si completati spatiile libere
astfel incat sa obtineti afirmatii adevarate:
a) Baza unei piramide cu 7 fete laterale are ...
varfuri.
b) O piramida cu 5 fete se numeste ... .
¢) O piramida cu 7 varfuri se numeste ... .

B Desenati, numiti si descrieti piramida in care sd reprezinte varfurile unor piramide.
baza si fetele laterale sunt reprezentate prin Justificati raspunsul.
aceeasi figura geometrica. n Fie ABCDA'B'C'D’ un cub.

IEN Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei a) Numiti tetraedrele ale cdror varfuri sunt
»Numarul muchiilor oricarei piramide este un si varfuri ale cubului si care au baza ACD.
numdr par”, argumentand raspunsul dat. b) Numiti piramidele patrulatere ale caror

B Piramida EABCD are ca baza dreptunghiul varfuri sunt si varfuri ale cubului.

ABCD si toate muciile laterale congruente. n Determinati numarul fetelor si numarul
Stiind ca AE L EC, demonstrati ca BE L ED. muchiilor unei piramide care are 10 varfuri.

L2. Desfasurarea piramidei

Rezolvam si observam

a) Desenati pe carton configuratia alaturata, respectand dimensiunile inscrise, decupati
si indoiti dupa MN, MP, NP, astfel incat segmentele congruente sa se suprapuna.

b) Observati pozitia punctelor Q, Q,, Q,, dupa indoire.

¢) Considerand corpul QMNP, obtinut la subpunctele anterioare, desprindeti
muchiile MQ, NQ, PQ, pentru a le aduce in planul (MNP).

Solutie. a) Se deseneaza un triunghi MNP, pe laturile caruia se reprezintd, in exterior, triunghiurile MNQ,,

MPQ,, NPQ, cu dimensiunile din imagine. (Pentru laturile triunghiului MNP se vor folosi dimensiuni

convenabile, presupunand respectate conditiile de existenta.)

b) Din MQ, = MQ, rezultd ca Q, si O, se suprapun. Din NQ, = NQ rezultd ca Q, si O se suprapun. Cum
PQ = PQ, rezultd ca si aceste segmente se suprapun perfect, iar punctele Q, O,, O, coincid, dupd indoire.

¢) Prin plierea suprafetei date, am obtinut o piramida triunghiulara (un tetraedru). Sa procedam acum, invers.
Consideram tetraedrul OMNP. Alegem ca baza suprafata MNP. Desprindem muchiile MQ, NQ, PQ si
rabatam cele trei fete laterale, in jurul muchiilor bazei, fard modificarea fetelor, pentru a le aduce pe toate in
planul bazei. Figura plana obtinuta reprezinta desfasurarea piramidei triunghiulare OMNP.
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Descoperim, intelegem, exemplificam

calculul unor distante, calculul unor arii, determinarea unor masuri de unghiuri si chiar determinarea unor
pozitii pentru elemente geometrice.

Observatie. Desfasurarea piramidei se poate realiza si prin alte tehnici. Este esential ca toate fetele laterale sa
fie alaturate, intr-un acelasi plan.

Desfasurarea unei piramide regulate consta in alaturarea unui poligon regulat cu n laturi, baza piramidei si
a n triunghiuri isoscele, fetele laterale ale piramidei avand bazele congruente cu latura bazei.

Comentariu.

Alaturat sunt schitate
desfasurarea tetraedrului regulat

Piramida triunghiulara Piramida patrulatera

si desfasurarea piramidei Ss D C G T
patrulatere regulate, in cate S H H
doua prezentari diferite. D C
Tema. Realizati pe carton, S, s D
0 a treia varianta de prezentare \A 4 B
a desfasurarii. B A
Pentru a usura masurarea,
folositi triunghiuri echilaterale &
congruente.
Exercitiu. Realizati piramidele corespunzatoare infasurdnd (pliind, indoind) figura plana desenata.

Aplicatia 1. Consideram piramida hexagonala

regulata VABCDEF. Realizati, in doud moduri,

desfasurarea piramidei.
Solutie. Baza piramidei este hexagon regulat, iar fetele H H
laterale sunt triunghiuri isoscele congruente. Ci
Baza fiecarei fete laterale este congruenta cu latura bazei.

Vi
Aplicatia 2. Toate fetele laterale ale piramidei patrulatere V4ABCD sunt triunghiuri
echilaterale cu latura a. Determinati pozitia punctului M € VA4, astfel
incat perimetrul triunghiului MBD sa fie minim. B
D A

Solutie. Fie M € VA. Perimetrul triunghiului MBD este P,,;, = BD + MB + MD.
Cum BD este diagonala bazei si are lungime constantd, rezultd cd perimetrul este minim ¢
atunci cand suma MB + MD este minima.

Pentru a putea evalua aceastd suma, o vom aduce intr-un acelasi plan cele doud segmente.
Vom desfasura piramida, decupand baza, astfel incat muchia V4 sa raméana latura comuna
pentru triunghiurile provenite din fetele laterale V4B si VAD. Prin desfasurare, am obtinut
configuratia plana alaturata, in care VBA,D, este un romb. Considerand O mijlocul
segmentului VA,; oricare ar fi punctul M € VA, MB + MD = MB + MD, > OB + OD, =
=BD= a3.1n concluzie, perimetrul triunghiului este minim dacé si numai daca M
coincide cu O, adica este mijlocul muchiei VA.
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6.4
(5 g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n a) Desenati pe carton un triunghi oarecare
ABC. Folosind instrumentele geometrice,
marcati punctele M, N, P, mijloacele
laturilor BC, AC, AB, ale triunghiului dat,
apoi desenati liniile mijlocii.

b) Decupati triunghiul si demonstrati ca, prin
indoire, obtineti un tetraedru.

¢) Dacd ABC este un triunghi echilateral cu peri-
metrul 36 cm, demonstrati ca, prin indoire
dupa liniile mijlocii, se obtine un tetraedru
regulat, apoi aflati muchia acestui tetraedru.

Desfasurarea piramidei patrulatere regulate

VABCD este reprezentata in figura de mai jos.

Stiind ¢ AC = 4+/2 cm, si AB | VD,, aflati

lungimea muchiei laterale a piramidei.

C B B

Observatie. D, reprezintd pozitia pe care
varful D al triunghiului VAD o va ocupa in
planul bazei ABCD, dupa desfasurare.

Desenati un triunghi echilateral si trei
triunghiuri dreptunghice isoscele, ale caror
ipotenuze sunt laturile triunghiului echilateral
desenat, iar varfurile unghiurilor drepte sunt in
exteriorul triunghiului echilateral.
a) Aratati ca suprafata obtinuta este desfasurarea
in plan aunei piramide triunghiulare regulate.
b) Calculati lungimea muchiei bazei si lungi-
mea muchiei laterale a piramidei, daca aria
acestei suprafete este 8 - (3+ \/5) cm2.

n Fie ABCD un tetraedru. Notdm 4, 4,, 45;

B, B,, B;; C,, C,, C; 51 Dy, D,, D, masurile

unghiurilor situate pe fete diferite cu varful in

A, B, C, respectiv D. Stiind cd 4, + 4, + 4; =B,

+B,+By;=C,+C,+Cy=D,+D,+D,=180°,

demonstrati cd orice doud muchii opuse ale
tetraedrului sunt congruente.

Piramida patrulatera regulata SABCD are

fetele laterale triunghiuri echilaterale.

a) Realizati un desen care sa reprezinte
desfasurarea in plan a piramidei obtinute
prin rotirea fetelor in jurul muchiilor bazei.

b) Calculati masura unghiului format de
dreptele SA4 si SC (in planul (S4C)), inainte
de desfasurare.

¢) Calculati masura unghiului format de
dreptele S,4 si S,C (in planul (4BC)) dupa
desfasurare, unde S, si S, reprezinta pozitiile
pe care capatul S al muchiei SB le va ocupa
in planul bazei, prin desfasurare.

Desenul urmator reprezinta desfasurarea

piramidei hexagonale regulate SABCDEF-..

Se stie ca S\B L S,B.

a) Aflati masurile unghiurilor unei fete
laterale.

b) Aflati méasura unghiului format de dreptele
S,4 51 S,C.
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L3. Prisma dreapta: reprezentare, elemente caracteristice

Unele intrebari foarte simple, cum ar fi: ,,Cand ati vazut pentru prima data un
cub?” sau ,,Cu ce corp geometric se identifica piesa de Lego pe care ati ales-o
la iIntdmplare?”, este foarte probabil sa va puna pe ganduri. Cubul este unul
dintre primele obiecte cu care fiecare copil a interactionat; un corp geometric
aparent simplu, cu o forma regulatd, usor de manevrat si care oferd nenumarate
variante de aranjare 1n scopul realizarii constructiilor creative.
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Rezolvam si observam

m Priviti urmatoarele reprezentari:

u A’ C’ u D’: C’

A’ ; B’

A

B A B

Extrageti, din trusa de geometrie, corpurile geometrice care corespund acestor reprezentari.
Observati corpurile geometrice extrase din trusa, identificati si numiti figurile geometrice plane determinate
de fetele acestor corpuri.
Solutie. La toate corpurile intalnim doud suprafete poligonale cu aceleasi dimensiuni (sunt congruente), numite
baze. Laturile bazelor se numesc muchii ale bazei.
Pe langa baze, toate corpurile sunt marginite de suprafete ale caror laturi formeaza paralelograme (in particular,
dreptunghiuri sau patrate), pe care le numim fete laterale. Laturile fetelor laterale care nu sunt muchii ale
bazelor se numesc muchii laterale. Numarul muchiilor laterale este egal cu numarul varfurilor unei baze.
Concluzie. Caracteristicile comune ale acestor corpuri geometrice sunt urmatoarele:
1) Au doud baze care sunt suprafete poligonale convexe cu 7 laturi, n > 3. Poligoanele convexe determinate de

baze sunt congruente.
2) Au n fete laterale, care sunt paralelograme.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Cu elementele pe care le cunoastem, putem formula urmatorul enunt:

Prisma este un poliedru marginit de doua baze, suprafete poligonale convexe congruente cu #n laturi, n > 3,
situate 1n plane paralele, si de n fete laterale, ale caror laturi determina paralelograme.

Elementele unei prisme sunt: bazele, muchiile bazelor, fetele laterale, muchiile laterale, varfurile, la care se
adaugd diagonalele, atunci cand numarul muchiilor laterale este mai mare sau egal cu patru.

Un varf al unei baze si un varf al celeilalte baze, care nu apartin aceleiasi fete laterale, determind o diagonala
a prismei.

Casi la piramida, in functie de numarul laturilor bazelor, prismele pot fi: triunghiulare, patrulatere, pentagonale,
hexagonale etc.

Pentru corpurile prezentate si analizate mai sus, elementele sunt urmatoarele:

Prisma triunghiulara

Muchiile Muchiile Numarul muchiilor
S bazelor e laterale si numarul varfurilor E
A ! AB, BC, AC, Suprafetele AA', BB' si Numarul muchiilor
respectiv A'B’, | delimitate de CC', paralele | prismei este
B'C,siA'C'. paralelogramele: |si congruente. |3 -2+3=9
A ¢ Numarul muchi- | ABB'A’', BCC'B’ | Numarul Numarul varfurilor
B ilor bazelor este | si ACC'A". muchiilor este3-2=6
Suprafetele poligonale ABC'si | 3 - 2 = 6. Numarul fetelor | laterale este 3.
A'B'C',cuAABC=AA'B'C’ laterale este 3.

Elemente ale geometriei in spatiu
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Prisma hexagonala

Bazele Muchiile bazelor Fetele laterale LTS I\‘Iumarlll muf h1119r
’ laterale si numarul varfurilor
. F E' AB, BC, CD, DE, Suprafetele AA', BB', CC', | Numarul muchiilor
4 > - D’ EF, FA, respectiv delimitate de DD', EE' si prismei este
A'B',B'C'",C'D’, paralelogramele: | FF', paralele |[6-2+6=18
y L LE D'E',E'F' F'A'. ABB'A', BCC'B’, | sicongruente. | Numarul varfurilor
B C Numarul muchiilor | CDD'C’, DEE'D', | Numarul este6-2=12
Suprafetele delimitate de bazelor este EFF ’{5’, FAA'F muchiilor
hexagoanele ABCDEF si 6-2=12. Numarul fetelor | laterale este 6.
A'B'C'DEF laterale este 6.

Observatie. Prisma hexagonala are 18 diagonale: AC', A'C, AD', A'D, AE', A'E, BD', B'D, BE', B'E, BF", B'F,
CE',C'E,CF',CF,DF', D'F.

Pentru simplificarea exprimarii, referindu-ne la bazele prismei sau la fetele ei laterale, vom mentiona doar
poligoanele care le delimiteaza.

Prismele care au toate fetele laterale suprafete dreptunghiulare se numesc prisme drepte.

Prin urmare, vom intalni prisma triunghiulara dreapta, prisma patrulatera dreapta, prisma pentagonala
dreapta, prisma hexagonala dreapta etc.

Observatie. Pentru cd reprezentarea bidimensionald a unui poligon
regulat vazut tridimensional nu pastreaza lungimile segmentelor si
masurile unghiurilor, desenul realizat pentru o prisma dreaptd si cel
pentru o prisma regulata nu sunt neaparat diferite. Din enuntul problemei
trebuie sd deducem natura prismei (daca este prisma regulata sau nu).

Definitie. O prisma dreapta a carei
bazd este o suprafatd poligonald
delimitatd de un poligon regulat
se numeste prisma regulata.

Stim sa aplicam, identificdm conexiuni

Dintre prismele patrulatere drepte, paralelipipedul, paralelipipedul dreptunghic si cubul sunt cele mai des
intalnite in viata cotidiana. Elementele lor caracteristice sunt deja cunoscute. Le vom relua, evidentiind
proprietatile specifice fiecaruia.

Reprezentarile lor geometrice sunt asemanatoare si nu ofera suficiente informatii privind particularitatile
acestora. Datele complete trebuie extrase din enuntul problemelor.

Paralelipipedul drept Paralelipipedul dreptunghic Cubul

1. Baza este dreptunghi
2. Fetele laterale sunt dreptunghiuri

1. Baza este paralelogram

2. Fetele laterale sunt dreptunghiuri Toate fefele sunt pétrate.

Prisma patrulatera dreapta cu baza | a) Prisma patrulatera dreapta cu a) Prisma patrulatera regulata cu

paralelogram baza dreptunghi. fetele laterale patrate.
b) Paralelipipedul drept, cu baza b) Paralelipipedul dreptunghic,
dreptunghi. avand toate muchiile
c) Prisma care are toate fetele congruente.
dreptunghiuri. c¢) Prisma cu toate fetele patrate

d) Prisma patrulatera regulata
cu toate muchiile congruente.

Tabelul de mai sus contine definitii echivalente pentru paralelipipedul drept, paralelipipedul dreptunghic si
pentru cub, foarte utile in rezolvarea problemelor.
Dintre prismele drepte, o clasa speciala este aceea a prismelor regulate.
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Prisma triunghiulara Prisma patrulatera Cubul — prisma patrulatera Prisma hexagonala
regulata regulata regulatd, cu fetele laterale patrate regulata

Tipul
prismei

Cr

Reprezentarea

prismei

Reprezentarea bazei

Observatie. Daca muchiile laterale sunt reprezentate in pozitie verticald si nu se fac alte precizari, vom
considera ca prisma este dreaptd.

Aplicatie. Se considera suprafata delimitata de un poligon convex 4,4,... 4,, cu n laturi, si M un punct
situat pe suprafata poligonala data (pe laturile poligonului sau in interiorul sdu). Consideram, de asemenea,
segmentul fix 4,P,, unde P, este exterior planului poligonului. Reuniunea tuturor segmentelor inchise
MN, paralele si congruente cu 4,P,, cand M parcurge intreaga suprafata poligonald, formeaza prisma cu
baza A,4,... A, in care segmentul 4, P, este muchie laterala. Urmariti, impreuna cu partenerul de echipa,
prisma triunghiulara si prisma patrulaterd generate in acest fel. Consultati manualul digital.

Tema de portofoliu

Folosind aplicatia de mai sus si vizionand filmuletul din manualul digital, precizati:

1. Multimea punctelor descrisa de segmentul MN, cand M se deplaseaza pe latura BC a triunghiului ABC.

2. Multimea punctelor descrisa de segmentul MN, atunci cand M parcurge laturile triunghiului 4ABC.

3. Traseul parcurs de punctul M, astfel incat segmentul MN sa genereze suprafata laterala a prismei patrulatere
ABCDA'B'C'D'.

6.3
it(:)}g Exersim, ne antrenim, ne dezvoltim

n a) Identificati, in mediul Inconjurétor, B Fie ABCA'B'C' o prisma triunghiulara,
obiecte care au forma de prisma dreapta, M mijlocul segmentului BC si M ' mijlocul
triunghiulara sau patrulatera. segmentului B'C".

b) Realizati un desen in care sa reprezentati a) Realizati un desen care sd corespunda
prismele corespunzatoare. datelor problemei.

¢) Notati prismele si precizati elementele b) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
acestora. p,: »Punctele B', 4, B, C sunt coplanare.*

n Baza unei prisme este un patrulater cu P, ,Paralelogramul ABB'A' si punctul C

perimetrul 64 cm, iar o muchie laterald are determind o piramida patrulatera.*
lungimea 9 cm. Determinati suma tuturor P5: »,Reuniunea prismelor ABMA'B'M' si
muchiilor prismei. ACMA'C'M' este prisma ABCA'B'C'.“
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Fie ABCDA'B'C'D' o prisma patrulatera, iar M

si M' intersectiile diagonalelor bazelor ABCD,

respectiv A'B'C'D'.

a) Realizati un desen care sa corespunda datelor
problemei.

b) Denumiti cate o prisma triunghiulara, cu
baza: ABD, ACD, ABC, respectiv BCD.

¢) Precizati elementele prismei cu baza MAB si
muchia laterala MM'.

d) Identificati 4 tetraedre care au toate varfurile
printre varfurile prismei date.

Fetele laterale ale unei prisme hexagonale sunt

congruente si au perimetrul 30 cm. Stiind ca

perimetrul bazei este egal cu perimetrul unei

fete laterale, aflati:

a) lungimea unei muchii laterale;

b) suma lungimilor tuturor muchiilor prismei.

Se considera paralelipipedul dreptunghic

ABCDA'B'C'D'. Completati spatiile libere

astfel incat sa obtineti afirmatii adevarate:

L4. Prisma dreapta: desfasurare

a) Muchiile paralelipipedului care contin
punctul D sunt ... .

b) Fetele paralelipipedului care contin varful D
sunt ... .

¢) Fetele paralelipipedului care contin muchia
AD sunt ... .

In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D'

se cunosc: AB=7cm, B'C' =8 cm, DD'=9 cm.

a) Realizati un desen care sa corespunda datelor
problemei.

b) Calculati suma tuturor muchiilor paralelipi-
pedului.

Doua cuburi cu muchia de 5 cm se alatura astfel

incat sa se obtina un paralelipiped dreptunghic.

a) Realizati un desen care sa corespunda datelor
problemei.

b) Determinati cea mai mare dintre ariile fetelor
paralelipipedului obtinut.

¢) Calculati suma tuturor muchiilor paralelipi-
pedului obtinut.

O prisma care are toate fetele laterale dreptunghiuri se numeste prismd dreapta.
O prisma dreaptd a carei baza este un poligon regulat se numeste prisma regulata.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Ne propunem sa analizdm posibilitatea desfasurarii prismei.
Desfasurarea unei prisme drepte va fi o configuratie geometricd plana obtinuta prin alaturarea dreptunghiurilor
care reprezinta fetele laterale si a poligoanelor care reprezinta bazele.

Pentru a obtine desfasurarea unei prisme, o decupam dupad anumite muchii, astfel incat fetele laterale si bazele

sa poata fi ,,aduse

9 A

intr-un plan.

Deducem ca fiecare dintre muchiile prismei poate avea, in realizarea desfasurarii, unul din rolurile:

1. Este dedublata, cate una pentru fiecare fata pentru care este latura, cele doud suprafete fiind separate prin
decupare (taiere).

2. Este muchie balama, dupa care cele doua fete se pot roti, rabata.

Afirmatia de mai sus ne arata cd exista multe variante de desfasurare a unei prisme, in functie de rolul pe care

il atribuim fiecarei muchii. Imaginatia fiecaruia va gasi desfasurari interesante si potrivite, in functie de scopul

pentru care realizam desfasurarea, modelarea matematica a procesului nefiind usoara.

Aplicatia 1. Considerdm prisma triunghiulard dreaptd ABCA'B'C'.

a) Dorim sa realizam desfasurarea acesteia in planul bazei ABC. Alegem sa decupdm muchiile A'B' si B'C’
ale bazei A'B'C' si muchiile laterale, apoi rotim fetele in jurul celorlalte muchii pana la planul (4BC) si
anume: ABB'A' se roteste 1n jurul muchiei AB, apoi BCC'B' se roteste in jurul muchiei BC, baza A'B'C' se
roteste in jurul muchiei 4'C', iar ACC'A' se roteste in jurul muchiei AC.

b) Realizati schita desfasurarii in planul unei fete laterale.
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Solutie

a)

Ar

ne

, L
D, D’ C’

A! C' AI
D C HH
A B

A
A’ B’

Concluzii

1. Desfasurarea paralelipipedului este formatd din 6 suprafete dreptunghiulare. Cele 6 dreptunghiuri sunt
grupate in 3 perechi de dreptunghiuri congruente (corespunzatoare fetelor opuse ale paralelipipedului).

2. In functie de tehnica de desfasurare, cele 6 suprafete dreptunghiulare pot fi alaturate in configuratii diferite,
dimensiunile lor ramanand neschimbate.

3. Desfasurarea unui cub este, de fapt, desfasurarea unui paralelipiped dreptunghic, avand dimensiunile egale.

Tema de portofoliu

a) Realizati desfasurarea unei prisme patruletere regulate.
b) Realizati desfasurarea unui cub, in trei moduri.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 3. Se considerd configuratia alaturata, formata i E 0'2
din 2 hexagoane regulate cu latura de lungime a si 6 B
dreptunghiuri cu dimensiunile a si b. 4 =
a) Justificati faptul ca aceasta suprafata plana reprezinta TR
desfasurarea unei prisme.
b) Numiti prisma identificatd la subpunctul a) si precizati E

natura ei. AwD
¢) Realizati pe caiete altd desfasurare a aceleiasi prisme.

Indicatie. a) Hexagoanele regulate ABCDEF si A'B'C'D'E'F" au laturile congruente, deci pot fi bazele unei
prisme hexagonale regulate. Cele 6 dreptunghiuri au o dimensiune egala cu latura hexagoanelor, iar cealaltd
dimensiune este aceeasi pentru toate, deci ar putea fi fete laterale ale prismei.

Observam, de asemenea, ca pozitia celor 8 suprafete permite, prin ,,infasurare”, realizarea prismei hexagonale
regulate cu muchia bazei a si muchia laterala b.
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to,d
@g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Realizati pe carton desenul de mai jos, respec- n In desenul alaturat A
tand dimensiunile Inscrise. este reprezentata
b em 5 e desfﬁ§urarea in plan B
T ] C D a unui cub care are
4 em muchia de 6 cm.
A B 2 em|C D Calculati lungimea
S 6em™> traseului 4B, marcat in desen.

a) Decupati dupa conturul exterior, apoi indo- E In figura de mai jos, este reprezentatd

iti cartonul pentru a obtine o prismi cu baza desfasurarea 1n plan a unei prisme hexagona}e
ABCD. ABCDEFMNPQRS. In desfasurare, se stie ca

punctele £, F, M sunt coliniare si EM =27 cm.
a) Demonstrati ca N este situat pe dreapta EM.
b) Calculati lungimea muchiei bazei prismei si

b) Denumiti prisma obtinuta.

¢) Identificati si descrieti elementele prismei.

d) Repetati subpunctele a), b), ¢) pentru a obtine ) o o r

o prisma cu baza ABB'A', apoi ADD'A'. lungimea mléchleléaterale a prismei.

a Realizati pe carton un desen care sa reprezinte -
desfasurarea unui cub cu lungimea muchiei B E
de 0,8 dm. Decupati si indoiti cartonul pentru 4| F
a obtine cubul. Notati cubul si identificati g
muchiile, fetele, diagonalele.

EEl Desfasurarea suprafetei laterale a unui cub este S
dreptunghiul MNPQ, MN > NP, iar punctul R
este mijlocul laturii NP. Daca MR = \/6 cm,
aflati lungimea muchiei cubului. P 0

LS. Cilindrul circular drept: reprezentare, elemente caracteristice, desfasurare

Omul a trdit in armonie cu natura din cele mai vechi timpuri. A observat formele si fenomenele, le-a inteles,
apoi a creat Tn mod ingenios obiecte care sd-i usureze munca, sa-i infrumuseteze viata si, mai ales, sa-1 ajute in
permanentele preocupari pentru cunoastere.

Din motive practice care tin de economie de spatiu, de viteza de deplasare, de echilibru, de rezistenta la
intemperii', o mare parte dintre obiectele care ne inconjoara sunt marginite de forme rotunde. Imaginile de mai
sus reprezinta exemple de corpuri din natura sau create de om, marginite de forme rotunde.

La fiecare dintre aceste corpuri putem identifica, intr-un plan convenabil ales, un cerc, adica o figurd plana,
formata cu multimea tuturor punctelor din acel plan, situate la o distanta constanta de un punct fix, numit centru.

I Intemperie = Stare atmosferica neprielnica, ddunatoare; vreme rea (cu ploaie, vant, viscol).
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Descoperim, intelegem, exemplificam

Vom modela matematic doar cateva corpuri care sunt marginite si de suprafete rotunde, prin alaturarea sau
imbinarea carora se pot realiza multe altele.

Consideram o suprafatd dreptunghiulara pe care o rotim in jurul uneia dintre laturile sale, pana cand suprafata
ajunge din nou in pozitia initiala. Identificati in trusa de geometrie un corp care ar putea fi generat in acest mod.

Fie ABCD suprafata dreptunghiulara, pe care o rotim in jurul dreptei 4B, numitd axd de
rotatie. Punctul D va descrie cercul de centru 4 si raza AD, punctul C va descrie cercul de
centru B si raza BC. Fiecare punct M, situat pe suprafata dreptunghiulara ABCD, va descrie,
la randul sau, un cerc, avand centrul M’ pe segmentul inchis AB si de raza MM'.
MM § Corpul obtinut in acest fel este un cilindru circular drept.
@ Discul de centru 4 si raza AD, respectiv discul de centru B si raza BC sunt bazele cilindrului.
Segmentul CD si orice alt segment PQ, cu P € C(4, AD) si Q € C(B, BC), astfel incat PQ Il 4B,
sunt generatoare ale cilindrului.

Vom spune ci cilindrul circular drept este un corp de
P : ; rc o Axa de rotatie a unui cilindru circular drept este IZI
DQD B QQD dreapta determinata de centrele bazelor.

A Bl 5 Ay C 475
Definitie. Corpul geometric obtinut prin rotatia completd a unei suprafete dreptunghiulare in jurul uneia
dintre laturile sale se numeste cilindru circular drept.

Comentariu. Un astfel de cilindru este circular pentru ca bazele sale sunt delimitate de cercuri si este drept
pentru ca fiecare generatoare formeaza unghiuri drepte cu razele corespunzatoare in cele doua baze.
Elementele cilindrului circular drept sunt: doud baze, discuri congruente, situate in plane diferite, centrele
bazelor, raza bazelor, generatoarea, suprafata laterala.

Observatie.

1. In numeroase situatii practice, atunci cand ne referim la un cilindru, avem in vedere doar suprafata bazelor
si suprafata sa laterald, facand abstractie de punctele din interiorul cilindrului.

2. Conventional, pentru reprezentarea unui cilindru, cdnd nu exista alte precizari, vom nota cu O si O’
centrele celor doua baze si vom desena doud generatoare, 44" si BB’, unde A4 si B sunt puncte diametral
opuse 1n baza (O, OA).

Pozitia axei in jurul careia se roteste suprafata dreptunghiularad nu este relevanta, aceasta poate fi verticala,
orizontald sau oblica, cilindrul generat avand aceleasi caracteristici.

Cilindru cuaxa | Cilindru cu axa Cilindru cu In desenele alaturate: discul de centru O
verticala orizontala axa oblica si razd 4O, respectiv discul de centru O’
| ‘ sirazid A'O’ sunt bazele cilindrului.
Segmentele O4 si OB sunt raze ale
unei baze, iar A'O’, O'B’ sunt raze ale
celeilalte baze. Razele celor doud baze
sunt congruente si se noteaza, de regula, |Z|
cuR.
Segmentele A4’ si BB’ sunt generatoare
ale cilindrilor si se noteaza, de regula,
cuG.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1. Demonstrati ca daca M este un punct oarecare pe suprafata laterala a cilindrului, atunci
simetricul sau fata de dreapta OO’ apartine suprafetei cilindrului.
(Axa de rotatie a cilindrului este axa de simetrie pentru suprafata sa laterala.)

Demonstratie. Dreapta OO’ este axa cilindrului cu raza R. Fie M un punct situat pe suprafata laterald a
cilindrului si 44" generatoarea care il contine. Reprezentaim diametrele AB si A'B’, in cele doud baze. Atunci
ABB'A’ este dreptunghi format prin alaturarea dreptunghiurilor congruente OBB'O’ si OAA'O'.

B o’ A’
[ M
K i3
B 0 A

in planul (4BM), construim ML L OO'. L € OO’ si fie K, punctul de intersectie a dreptelor ML si BB'.
Atunci, OBKL si OAML sunt dreptunghiuri congruente si KL = OB = OA4 = ML, deci K este, in acelasi timp,
simetricul punctului M fatd de dreapta OO’si punct al generatoarei BB', adica apartine suprafetei cilindrului.

Observatie. In demonstratia de mai sus am folosit rationamente uzuale din geometria pland (constructii,
proprietati ale figurilor plane), toate aplicate intr-un plan convenabil ales. Pentru aceasta, am facut abstractie
de elementele cilindrului care nu apartin acelui plan. Privind planul ca si cum ar fi in planul cartii, am obtinut
figura plana, in care rationamentul este usor de construit si de urmarit.

Acest demers metodic face din geometria in spatiu o constructie care foloseste conceptele si rezultatele
geometriei plane Intr-un mod interesant, placut, util si practic.

Tema de portofoliu

Demonstrati ca afirmatia din Aplicatia 1 ramane adevarata si dacd M este situat pe baze sau in interiorul
cilindrului, deci ,,Axa de rotatie a cilindrului circular drept este axd de simetrie a acestuia”.

Aplicatia 2. Consideram cilindrul circular drept, avand raza R si generatoarea G. Asezati cilindrul, proaspat
vopsit, pe un carton, pe planul bancii, astfel Incat o generatoare sa fie inclusa in acest plan.
Rostogoliti cilindrul, pana cand aceeasi generatoare ajunge din nou pe banca. Ridicati cilindrul
si lasati baza sd ,,se aseze”, pe planul bancii, apoi procedati la fel cu cealaltd baza. Descrieti
suprafata obtinuta.

Solutie. Ruland cilindrul in plan, coloreaza o suprafata dreptunghiulara care are ca dimensiuni generatoarea
cilindrului si lungimea cercului baza. Cele doua baze vor colora doua discuri tangente la cate una din laturile
dreptunghiului.

Practic, ne imaginam ca decupam bazele dupa cercurile care le delimiteaza, apoi tdiem suprafata laterald a
cilindrului dupé o generatoare. Obtinem astfel, in plan, doua discuri de raze egale (bazele) si un dreptunghi
care are ca dimensiuni generatoarea cilindrului si lungimea cercului baza si spunem cé am realizat desfasurarea
cilindrului 1n plan.
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Imaginile
alaturate prezinta

cateva etape 2R
din realizarea G G o
desfasurarii unui W K

cilindru.

WIBASIUN Y La cerintele urmitoare alegeti varianta corectd; doar un raspuns este corect.

1. Daca suprafata laterald a unui cilindru se desfasoara dupa un dreptunghi cu dimensiunile G, respectiv
12,6 cm, atunci cea mai buna aproximare a razei bazei este:

A 15cm 'B. 2cm C. 25em 'D. 3em

2. Raza bazei unui cilindru este 3 dm.Daca raportul dintre generatoarea cilindrului si diametrul bazei este
5/2, lungimea generatoarei este:

A 7,5dm B. 75cm 'C. 15dm 'D. 15cm
3. Patratul ABCD, inscris in cercul de la baza unui cilindru, are aria 8 dm?2. Raza bazei este:

A. 4dm 'B. 2cm 'C. 2dm 'D. 4cm

2.4
@g Exersam, ne antrendm, ne dezvoltam

n Fie ABCD un dreptunghi. Efectuidm o rotatie E a) Punctele O si O' sunt mijloacele laturilor

completd a dreptunghiului 1n jurul laturii 4B. AB, respectiv CD, ale dreptunghiului ABCD.

Reprezentati pe caiete, printr-un desen, corpul Se roteste dreptunghiul in jurul dreptei OO'.

descris. Reprezentati printr-un desen corpul obtinut,
B3 Desfasurarea in plan a suprafetei laterale a unui apoi numiti elementele acestuia.

cilindru circular drept este un patrat. Calculati b) Punctele M si N sunt mijloacele laturilor

raportul dintre raza si generatoarea cilindrului. AB, respectiv CD, ale patratului ABCD.

Se roteste patratul in jurul dreptei MN.
Reprezentati printr-un desen corpul
geometric obtinut, apoi numiti elementele
acestuia.

B Un dreptunghi se roteste in jurul lungimii si
apoi in jurul latimii, obtinand de fiecare data
cate un cilindru.

a) Realizati un desen cu cei doi cilindri obtinuti. A
b) Reprezentati desfasurarea 1n plan a cilindru- H In imaginea de mai jos, ABCDEF este

lui in fiecare caz. hexagon regulat. Punctele B si £ sunt
¢) Notdm a, b dimensiunile dreptunghiului, centrele cercurilor. Stabiliti, argumentat,
A, si A, ariile suprafetelor obtinute prin daca in configuratia data, este reprezentata
desfasurarea celor doi cilindri. desfasurarea unui cilindru circular drept.
Daca % =2, aflati raportul ﬁ 4 L
A
n Dreptunghiul 4ABCD este desfasurarea in plan 8
a suprafetei laterale a unui cilindru circular B E
drept, cu generatoarea de lungime 24 cm. Stiind
ca punctul P este mijlocul segmentului 4B si
CP =40 cm, aflati lungimea razei cilindrului. p
D
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LG6. Conul circular drept: reprezentare, elemente caracteristice, desfasurare

Rezolvam si observam

1. Consideram triunghiul dreptunghic VOA4, cu «VOA= 90°. Rotim complet suprafata triunghiulara VOA in
jurul catetei VO (pana cand suprafata triunghiulara ajunge din nou in pozitia initiald). Identificati in trusa
de geometrie un corp care ar putea fi generat in acest mod.

Fie VOA o suprafata triunghiulara, pe care o rotim in jurul dreptei VO numita axd de rotatie.
Punctul 4 va descrie cercul de centru O si razd OA. Fiecare punct M, situat pe suprafata
triunghiulard VOA, va descrie, la randul sau, un cerc, avand centrul M’, pe segmentul inchis
VO si de raza MM' L VO. Punctul V si toate punctele situate pe segmentul inchis VO sunt
fixe.

Corpul obtinut in acest fel se numeste con circular drept.

Discul de centru O si raza OA este baza conului. Punctul V este varful conului.

Segmentul VA si orice alt segment VP, cu P € C(0O, OA) sunt generatoare ale conului.
Conul circular drept este un corp de rotatie.

Axa de rotatie a conului circular drept este dreapta determinatd de varful conului si centrul bazei.

Definitie. Corpul geometric obtinut prin rotatia completa a unei suprafete triunghiulare, marginite de un
triunghi dreptunghic in jurul uneia dintre catetele sale se numeste con circular drept.

Reformulare. Daca VOA este triunghi dreptunghic (€704 = 90°), atunci reuniunea segmentelor inchise VM,
unde M este situat pe discul de centru O si raza OA, formeaza conul circular drept pentru care discul de
centrul O siraza OA este baza, iar punctul V este varf.

Pentru simplificarea exprimarii, deoarece am definit numai conul circular drept, convenim sa-1 numim,
simplu, con.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Aplicatia 1. Fixati echerul pe o foaie de hartie asezata pe suprafata
bancii. Rotiti echerul in jurul catetei verticale si
imaginati-va corpul geometric a carei suprafatd ar
putea fi generata in acest fel. B st >A

4

Il
HRA B

Solutie. Fie AOV triunghiul determinat de varfurile echerului (X704 = 90°). Rotim echerul in jurul catetei VO,
astfel incat cateta OA sa ramana 1n planul foii de hartie. Prin rotirea catetei 4O se obtine un disc cu centrul in O
si de razd OA. Fiecare punct al ipotenuzei descrie céte un cerc, avand centrul pe cateta OV, deci ipotenuza AV
genereazd, prin rotire, suprafata laterala a conului circular drept, cu baza &(O, OA) si cu varful V.

Observatie. 1. In numeroase situatii practice, atunci cand ne referim la un con, avem in vedere doar suprafata
bazei si suprafata laterala a conului, facand abstractie de punctele din interiorul sau.

2. Conventional, pentru reprezentarea unui con, cand nu exista alte precizari, vom nota cu O centrul bazei si
vom desena doud generatoare, AV si BV, unde A4 si B sunt puncte diametral opuse in baza &(O, R = OA).

Pozitia axei in jurul céreia se roteste suprafata triunghiulara nu este relevanta; aceasta poate fi verticala,
orizontald sau oblicd, conul generat avand aceleasi caracteristici.
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Conul cu axa | Conulcuaxa |  Conul cu axa In desenele alaturate, punctul ¥ este varful
verticala | orizontala oblicd conului.
‘ ‘ Discul de centru O si raza OA este baza
conului.
Segmentele OA4 si OB sunt raze ale bazei
conului si lungimile lor se noteaza, de regula,
CuR.
Segmentele VA si VB sunt generatoare ale
conului si lungimile lor se noteaza, de regula,
cuG.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Aplicatia 2. Dupd modelul prezentat la cilindru, aratati ca axa
de rotatie a conului este axd de simetrie pentru
conul circular drept.

Indicatie. Intuitiv, folosim figurile alaturate pentru a demonstra
proprietatea de simetrie fatd de dreapta VO a suprafetei laterale a
conului.

Consideram un punct M pe suprafata laterald, CJ generatoarea pe care este situat punctul M, si D punctul
diametral opus lui C, pe cercul de baza.

Construim ME 1 VO, E € VO sinotam cu F intersectia dintre ME si VD. Demonstram cd EM = EF, deci F este
simetricul punctului M fata de VO si apartine suprafetei laterale a conului.

Tema de portofoliu

Demonstrati afirmatia de la Propozitia 2 este valabila si pentru un punct M situat pe baza sau In interiorul conului.

Aplicatia 3. Imaginile de mai jos ilustreaza o metoda de desfasurare a conului circular drept.

a) Analizati imaginile si descrieti etapele parcurse pentru desfasurarea conului.
b) Descrieti suprafata obtinuta (desfasurarea conului).

Solutie. a) Se decupeaza baza conului si se rabateaza in planul in care dorim sa obtinem desfasurarea.
Decupam suprafata laterala a conului dupa o generatoare oarecare, apoi se aduce in planul de desfasurare.
Observatie. Daca planul de desfasurare coincide cu planul bazei, atunci baza rdmane in pozitia initiald, iar
suprafata laterald se decupeaza si se aduce in planul bazei.

b) Toate generatoarele unui con circular drept sunt congruente, iar suprafata laterala este formata din multimea
tuturor generatoarelor. Prin urmare, desfasurarea suprafetei laterale va fi un sector de cerc, avand ca raza
generatoarea conului.

Concluzie. Desfagurarea conului circular drept este suprafata formata din discul de baza a conului si un sector
de cerc a cdrui raza este egald cu generatoarea conului si care are lungimea egala cu lungimea cercului de baza.
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Prin rotirea 1n jurul catetelor AB, respectiv AC

ale triunghiului dreptunghic ABC, se obtin

doua conuri circulare drepte.

a) Realizati cate un desen pentru fiecare din
cele doud rotatii.

b) Pentru AB=a cm, AC=bcm,a>b
copiati in caiete tabelul urmator, completati
si comparati rezultatele stiind ca R si G
reprezintd raza si generatoarea conului
circular drept.

Conul 1 Conul 2
R b a

G

Se stie ca suprafata laterald a unui con se poate
obtine prin ,,infdsurarea unui sector de cerc.
In desenul de mai jos sunt reprezentate doud
sectoare de cerc, din care se obtin suprafetele
laterale pentru doua conuri circulare drepte.
Determinati raza bazei si lungimea cercului de

baza pentru fiecare dintre cele doud conuri.
A C

6 8

S ¢ 90°
By 8 D

Schita unui vas ornamental este reprezentata
in desenul de mai jos.

a) Identificati si numiti corpurile geometrice
din care este compus vasul ornamental.

b) Precizati elementele fiecarui corp din care
este compus acest vas.

ABCD este un patrat, AC N BD = {0}

siAC=06 V2 em.

a) Rotiti patratul in jurul diagonalei BD si
descrieti corpurile geometrice obtinute.

b) Numiti elementele celor doua corpuri si
precizati raza si generatoarea fiecarui corp.

B Lungimile laturilor triunghiului isoscel ABC

sunt AB =2a, AC =2a, BC=3a,cua>0.

a) Desenati un triunghi care sa corespunda
datelor problemei, apoi reprezentati axa de
simetrie a triunghiului.

b) Demonstrati ca daca suprafata triunghiulara
se roteste in jurul axei sale de simetrie,
atunci se obtine un con circular drept.

¢) Precizati lungimea generatoarei si lungimea
urmatoarele situatii:

razei conului obtinut.
S
u
b1. ABCD este patrat, 0 p
b2. MNPOQ este patrat, POE este M N

AB =6 cm, O este mijlocul
segmentului 4B.

triunghi echilateral,

Pyvpeo= 20 cm.

Priviti si analizati figurile
alaturate. D
a) Numiti corpurile geometrice
reprezentate si elementele
lor.
b) Determinati raza si
generatoarea conului,
respectiv ale cilindrului pentru

;

Piesa din figura se y
obtine alaturand doua

conuri circulare drepte VS
care au aceeasi baza, de

centru O si razd OA. B

a) Numiti elementele

fiecarui con.
b) Arétati ca punctele V, O, S sunt coliniare.

¢) Daci VASB este romb, VS = 40+/3 cm si

IAVB = 60°, calculati raza si generatoarea
fiecarui con.
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Paralelism in spatiu

L1. Drepte paralele, unghiul a doua drepte in spatiu

Geometria s-a conturat, in ansamblu, printr-un efort de interpretare a realitatii fizice care ne inconjoara,
rezultdnd modelari din ce 1n ce mai fidele ale acesteia. Modelarea prin marimi numerice este benefica, dar nu

este suficienta.

Gandindu-ne, de exemplu, la o locomotiva care se deplaseaza

rectiliniu!, stim ca aceasta trage o garniturd cu o anumitd fortd IZl
(marimea fortei fiind exprimata printr-un numar), dar trebuie b

sd precizam directia pe care aceasta forta actioneaza.

Rotile locomotivei merg pe doud sine care pot avea ca model

simplificat doud drepte, evident situate in acelasi plan si paralele.

Modelarea obiectelor fizice cu ajutorul segmentelor de dreapta este una dintre cele mai simple.

Rezolvam si observam
D' C'

Aplicatia 1. a) Aplicati axioma paralelelor muchiilor AB, AD, respectiv AA" si :
varfurilor care nu apartin acestora, in paralelipipedul ABCDA'B'C'D'. D SN N c
b) Gasiti patru perechi de drepte (suport ale muchiilor) care sunt necoplanare. -

A B
Solutie. a) Singura paralela la dreapta AB, prin punctul A’, este A’B’, prin punctul C este CD, iar prin punctul
C" este C'D'. Procedam la fel pentru celelalte segmente.

b) Dreptele care nu sunt nici paralele, nici concurente cu 4B sunt DD', CC', A'D' si B'C'. Se formeaza,
astfel, perechile de drepte necoplanare AB si DD', AB si CC', AB si A'D', AB si B'C".

In geometria plana, doua drepte distincte sunt sau paralele (nu au niciun punct comun) sau concurente (au

exact un punct comun).

In spatiu, am aflat deja ca existd drepte care nu sunt nici concurente, nici paralele. Este vorba despre drepte

necoplanare.

Problema. Observati urmatoarele doud desene.
Decideti daca dintre dreptele a, b, ¢
exista doud drepte care au puncte
comune.

Analizand primul desen, nu putem stabili
cu certitudine ca dreptele reprezentate au

puncte comune sau nu au astfel de puncte. Cladirea ale carei muchii au fost modelate ca drepte ne
Dreptele a si b, ca si dreptele b si ¢, par sd ofera suficiente date sa raspundem corect. Dreptele a si
se intersecteze. Avem nevoie de informatii ¢ sunt coplanare si corespund unor muchii paralele, deci
suplimentare. Dreptele a si ¢ ar putea fi nu au puncte comune. Dreptele a si b sunt necoplanare,
paralele, dar nu suntem siguri. ca si dreptele b si ¢, prin urmare nu au puncte comune.

I rectiliniu = in linie dreapta.
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In reprezentarea plana a figurilor geometrice spatiale, conventiile trebuie respectate cu strictete.

Daca in geometria plana, o figurd realizatd corect oferd o viziune generala asupra variantelor de abordare a
problemei, asupra relatiilor elementelor care apar, vom constata cd, in spatiu, desenul nu este suficient, el arata
doar ,,0 fatd” a configuratiei. Cu putin antrenament, folosindu-ne imaginatia, vom reusi sa ,,vedem in spatiu”,
adica sa intuim pozitii, relatii, masuri pe care desenul nu ni le poate da.

Descoperim, intelegem, exemplificam

A. Unghiul a doua drepte, in spatiu

Pentru orice doua drepte din spatiu, putem vorbi de unghiul format de acestea.
Valorificand informatia ca, in spatiu, doua drepte pot fi identice, paralele, concurente sau necoplanare, apar
urmatoarele situatii:

1. Daca d, = d,, atunci ¥(d,, d,) = 0°. (Doua drepte identice formeaza un unghi nul.)

2. Convenim ca dacd d, |l d,, atunci %(d,, d,) = 0°. (Douad drepte paralele formeaza un unghi nul.)
3. Daca dreptele d, si d, sunt concurente, atunci acestea determind planul (d,, d,).

In planul (d,, d,), cele doui drepte determina 4 unghiuri, in jurul punctului de intersectie, mai

precis, doua perechi de unghiuri opuse la varf. 0O
Oricare doua unghiuri adiacente dintre cele patru sunt suplementare. A

Cea mai mica dintre masurile celor patru unghiuri formate in jurul punctului O se numeste masura
unghiului format de dreptele d, si d,, pe care o notdm <«(d|, d,).

4. Elementul specific geometriei in spatiu se refera la unghiul format de doua drepte necoplanare.

Vom formula o definitie pentru unghiul a doud drepte, folosind cunostintele de geometrie plana, care sa
cuprinda toate cazurile posibile.

Demonstram, mai intai, ca rezultatul din geometria plana referitor la congruenta sau suplementaritatea
unghiurilor cu laturile respectiv paralele raimane valabil si pentru geometria in spatiu.

Propozitia 1. Daca unghiurile ¥40B si <A4'O’'B' au laturile respectiv paralele, OA4 || O'A’, OB || O'B’, atunci
XAOB = 2A4'O'B' sau ¥40B + <4'O'B’' = 180°.
Demonstratie. Notam cu a, respectiv 3, planele (40B), respectiv (4'O'B").

Cazul 1: Daca in planele (04, O'A") si (OB, O'B") dreapta OO' nu
intersecteaza segmentele 44" si BB', consideram punctele C
si D pe segmentele OA, respectiv OB si punctele C' si D' pe
segmentele O'A’, respectiv O'B’, astfel incat OO'I|CC'|DD'.
Patrulaterele OO'C'C si OO'D'D sunt paralelograme (laturile
opuse sunt respectiv paralele), deci OC= O'C' si OD = O'D'.
Mai mult, CC', OO’ si DD’ sunt paralele si congruente, adica
CC'D'D este paralelogram si rezultd CD = C'D'.

Aplicand cazul de congruentd L.L.L. rezultd AOCD = AO'C'D’, adica

LCOD =<xC'O'D' sau «A0B = xA'O'B'.

Cazul 2: Daca dreapta OO’ intersecteaza atat segmentul AA4', cat si BB', vom considera O'4", respectiv O'B"
semidreptele opuse semidreptelor O'4’, respectiv O'B". Obtinem ¥4"0O'B" = ¥A'O'B’, ca unghiuri
opuse la varf. Se demonstreaza similar cd X408 = <4A'O'B'.
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Cazul 3. Consideram ca dreapta OO' nu intersecteazd segmentul 44’,
dar intersecteaza segmentul BB'. Fie OO' N BB’ = {P}.
Notam cu OB' semidreapta opusa semidreptei OB’,
in planul B. Evident <4'O'B’" + «4'O'B" = 180°, iar
XAOB si €A'O'B" respecta cazul 1, deci sunt congruente.
Rezultda <4A0B + <A'O'B" = 180°.

Acelasi rationament se foloseste si in cazul in care OO' nu
intersecteaza segmentul BB’, dar intersecteaza segmentul 44’

Suntem acum pregatiti sa definim unghiul a doua drepte oarecare din spatiu:

Definitie. Unghiul a doua drepte oarecare este unghiul format de paralelele la cele doud drepte, printr-un |Z|
punct fixat, oarecare.

Observatie. Rezultatul demonstrat mai sus ne asigura ca definitia nu depinde de punctul prin care se construieste
paralela.
In particular, putem sa ducem printr-un punct al unei drepte, paralela la cealalta, definitia putand fi reformulata:

Unghiul format de dreptele oarecare d, si d, este unghiul format de dreapta d, cu o paralela la d,, printr-un
punct oarecare al dreptei d,.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1. Considerdm cubul din sarmd ABCDEFGH. Acesta are 12 muchii, 12 diagonale ale fetelor si

m 4 diagonale ale cubului. Determinati masurile unghiurilor formate de perechile de drepte:
a) AE si ED; b) CD si HG; ¢) AD si BF; d) AH si CG; e) BG si DE; f) BG si CH.

Solutie. Fetele cubului sunt suprafete patratice si atunci:

(1) Laturile opuse ale fiecarei fete sunt congruente si situate H H H

E
pe drepte paralele. E G E 4‘) G
(2) Laturile alaturate ale fetelor cubului formeaza unghiuri ’ (‘ 7 lZI
/e
B A

Elrepte. ) C
(3) In fiecare fatad a cubului, diagonalele formeaza unghiuri

de 45° cu laturile patratului.
(4) In fiecare fatd a cubului, diagonalele sunt perpendiculare. 3

a) Dreptele AE si ED sunt concurente si <(AE, ED) = «<(AED) = 45°. b) Dreptele CD si HG sunt paralele

(CDHG este patrat) si <(CD, HG) = 0°. Celelalte sunt perechi de drepte necoplanare, deci vom cduta paralele |Z|
@)
la cel putin una dintre ele. ¢) ABFE este patrat si BF || AE. <(AD,BF) = <I(AD AE)= «(DAE) = 90°. d) CDHG

este patrat si CG || HD. Se obtine <(4H, CG) = «(4AH, HD) = <E(AHD) 45° e) Determindm unghiul format
de dreptele BG si ED. Cele doua drepte fac parte din fetele ADHE si BCGF. ldentificim diagonala AH care se
intersecteaza cu DE.

Vom demonstra ca AH || BG. Muchia AB este paralela si congruentd cu CD, iar aceasta este paraleld si
congruentd cu HG, de unde AB este paraleld si congruenta cu HG, deci ABGH este paralelogram si rezulta
AH || BG. Unghiul dreptelor BG si ED este unghiul format de DE cu AH, care se gasesc pe fata ADHE.
Detasam aceasta fatd a cubului, care este patrat si pentru care AH si ED sunt dreptele suport ale diagonalelor.

(4)

Diagonalele patratului sunt perpendiculare, deci «(BG,DE) = X(4AH,DE) =90°. f) Din AH || BG, avem

A(BG, CH) = «(4AH, CH) = ¥<(AHC). Triunghiul AHC este echilateral, laturile lui fiind diagonale in patrate
congruente, deci <(BG, CH) = 60°.
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Aplicatia 2. Romburile ABCD si CDPQ sunt situate in plane diferite. Se stie ca

ABAD = 140° si CD = CP. Aflati masurile unghiurilor:

a) «(4B, DP) b) «(PO, BC).

Solutie. a) Laturile rombului CDPQ sunt congruente si din CD = CP, rezulta ca 0
triunghiul CDP este echilateral, «CDP = 60°.

Dreptele AB si DP sunt necoplanare. Cautdm o dreapta concurenta cu una dintre

dintre drepte si paralela cu cealaltd dreapta.

Deoarece ABCD este romb, dreptele CD si DP sunt concurente si CD || AB.

A D

A\

Atunci <(4B, DP) = «(CD, DP) = <CDP = 60° sau «(4B, DP) = 60°. B ¢
b) Procedam la fel pentru aflarea masurii unghiului «<(PQ, BC).
CDPQ este romb, deci CD || PQ. Atunci, <(PQ, BC) = «(CD, BC) = «(BCD). Dar unghiul BCD este obtuz,

ABCD = «BAD = 140° (unghiuri opuse ale rombului).

Unghiul format de dreptele PQ si BC are masura «(PQ, BC) =180°- «BCD = 40°.

L6,
@g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n in planul o se considera unghiul AOB. Prin

146

punctul O ¢ a se construiesc dreptele QC Il 04
si OD | OB. Aflati masura unghiului COD in
fiecare din situatiile:

a) A(AOB) =72°%; b) «(40B) =123°.

Unul dintre unghiurile formate de dreptele
concurente a si b are masura de 130°. Prin
punctul O, nesituat in planul (a, b) se duc drep-
tele ¢ si d, ¢ Il a, iar d paralela cu bisectoarea
unuia dintre unghiurile determinate de dreptele
a si b. Calculati masura unghiului < (¢, d).

Fie cubul ABCDEFGH.

a) Dati exemplu de doua perechi de drepte
necoplanare care formeaza un unghi de 90°.

b) Dati exemplu de doua drepte necoplanare
care formeaza un unghi cu masura de 45°.

¢) Dati exemplu de doua drepte care formeaza
un unghi cu masura de 60°.

Se considera piramida regulatd VABC, cu AB=2a,

VA=a /2 . Daci punctul M este mijlocul muchiei

AB, iar N este mijlocul muchiei AC, calculati

masura unghiului format de dreptele:

a) VAsi VB, b) VNsi BC; ¢) VB si MN.

Rombul 4BCD si dreptunghiul ADEF sunt si-

tuate 1n plane diferite, 4B = 2 cm, X(BAD)= 60",

AF=22 cm si EC=2./3 cm. Calculati masura

unghiurilor formate de dreptele:

a) AB si EF; b) AE si EC;

¢)BFsiEC;  d)EFsiAC.

In paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH,

ACN BD={0}, EGN FH = {Q}.

a) Demonstrati ca AE | OQ.

b) Folosind D 1 BD calculati masura unghiului
dreptelor AE si BD.

In tetraedrul regulat ABCD, punctele M, N, P

sunt mijloacele segmentelor BC, BD, respectiv

CD. Determinati masurile unghiurilor formate

de dreptele:

a) AD si MN; b) AM si NP.

ABCDEFGH este cub, iar punctele O si Q sunt

centrele fetelor ABCD, respectiv BCGF.

Calculati masurile unghiurilor: <(GO, BD),

A(HO, BG), «(4B, 0Q), «(BO, EF).

Punctul M este mijlocul muchiei DD’ a parale-

lipipedului dreptunghic ABCDA'B'C'D’, AB =

= 4\/5 cm, BC=4cm, CC'=8 cm.

a) Aratati ca MD 1 B'C'.

b) Calculati masurile unghiurilor «<(4AM,CC"),
A(AB,MC), «x(AA",MC).

Fie paralelogramul CDEF si M ¢ (CDE),

astfel incat SMED = 90°, «DME = 55°,

IEMF = <EFM = 45°.

a) Aratati ca CF L ME si ME L CD.

b) Calculati masurile unghiurilor <(CFEDM) si
%(CD,MF).
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L2. Dreapta paralela cu un plan

Ty e p— dNa= (M dNa=0 )

Daca se dau o dreapta d si d si o, au o infinitate d si o, au un singur d si o nu au niciun
un plan o, atunci drepta d de puncte comune punct comun punct comun E
are una din pozitiile:

2. / 3. d

o
o
o
.
.

1. Este inclusa in planul o.
2. Este secanta planului o.
3. Este paralela cu planul a.

- J
Descoperim, intelegem, exemplificam
d A A
Definitie. Daca dreapta d si planul o nu au niciun punct d

comun, spunem ca d este paraleld cu o si notam d || a.. D D

Observatie. dla<=dNoa =0

Atunci cand trebuie desenata o singura dreapta d paralela cu planul o, convenim sa o reprezentam, daca se

poate, paralela cu una din marginile portiunii de plan reprezentate.

Propozitia urmatoare furnizeaza un rezultat foarte util pentru formularea unei tehnici de a demonstra ca o

dreapta este paraleld cu un plan.

Propozitia 1. Daca o dreapta d este paralela cu o dreapta d|, inclusa intr-un plan o, atunci dreapta d este
paraleld cu a, sau este inclusa in a.

Ipoteza: d |l d, sid, c a Concluzie: d || o. sau d < o
Demonstratie. Consideram dreapta d,, inclusd inplanul a sid |l d,, d ¢ o. Vom 7
folosi metoda reducerii la absurd. P
Presupunem ca d N a.# @. Cum d & a, rezulta ca d este secanta planului, adica e e
d N o ={A4}. Dreptele paralele d si d, determina un plan f, diferit de a, iar d, o d, A

casidicBadicaiaNP=d.CumAdecasidedcPrezultad e a NP

sau Aed N d,, contradictie cu d || d; Presupunerea este falsd, rezultdnd d N o = @, adica d Il o

Cazul d c o implica direct concluzia propozitiei.

Concluzie. Pentru a demonstra ca dreapta d, care contine un punct exterior planului o, este paraleld cu

acesta, este suficient sa identificam o dreapta, inclusa in planul o, paralela cu dreapta d.

Rezultatul urmator ne oferd o tehnica da a demonstra ca o dreapta este inclusa intr-un plan, pe baza

paralelismului dintre o dreapta si un plan.

Propozitia 2. Daca o dreapta d este paralela cu un plan a, iar d, este paralela cu dreapta d si contine un
punct A4 situat in planul o, atunci dreapta d, este inclusa in planul a.

Ipoteza: dl o, d, lld,A e d, sid € a Concluzie: d, c o.

Demonstratie. Consideram d || o si A € a. Dreapta d si punctul exterior 4
determind un plan care are un punct comun cu o si este diferit de acesta, deci 4 44
se intersecteaza dupa o dreaptd b = o N (d, A). Din d || a si d, b coplanare )
rezultd d || b (d & b ar implica a } o). Asadar, dreptele d, si b sunt paralele la e S
dreapta d, prin punctul 4. a
Aplicand Axioma paralelelor, (4.5), obtinem d, = b si cum b c a, rezultd d, < .

Propozitia 3. (Consecinta a Propozitiei 2) Un plan o care contine o dreapta d, paralela cu un alt plan S, se

intersecteaza cu acesta dupa o dreapta paraleld cu d.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Suntem acum 1n masura sa demonstram tranzitivitatea relatiei de paralelism.
Propozitia 4. Daca doud drepte distincte sunt paralele cu o a treia dreaptd, atunci acestea sunt paralele.
Consideram dreptele a, b si ¢, astfel incata [l bsi b || c.

Ipoteza: a, b si ¢ sunt distincte, a | bsi b || c. Concluzie: a ll c.

Demonstratie. 1. Daca cele trei drepte sunt toate intr-un acelasi plan, reducem [
problema la geometria plana, rezultatul fiind cunoscut. / '
2. Daca dreptele a, b si ¢ nu sunt incluse intr-un acelasi plan, consideram ca
dreptele paralele b si ¢ determina un plan o. ;
Dina |l b si b c a, conform Propozitiei 1, rezulta a || a.. Consideram punctul A A b /
A € ¢, c < asinotdm B = (a, A). Planul B contine dreapta a, si a || o. Conform <% = -
Propozitiei 3, planele a si 3 se intersecteaza dupa o dreapta pareleld cu a. Fie {c,} =a N B,decic, lasid € c,.
Dinb || asiac B, rezultd b || B. Dar, b < a, de unde, b || a N B = {c,}. Dreptele c si ¢, sunt paralele prin 4 la
dreapta b si folosind axioma paralelelor obtinem ¢ = ¢, sic, || a, decic |l a.

b, ’ '
Q{C)}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam AT F : '
B' ! |
n Fie ABCDA'B'C'D' un cub. Identificati: n in desenul alaturat este ¢
a) drepte paralele cu planul (4BB"); reprezentatd o prisma F ------- ~E
b) drepte paralele cu planul (4ABC"). hexagonala regulata. A 3 c D
a ABCDMNPQ este paralelipiped dreptunghic. a) Precizati dreptele
a) Scrieti dreptele determinate de doud varfuri paralele cu planul (4B4").
ale paralelipipedului, care sunt paralele cu b) Demonstrati ca dreapta AB' este paralela cu
planul (4DQ). planul (CFC).

b) Scrieti planele determinate de trei varfuri n in tetraedrul MNPQ, punctele 4 si B sunt
ale paralelipipedului, care sunt paralele cu situate pe muchiile MN, respectiv MP, asa

dreapta NP . incat MA =2 - AN, MP = 3 - BP. Paralela prin
¢) Dern.onst'rap' ca MP || (ACQ). punctul G, centrul de greutate al triunghiului

EN Baz piramidei S4BCD S NPQ, la dreapta NP intersecteaza laturile PQ,
es?e patrat. No.tz“l.m cu M respectiv NQ, in punctele C, respectiv D.
mijlocul muchiei lqterale \ a) Realizati un desen care sa corespunda
SC.  Demonstrati  ca datelor problemei si determinati pozitia
dreapta SA este paralela i C dreptei MQ fata de planul (4BC).
cu planul (MBD). 0 b) Demonstrati ci NP || (4BG).

KN 4BCDEF GH este A B Y in tetracdrul ABCD, G, si G, sunt centrele
un paraleh.plped ) o de greutate ale triunghiurilor ABC si ABD.
dreptunghic, BK este bisectoarea unghiului Demonstrati ca dreapta G,G, este paraleld cu
CBD, K € CD, iar DL este bisectoarea planele (BCD) si (ACD).
unghiului ADB, L € AB. Demonstrati ca: n Trapezul ABCD cu bazele AB || CD si
a) BK || (DEL);  b) DL |l (BFK) paralelogramul BCEF sunt situate in plane

B Triunghiul echilateral ABC are latura diferite. Stabiliti:

AB =24 cm, incl.usz'i in planu.l o, iar C ¢ o. a) pozitia drept,ei AD fata de planul (BEF);
Punctul M este situat pe semldreapta 1.4C, b) pozitia dreptei BF fata de planul (DCE);
astfel incat MC =3 - MA. Determinati NC, cu ¢) pozitia dreptei EF fata de planul (4BC).

N pe dreapta BC, astfel incat MN || o.
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L3. Plane paralele

f - ) e A
In spatiu, exista plane paralele.

In spatiu, pentru doua plane oarecare a si 3, sunt posibile urmatoarele cazuri:

Planele sunt paralele. Planele sunt secante Planele sunt identice E
ol B aNPB=d oa=p

A .
E " Doua plane coincid (sunt
identice) dacd orice punct,
Doud plane sunt plane paralele|Doua plane sunt plane secante care se afla in unul dintre ele,
daca nu au niciun punct comun. dacd intersectia lor este o dreapta. |apartine si celuilalt.

Daca doua drepte concurente situate in planul o sunt respectiv paralele cu doua

. . . B
drepte situate in planul B, atunci o || 3. >‘b<

Observatie. Acest rezultat ne ofera urmatoarea tehnica de a demonstra ca doua 7
plane sunt paralele: se identificd dreptele concurente b, si b, in planul B, si ><
dreptele concurente a, si a,, in planul o, astfel incat bl a, si b,ll a, )

\.

Descoperim, intelegem, exemplificam

1. Bazele oricarei prisme sunt situate in plane paralele.
2. Bazele cilindrului sunt situate in plane paralele.
3. In paralelipiped, oricare doua fete opuse sunt situate in plane paralele.

H
G H a i) G
E E F E F
b | i [ |
A B A B A B
ABCDEFGH este
il (ABCD) || (EFGH) (ABFE) | (DCGH) (ADHE) || (BCGF)

Remarca. Reprezentarea bidimensionala a doua E N

plane paralele din spatiu se va face prin doud
paralelograme cu laturile respectiv paralele sau

doud unghiuri cu laturile respectiv paralele. D \B o B
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Vom constata ca relatia de paralelism intre plane este folositoare in multe situatii practice. Rezultatele

geometrice urmatoare stabilesc unele conexiuni cu realitatea inconjuratoare, generalizarea unora dintre ele

fiind foarte utila.

Propozitia 1. (Teorema fierastraului) Doua plane paralele se intersecteaza cu un plan

secant dupa doua drepte paralele.

Demonstratie. Consideram planele paralele o ||  siy un plan secant acestora. Notam

aNy=asiP Ny=>~b urmdrind sa aratam ca « || b. Metoda reducerii la absurd ne
IZI scoate din impas. Presupunemcda N b= {M}.DinM € a,ac asiM € b, b c B,

avem M € o N B, adicd a § P, rezultat care contrazice ipoteza. Presupunerea este

falsa, rezulta a || b.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Proprietatea de tranzitivitate se pastreaza si pentru relatia de paralelism intre plane.

Aplicatia 1. Daca planele a si v sunt plane distincte, iar  este un plan astfel incat o || B si B Il v,
atunci o || y.

Reformulare. Doua plane distincte, paralele cu un al treilea plan, sunt paralele intre ele.
Ipoteza: o=y, o | BsiP Il y. Concluzie: o Il y.

Solutie. Presupunem ca o } y si deducem ca existd 4 € a. N y. Conform consecintei de mai sus, prin 4 trece un
singur plan paralel cu B, deci o =y, contradictie cu ipoteza ca o # y. Presupunerea este falsd si o || vy.

Propozitia 2. (Teorema lui Thales in spatiu) Trei sau mai multe plane paralele determind, pe doud secante
oarecare, segmente proportionale.

Ipoteza: oo # v, o || B si B Il v, dreapta d, intersecteaza
planele a, B, y In punctele 4,, B,, respectiv C,, iar
dreapta d, le intersecteaza in 4,, B,, respectiv C,.

_ AB  A4,B,
Concluzie; —— = ———=.
BC,  B,G,

Demonstratie. Ne vom limita la cazul a trei plane paralele: o Il B Il y pe care le intersectam cu doud drepte d, si
d, in punctele 4,, 4,, B,, B,, respectiv C,, C,.

Cazul 1: Dreptele d, si d, sunt coplanare. (Consultati manualul digital.)
Cazul 2: Dreptele d, si d, sunt necoplanare.

Construim paralela la d|, prin 4,, care intersecteazd planele B si y in punctele M, . dy _‘{z_\%‘_/ 3
respectiv N. Dreptele d, || d determind planul (d,, d), iar congruenta segmentelor ‘\41 ,_':'_':';\f‘fz_ B
| e ¥y

(laturi ale paralelogramelor) implica E “TUN < i Bzﬁ
Dreptele d, si d sunt concurente, deci coplanare si, conform cazului 1, rezulta “':Cf—-'-'-:-"[]\'f""\‘

. . AZM _ A2B2 \J\\_ SN C2'};\\
proportionalitatea segmentelor: VN —E. / / \ ------

4B, _ 4B,

in concluzie, obtinem .
e OB B,C,  B,C,
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fo
itf:)}g Exersam, ne antrendm, ne dezvoltim

a) b) /~
:

a Completati pe caiet spatiile libere astfel incat

urmatoarele afirmatii sa fie adevarate.

a) Printr-un punct exterior planului o, se poate
construi ... plan paralel cu a.

b) Daca a. || B siP ||y, atunci ... sau ..

c¢)DacaiaNb={M}sia]| a, b || o, atunci
planele (a,b) si o sunt ... .

Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped. Precizati
pozitiile relative ale urmatoarelor plane:

a) (ABC) si (A'B'D");

b) (ACC") si (BDD");

¢) (ACC") si (A'B'CY);

d) (4DD") si (BCC").

ABCDEFGH este un paralelipiped
dreptunghic, punctele O si Q sunt centrele
bazelor ABCD, respectiv EFGH, iar punctul M
este mijlocul segmentului BC. Demonstrati ca

(4BE) || (MOQ) || (CDH).

Paralelogramele 4ABCD si ABEF sunt situate in

plane diferite.

a) Demonstrati ca planele (ADF) si (BCE) sunt
paralele.

b) Daca EG || BC, demonstrati ca planele (EFG)
si (ABC) sunt sunt paralele.

Punctul S este exterior planului patratului
ABCD, iar punctele M, N, P, O sunt mijloacele
segmentelor SA4, SB, SC, respectiv SD.
Demonstrati ca punctele M, N, P, Q sunt
coplanare si planul lor este paralel cu planul
(4BC).
Prin varfurile dreptunghiului ABCD se
construiesc dreptele paralele A4', BB', CC'
si DD', unde 4', B', C' si D' sunt situate de
aceeasi parte a planului (4BC).
a) Demonstrati ca (4BB") || (CDD') si

(DD || (BCC')
b) Daca A4'=0,1 m, BB'=1 dm,

CC'=10 cm si DD' =100 mm,

aratati ca (4BC) || (A'B'D")

Elemente ale geometriei in spatiu

(U

n Analizati figurile urmatoare si precizati pozitiile relative ale planelor a si p.

A

Planele a, B, y sunt paralele, punctele 4, B € o
si C, D € B. Dreptele AC, BC, BD si AD inter-
secteaza planul y in punctele £, F, G, respectiv H.
Daca dreptele 4B si DC sunt necoplanare, demon-
strati ca E, F, G, H determina un paralelogram.

Semidreptele Ox, Oy, Oz determina pe planele
paralele o, [ siy, triunghiurile ABC, DEF; res-
pectiv HIJ.
a) Demonstrati ca cele trei triunghiuri sunt
asemenea.
b) Fie M mijlocul segmentului BC si
OM N B = {N}. Demonstrati ca N este
mijlocul segmentului EF.
¢) O dreapta d contine punctele O si G, centrul
de greutate al triunghiului H1J. Demonstrati
ca dreapta d contine si centrele de greutate ale
triunghiurilor ABC si DEF.
In desenul alaturat,
planele o, P siy sunt
paralele, S4 = 6 cm,
SC=36cm,SD=10cm, N £ A
SE =30 cm si BE=24 cm. /
Calculati: ’ "5\'5\,' e 8
a) lungimile segmentelor /777777 ’
AB, BC si SF; /
b) AD + CF c/ __________
(suma lungimilor
segmentelor 4D
si CF).
In prisma triunghiular dreapta ABCDEF,
punctele M si N apartin muchiei laterale AD
astfel incat AM = MN = ND.
a) Completati desenul construind «a || 4B,
b || AC, astfel incat D F
aNb={M}. V
b) Construiti ¢ || DE,
d || DF, astfel incat

cNd={N}.
¢) Demonstrati ca A C
@b) || ¢, d. 3

151 -

™1



L&. Sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice studiate

Prisma are doua baze, suprafete poligonale convexe congruente, situate in plane paralele.
Cilindrul are doua baze, discuri congruente, situate in plane paralele.

Definitie. Multimea tuturor punctelor de intersectie dintre un corp geometric i un plan o se numeste sectiune
a corpului cu planul a.

Sectiunea depinde de pozitia pe care planul o are fata de corpul respectiv. Pentru inceput, vom considera doar
plane paralele cu baza/bazele corpurilor.

Imaginati-va cé un plan o sectioneaza (taie) un cub, o prisma triunghiulara, o piramida, un cilindru sau un con,
o fiind paralel cu baza, respectiv bazele corpurilor geometrice sectionate, ca in desenul de mai jos.

Gasiti in sala de curs sau In scoald, elemente care ar putea fi considerate plane care sectioneaza corpuri
geometrice. Alegeti-le pe cele paralele cu baza corpului sectionat.

Ne propunem sa raspundem la urmatoarele intrebari:

a) Ce corpuri rezulta prin sectionarea fiecarui corp geometric printr-un plan paralel cu baza?
b) Ce proprietiti au corpurile obtinute?

¢) Care este urma lasata, in planul o, de cele doua corpuri obtinute (sectiunea)?

Descoperim, intelegem, exemplificam
A. Sectiuni paralele cu baza in prisma. Sectiuni paralele cu baza in cilindru

Propozitia 1. Sectiunea unei prisme printr-un plan paralel cu bazele este o suprafatd 4 C'

poligonald congruenti cu bazele. v

Demonstratie. Vom demonstra afirmatia de mai sus doar pentru prisma triunghiulara,

rationamentul fiind usor de refacut pentru alte cazuri. Consideram prisma triunghiulara A" ¢
ABCA'B'C'.

Fie o || (4BC) si A”, B", C" punctele in care o intersecteaza muchiile laterale ale prismei. 4 C
Planul (4BB') intersecteaza planul (4BC) dupa dreapta AB si planul o dupa dreapta B

A"B". Cum a || (4BC), rezultd AB || A"B". Dar, AA" || BB', deci patrulaterul ABB"A" este
paralelogram si rezultd A"B" = AB.

Analog, B"C"=BCsi A"C" = AC.

Conform cazului de congruentd L.L.L, AABC = AA"B"C", apoi AA"B""C"= AA'B'C".
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Concluzie. a) Prin sectionarea unei prisme printr-un
plan paralel cu bazele, se obtin doud prisme.
b) 1. Cele doua prisme obtinute prin sectionare au
bazele congruente cu cele ale prismei initiale.
2. Daca prisma sectionatd este o prisma dreapta,
atunci si prismele obtinute sunt prisme drepte.
3. Daca prisma sectionata este o prisma regulata,
atunci si prismele obtinute sunt prisme regulate.
¢) Sectiunea unei prisme cu un plan paralel cu
bazele este o suprafata poligonald congruenta
cu bazele prismei initiale.

Propozitia 2. Sectiunea unui cilindru circular drept printr-un plan paralel cu

bazele este un disc congruent cu bazele cilindrului. A O™ ™>p
Demonstratie. Consideram cilindrul circular drept obtinut prin rotatia
drepunghiului 400’4’ in jurul segmentului OO'. Planul de sectiune ,,a”
paralel cu bazele, taie OO'si A4"in O", respectiv A" P . Q" ~{B"
Aplicand teorema fierastraului planelor paralele taiate de planul (400'4") e il
rezultd AO || A"O" I A'O". Cum AA" || OO", patrulaterul AOO"A" este | q |
paralelogram rezultind O"4" = OA. Relatia obtinuta nu depinde de punctul A4,
prin urmare intersectia dintre planul a si cilindrul circular drept este un disc N B

congruent cu bazele.

Y
N —
Concluzie. a) Prin sectionarea unui cilindru circular drept cu un plan paralel H K
cu bazele, se obtin doi cilindri circulari drepti. w
b) Cei doi cilindri obtinuti prin sectionare au bazele congruente cu cele ale Q
cilindrului initial.
¢) Sectiunea unui cilindru cu un plan paralel cu bazele este un disc congruent
cu bazele cilindrului initial. \_/

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

B. Sectiuni paralele cu baza in piramida.
Sectiuni paralele cu baza in con

Aplicatia 1. Pe muchiile V4, VB si VC ale tetraedrului VABC consideram
v, VB, VC
44 BB CC’
Aratati cd planele (4,8,C)) si (ABC) sunt paralele.

punctele 4,, B,, respectiv C, astfel incat

Solutie. Prin 4,, situat In exteriorul planului bazei, se poate construi un plan
a, paralel cu (4BC). Fie B, si C, punctele in care o intersecteazd muchiile
laterale VB, respectiv V'C. Aplicand teorema fierastraului pentru a Il (ABC)
si planul secant (V4B) obtinem 4,B, || 4B.
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& . . V4, VB . . L .
In triunghiul V4B, din ipotezi, —L = —L . Folosind reciproca teoremei lui Thales, rezultd 4,B, Il AB. Axioma

B

paralelelor permite ca prin 4, sa (11ucem 10 singura paraleld la AB, deci dreptele 4,B, si 4,5, sunt identice, adica
B,=B,. Analog C,= C,, adica (4,B,C,) = (4,B,C,) = asi (4BC) Il (4,B,C)).
Remarca. Considerand tetraedrul V4BC, am construit printr-un punct 4, al unei muchii laterale V4, un plan
paralel cu baza. Acesta intersecteazd celelalte muchii laterale in B, respectiv C,. Am obtinut astfel piramida
VA,B,C, care are proprietati asemdnatoare cu piramida initiala.
1. Din teorema fierastraului: 4B Il 4,B,, AC || A,C, si BC || B,C,. Unghiurile triunghiurilor ABC si 4,B,C,

sunt respectiv congruente intrucat au laturile respectiv paralele. Cu cazul de asemanare (U.U.), avem

. AB, B 4
AA,B,C, ~ A4BC, raportul de asemanare fiind & = /llBl = 16 = G .

BC 4
2. Considerand fiecare fatd laterala, de exemplu, V4B, cu teorema fundamentald asemanarii AVA B, ~ AVAB,
. ey VA VB,  AB
adica egalititile —- = — = ~1-L = & _ Analog, pentru celelalte fete laterale.
VA VB  AB

Am demonstrat ca daca un plan paralel cu baza unui tetraedru intersecteaza muchiile laterale ale acestuia
in punctele 4,, B|, respectiv C|, se obtine o piramidd VA4 ,B,C, asemenea cu piramida VABC in sensul ca:
a) unghiurile corespunzatoare sunt congruente;

b) raportul muchiilor corespunzatoare este constant si se numeste raport de asemanare a piramidelor.

Observatie. Rezultatele evidentiate pentru piramida triunghiulara (tetraedru) pot fi generalizate pentru
o piramida cu baza poligon convex cu n laturi, considerand un plan paralel cu baza, care sectioneazd muchiile
laterale. Obtinem astfel urmatorul rezultat:

Propozitia 3. Sectiunea unei piramide cu un plan paralel cu baza este o suprafata poligonala asemenea cu
baza piramidei initiale.

Sectionarea unei piramide oarecare printr-un plan paralel cu baza genereaza o constructie situata intre planul

de sectiune si planul bazei, un corp geometric numit trunchi de piramida.

Exemplu. Fie piramida patrulaterd VABCD.

Sectiondm piramida cu un plan o paralel cu baza si notam 4,, B, C,, respectiv a

D, punctele de intersectie a planului cu muchiile laterale ale piramidei.

Corpul geometric obtinut prin indepartarea piramidei VA,B,C,D, (piramida

mica) din piramida VABCD (piramida mare) se numeste trunchi de piramida.

Spunem cd am construit trunchiul de piramida patrulaterd ABCDA,B,C,D,.

oV

Identificam elementele trunchiului de piramida exemplificandu-le pe trunchiul de piramida patrulatera
ABCDA,B,C,\D,

Bazele: Baza piramidei mari este baza mare si | Patrulaterul ABCD este baza mare, iar
baza piramidei mici este baza mica. patrulaterul 4, B,C,D, este baza mica.

Muchii ale bazelor: laturile poligoanelor situate | 4B, BC, CD, AD sunt muchiile bazei
in cele doud plane paralele. mari, iar 4,8, B,C,, C\D,, 4,D, sunt
muchiile bazei mici.

Muchii laterale: segmentele care ramén din | A4, BB, CC\, DD, sunt muchiile
muchiile piramidei mari, dupa 1inldturarea | laterale.
piramidei mici.

Fetele laterale: suprafetele obtinute din fetele la- | Suprafetele delimitate de trapezele
terale ale piramidei mari, dupd inlaturarea pira- | ABB A,, BCC,B,, CDD,C,, ADD A,
midei mici.
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Remarca. 1. Planul de sectiune determina pe fetele laterale ale piramidei din care provine trunchiul, triunghiuri
48 _ BC _GD D4
BC CD DA~
2. Unghiurile bazelor sunt unghiuri cu laturile respectiv paralele si sunt congruente.
In functie de piramida din care provine, un trunchi de piramida poate fi:
1) trunchi de piramida triunghiulara, patrulatera, pentagonala, hexagonala, ... .
2) trunchi de piramida regulata sau trunchi de piramida oarecare.
Reprezentarea, prin desen, a trunchiului de piramida se realizeaza construind punctat piramida din care provine,
apoi trasand muchiile trunchiului, muchiile bazelor si muchiile laterale.

asemenea, avand acelasi raport de asemanare, prin urmare, are loc relatia:

Trunchiul de piramida Trunchiul de piramida | Trunchiul de piramida

triunghiulara regulata patrulatera regulata hexagonala regulata Observatie. Pentru a sti ci

& este vorba de o piramida IZI
: regulata, nu este suficient

desenul. Este obligatoriu

ca datele problemei sa ne

asigure de acest fapt.

Ay
RS
B

Tema de portofoliu

Consideram piramida patrulaterda VABCD si planul a. |l (4BC), care sectioneaza
muchiile laterale in punctele 4,, B,, C,, respectiv D, si determina piramida
patrulatera VA ,B,C,D,.

Folosind figura aldturatd, precizati si argumentati relatiile intre elementele
corespunzatoare ale piramidelor V4,B,C,D, si VABCD.

Aplicatia 2. Intersectia unui con cu un plan paralel cu baza sa este un disc cu
centrul pe axa de simetrie a conului.

Demonstratie. Consideram conul cu baza cercul &(O, R) avand axa de simetrie
OV si un punctul variabil M € €(O,R). Prin punctul O, al segmentului OV ducem
un plan o paralel cu baza, care taie generatoarea VM in N.
Planul (VOM) intersecteaza planele paralele a si planul bazei, dupa doua drepte
paralele (Teorema fierastraului), deci O\N || OM. Asadar, in triunghiul VOM,
cu teorema fundamentald a asemanarii, obtinem: AVO,N ~ AVOM, de unde
VN ON VO,
VM OM VO
constante, prin urmare O|N =

. Pentru M variabil pe cerc, raportul Yo _ k si OM = R sunt
VO, -OM Vo
—L ~— —k-R este constant si notim O,N = r.

Rezulta ca intersectia planului a cu suprafata conului este cercul C(O,, r)

Concluzie: a) Prin sectionarea unui con circular drept printr-un plan paralel cu baza, se obtin doua corpuri.
Corpul situat de aceeasi parte cu varful conului sectionat este un con circular drept.

b) Intersectia dintre planul a si conul circular drept este discul delimitat de cercul &(O,, r).

¢) Corpul ramas dupa inlaturarea conului mic, obtinut prin sectionarea unui con circular drept printr-un plan
paralel cu baza se numeste trunchi de con circular drept.

Elemente ale geometriei in spatiu 155 e




Elementele trunchiului de con sunt identificate cu ajutorul elementelor conului.

Bazele: Baza conului mare este baza
mare a trunchiului, iar baza conului mic
este baza mica a trunchiului de con.

Discul delimitat de cercul &(O, R)
este baza mare, iar discul delimitat
de cercul C(O,, r) este baza mica.

Generatoarele trunchiului de con:
segmentele determinate pe generatoarele
conului sectionat, dupa inlaturarea
conului mic.

Segmentul MN este o generatoare
a trunchiului de con.

Axa de simetrie a trunchiului de con: axa
de simetrie a conului sectionat.

Dreapta suport a segmentului OO, este
axa de simetrie a trunchiului de con

Observatie. Trunchiul de con circular drept este un corp de rotatie. Acesta se poate obtine prin rotirea unei
suprafete delimitate de un trapez dreptunghic in jurul laturii perpendiculare pe baze.

6.4
ﬁ:)}? Exersam, ne antrenam, ne dezvoltim
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Fie ABCDEFGH o prisma patrulatera si M, N, P,

O puncte situate pe muchiile laterale AE, BF, CG,

respectiv DH, astfel incat MA = NB = PC = QD.

a) Realizati un desen care sa corespunda datelor
problemei.

b) Demonstrati ca punctele M, N, P, O sunt
coplanare.

¢) Numiti si descrieti corpurile geometrice obtinute
prin sectionarea prismei cu planul (MNP).

Fie ABCA'B'C' o prisma triunghiulara si punc-

tele M, N, P intersectia diagonalelor fetelor

laterale ABB'A', BCC'B', respectiv ACC'A".

a) Demonstrati ca planele (MNP) si (ABC)
sunt paralele.

b) Reprezentati un desen care sa evidentieze
sectiunea determinatd de planul (MNP) in
prisma data.

¢) Calculati raportul ariilor AMNP si AABC.

d) Calculati raportul dintre aria sectiunii si aria
AABC.

Piramida VABC cu baza triunghiul ABC se

sectioneaza printr-un plan paralel cu baza.

a) Reprezentati piramida, planul de sectiune
si punctele de intersectie ale planului cu
muchiile laterale.

b) Notati punctele de intersectie ale planului
de sectiune cu muchiile laterale ale
piramidei si numiti corpurile obtinute prin
sectionarea piramidei.

¢) Precizati bazele si muchiile acestor corpuri.

n Tetraedrul regulat S4BC este sectionat printr-un

plan o, paralel cu baza ABC, care contine
mijlocul muchiei S4.
a) Realizati un desen care sa corespunda
datelor problemei.
b) Demonstrati ca, daca {N} = o N SB si
{P} =a N SC, atunci SN + CP = SA4.
¢) Stiind ca aria uneia dintre fetele tetraedrului
este 443 cm?, calculati lungimile muchiilor
trunchiului de piramida format.
Demonstrati ca, daca 44", BB', CC', DD' sunt
muchiile laterale ale unui trunchi de piramida
patrulatera, atunci acestea sunt coplanare doua
cate doua.

Un cilindru circular drept are bazele C(O, r)

si C(O, r), AB este un diametru al cercului

&(O, r), iar AA', BB' sunt generatoare. Planul

o, paralel cu bazele cilindrului, intersecteaza

generatoarele A4' si BB' in punctele C,

respectiv C'.

a) Realizati un desen care sa corespunda
datelor problemei.

b) Numiti razele si generatoarele celor doi

cilindri rezultati in urma sectionarii.
Conul circular drept cu diametrul bazei
AB =10 cm si generatoarea V4 = 13 cm este
sectionat cu un plan paralel cu baza, care
contine ortocentrul triunghiului V4B. Calculati
aria sectiunii.
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Perpendicularitate

L1. Drepte perpendiculare, dreapta perpendiculara pe un plan, distanta de la un punct la un plan

1. Unghiul dintre doud drepte este unghiul neobtuz format de paralelele la cele doud drepte duse g
printr-un punct din spatiu.
2. Doua unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt congruente sau suplementare.

Definitie. Doua drepte d, si d, sunt perpendiculare daca formeaza un unghi drept.

in limbaj matematic, d, 1 d, < <( d,, d,) = 90°.

Rezolvam si observam

Exemplu.  Consideram  paralelipipedul  dreptunghic g

ABCDEFGH. Identificati toate muchiile, diagonalele fetelor 5 H G
si diagonalele ' paralelipipedului care formeaza unghiuri LS il? G

drepte cu muchia BF. TN

Solutie. Paralelipipedul dreptunghic are toate fetele drept- 3 c D C

unghiuri. Analizam unul din cazuri, unghiul dintre BF' si GH.

Evident, dreptele BF si GH sunt necoplanare. Dreapta CG este paraleld cu BF si coplanara cu GH. Atunci,
A(BF, GH) =<« (CG, GH) =« CGH, care este unghi al dreptunghiului CGHD, adica <(BF, GH) =90°. Conform
definitiei, BF 1L HG.

Observatie. CG nu este unica paraleld la BF, printr-un punct al dreptei GH. Gasiti Inca una!

Se gasesc, pe rand, urmatoarele drepte perpendiculare pe FB: a) drepte suport ale muchiilor CD, AB, EF, BC,
GF, EH, AD; b) drepte suport ale diagonalelor fetelor: FH, EG, AC, BD.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Aplicatia 1. Acoperisul casei bunicutei are forma unei piramide patrulatere regulate V4BCD, avand ca baza suprafata
podului casei. Aratati cd muchia VB a acoperisului este perpendiculara pe diagonala AC a podului.

Solutie. Punctul convenabil al lui AC, | Triunghiul VBD esteisoscel (muchiile laterale ale piramideiregulate
unde putem construi paralela la BV, | sunt congruente), OT este linie mijlocie (O centrul patratului,
este O, intersectia diagonalelor, paralela | OT || BV) Atunci, «(VB, AC) = «(T0, AC). Cercetam triunghiul
fiind inclusa in planul (VBO). Detasaim | TAC, despre care banuim ca este isoscel. Incadram laturile 74 si
AVBD pentru a-1 putea vedea in plan. TC in doua triunghiuri despre care demonstram ca sunt congruente,
ATDA si ATDC. 4
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Triunghiurile 7DA si TDC au DA = DC (laturi ale
patratului), «7DA = «TDC (fetele laterale ale piramidei
sunt triunghiuri isoscele congruente), 7D = TD (latura
comund). Aplicand cazul de congruentd L.U.L. avem 4
ATDA=ATDC, adica TA = TC.

In triunghiul T4C isoscel, TO este mediana corespunzitoare bazei, deci si inaltime, adicd 7O L AC.
Concluzie: Din TO 1. AC si «(VB, AC) = «(TO, AC) = 90°, rezulta BV 1 AC.

Revenim la muchia lateralda BF a paralelipipedului dreptunghic ABCDEFGH si remarcam ca aceasta este
perpendiculara pe multe drepte incluse in planul fetei ABCD, mai precis pe: AB, BC, CD, DA, AC, BD. Acest
fapt ne incurajeaza sa cercetim dacd BF este perpendiculara pe toate dreptele situate in planul (4BC).

Definitie. O dreapta d este perpendiculara pe un plan a daca este perpendiculara pe orice dreapta inclusa in
planul .

Pentru dreapta d perpendiculara pe planul o, vom scrie d L o
Nu este posibil sa verificam sau sa demonstram perpendicularitatea pe toate dreptele planului (o infinitate), asa
ca vom folosi urmatorul rezultat matematic pentru a deduce tehnica de demonstratie.

Propozitia 1. Daca o dreapti este perpendiculara pe Ipoteza: d L asid 1 bcuasib concurente,
doud drepte concurente situate intr-un plan, atunci acao bca
ea este perpendiculara pe plan. Concluzie: d 1 o

Demonstratie. Fie a si b doud drepte concurente, incluse in planul a si dreapta d astfel incatd L a, d L b. Prin
punctul O, unde {O} =d N a, consideram paralelele la a si b, notate a,, respectiv b,, pe care vom considera
punctele 4 respectiv B, diferite de O. Trebuie sa demonstram ca daca ¢ este
o dreapta oarecare, inclusa in a, atunci d L c.

Construim, prin O, dreapta c, || ¢ si notdm cu C intersectia ei cu AB.

Pe dreapta d, consideram punctele £ si F astfel incat O este mijlocul
segmentului £F.

Din OF = OF, OA = OA, rezulta AOAE = AOAF (C.C.), de unde AE = AF (1).
Din OF = OF, OB = OB, rezulta AOBE = AOBF (C.C.), de unde BE = BF (2).
Folosind (1) si (2) obtinem AEAB = AFAB (L.L.L.).

Rezultd <EAC = «<FAC (3)

Deoarece AE = AF, KEAC = <FAC (3), iar AC = AC, obtinem

AEAC = AFAC (L.U.L.), prin urmare, £C = F'C, adicd AEFC este isoscel, cu CO mediana corespunzatoare
bazei. Rezultd CO este si inéltime, deci CO L EF.

In concluzie,d Lasid L bcuaca, b a,dsiaconcurente, implici d L ¢, pentru oricare dreapti ¢  a,
prin urmare, d L o.

Aplicatia 1. Orice dreaptad paraleld cu o dreapta perpendiculara pe un Ipoteza: d, | d,sid, L o
plan este perpendiculara pe acel plan. Concluzie: d, L o

Solutie. Consideram dreptele d,, d, si planul a., astfel incat d, || d, si d, L o.

Din d, L a, rezulta existenta dreptelor concurente a, si a,, in planul o, cu d,
d, 1 asid, L b. Paralelismul pastreaza masura unghiurilor, adica d, L a, .

d,
sid, La, decid, La. w +M2
% !
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Aplicatia 2. Demonstrati cd dreapta care uneste varful piramidei patrulatere regulate cu centrul bazei sale este

perpendiculara pe planul bazei.

Solutie. Consideram piramida patrulatera VABCD, cu baza in planul o si
notam cu O intersectia diagonalelor bazei. Dorim sa ardtam ca VO L o.
Conform Propozitiei 1, va trebui s demonstram ca V'O este perpendiculara
pe doud drepte concurente, incluse in plan. Consideram triunghiurile VBD
si VAC, care sunt isoscele (VD = VB = VA = VD), iar VO este mediana
corespunzatoare bazelor, in fiecare, deci VO este si indltime, adicd VO 1L AC
si YO L BD. Am gasit in planul bazei, dreptele concurente AC si BD pe

care VO este perpendiculard. Folosind Propozitia 1, rezultd VO L a.

Remarca. Rezultatul din Propozitia 1 este printre cele mai importante si utile rezultate ale geometriei in spatiu,
mai ales atunci cand, n probleme, se da sau putem arita, cd avem perpendicularitatea unei drepte pe un plan.
Din aceasta ipoteza, rezulta o bogatie, o infinitate de rezultate: dreapta este perpendiculara pe orice dreapta
dorim noi sa alegem din planul respectiv

Propozitia 2. Printr-un punct din spatiu, exista o singura dreapta perpendicularad pe un plan dat.

Propozitia 3. Doua drepte perpendiculare pe acelasi plan sunt drepte paralele.

Propozitia 4. Printr-un punct M din spatiu, exista un singur plan perpendicular pe o dreapta data d, numit
planul perpendicular pe d, care trece prin M.
Propozitia 5. Doua plane distincte, perpendiculare pe aceeasi dreapta, sunt paralele.

Consultati manualul digital pentru demonstratia propozitiilor 2, 3 si 4.

Tema de portofoliu

Folosind metoda reducerii la absurd, urmand modelele de demonstratie din manualul digital pentru
propozitiile 2.3 si 4, demonstrati propozitia 5.

Pentru geometria in spatiu, ca si in geometria plana, definirea distantei dintre doud obiecte geometrice,
cunoasterea si folosirea corectd a acestei notiuni sunt de maxima importantd in modelarea realitatii prin
geometrie. Definitia distantei de la un punct la o dreapta, pe care o cunoastem de la geometrie pland, rdmane

valabild si in spatiu.

in mod asemandtor, vom defini distanta de la un punct la un plan.

in plan

in spatiu

Se considerd punctul M si
dreapta d.

Construim din M, dreapta d,
perpendiculard pe d, care
este unica.

Notam {O} = d,N d.

Uzual, O se numeste piciorul
perpendicularei din M pe
dreapta d.

d(M, o)

Se considera punctul M si
planul a.

Construim din M, dreapta M
d, perpendiculara pe o,

e d(M, o)
care este unica.

ol

f
Q

Notdm {O} =d, N a.. ¢
Uzual, O se numeste
piciorul perpendicularei
din M pe planul .

Definitia 1. Lungimea segmentului MO este distanta
de la punctul M la dreapta d; se noteaza

cu d(M, d).

Elemente ale geometriei in spatiu

Definitia 2. Lungimea segmentului MO este distanta

de la punctul M la planul a;; se noteaza
d(M, o).
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 3. Aratati ca dreapta determinatd de varful piramidei triunghiulare \
regulate si centrul bazei este perpendiculara pe planul bazei. :

Solutie. Din varful V' al piramidei VABC consideram VO L (ABC). Se formeaza
triunghiurile dreptunghice AVOA, AVOB si AVOC congruente (cazul I.C.).
Congruenta triunghiurilor, conduce la O4 = OB = OC, adica O este centrul cercului
circumscris triunghiului echilateral ABC, deci centrul bazei sale.

Prin urmare VO L (ABC).

Remarca. Rezultatele obtinute in aplicatiile 1 si 2 pot fi usor generalizate.

Pentru orice piramida regulata, dreapta care uneste varful piramidei cu centrul cercului circumscris bazei
este perpendiculard pe planul bazei.

Observatie. Lungimea segmentului determinat de varful piramidei regulate si centrul bazei sale reprezinta
distanta de la varf, la planul bazei.

Definitia 1. Distanta de la varful piramidei la planul bazei se numeste indltimea piramidei.

Pentru tetraedrul ABCD, consideram baza ABC. Pentru piramida patrulatera VABCD, inaltimea
Inaltimea tetraedrului este d(V, (ABCD)), adi-
va fi d(D, (4BC)), adica D ca lungimea segmen- v
lungimea segmentului tului VE, unde E este
DO, unde O este punctul punctul de intersectie
de intersectie dintre planul dintre planul (4BC) si
(ABC) si perpendiculara perpendiculara din Vpe .
din D pe (4BC). ) (ABC).

DO 1 (4BC) B VE 1 (ABC)

Observatie. 1) Nu avem decat putine conventii grafice pentru perpendicularitatea pe un plan. Cand este vorba
despre o singura perpendicularitate, de obicei, planul se pozitioneaza orizontal, iar dreapta perpendiculara pe
plan se reprezinta vertical.

Atentie! Nu orice dreapta reprezentata vertical este perpendiculard pe planul orizontal.

2) In piramida triunghiulara (tetraedru), oricare dintre fete poate fi consideratd baza, deci putem vorbi de
patru Tnaltimi.

Aplicatia4. Demonstrati cd axa de simetrie a conului circular drept este
perpendiculara pe planul bazei.

Solutie. Consideram conul obtinut prin rotatia AABC, <BAC = 90°, in jurul catetei
AB si fie doud pozitii necoplanare ale rotatiei, adicd AABC, si AABC, Din AB 1. AC,
st AB1 AC,, rezulta ca AB este perpendiculard pe doua drepte concurente din planul
bazei, deci este perpendiculara pe planul bazei.

Definitia 2. Distanta de la varful unui con circular drept la planul bazei se numeste indaltimea conului.

Inéltimea conului circular drept coincide cu lungimea segmentului determinat de varful sdu si centrul bazei.
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Triunghiurile echilaterale ABC si BCD sunt

situate in plane diferite, iar £ este mijlocul

laturii BC. Demonstrati cd BC L (4DE).

Patratele ABCD si BCEF sunt situate in plane

diferite, iar semidreapta CM este bisectoarea

unghiului DCE, Me DE. Demonstrati ca:

a) BC L (CDE) b)CM L (ADE)

Fie ABCD un tetraedru in care fetele ABC,

ACD, ABD sunt delimitate de triunghiuri

dreptunghice, in 4.

a) Demonstrati cda AC 1 (ABD), AD L (ABC)
siAB L (ACD).

b) Determinati pozitia dreptei BC fata de
planul (4BD).

¢) Demonstrati ca orice doud muchii opuse ale
tetraedrului ABCD sunt perpendiculare.

Se considera cubul ABCDEFGH,

ACNBD= {0}, EGN FH={0}.

Demonstrati ca:

a) BD 1 (ACE); b)AC L BH;

¢©) 00| AE;  d)0Q L (4BC)

Triunghiul isoscel ABC, (AC = BC) si

dreptunghiul ABDE sunt situate in plane

diferite si E4 L AC. Demonstrati ca:

a) EA | (ABQO).

b) Triunghiul BDC este dreptunghic.

¢) Dreapta AC nu este perpendiculara pe (4BD)

d) AB L (CMN), punctele M si N fiind
mijloacele segmentelor 4B respectiv DE.

Fie MNPQ un patrat, MN = 40 cm si

AM 1L (MNP), AM = 30 cm. Se considera MB

indltime a triunghiului MAN si BC || NP, C € AP.

a) Demonstrati ca NP L (AMN) si PO L (AMOQ).

b) Calculati d(4, (NPQ)), d(N, (AMQ)),
d(P, (AMN)).

¢) Demonstrati cd AN L (BCM) si determinati
distanta de la punctul 4 la planul (BCM).

Pe planul triunghiului dreptunghic ABC,

IBAC =90° se ridica perpendiculara AM.

Stiind ca 4B =8 cm, BC = 10 cm, iar

MB = 2-A4B, calculati:

a) distanta de la punctul M la planul (4BC)

b) distanta de la punctul B la planul (4CM)

¢) distanta de la punctul C la planul (4BM)

Rombul ABCD are AB = a, XBAD = 60°,

AC N BD = {0O}. Se stie ca dreptele AE si CF

Elemente ale geometriei in spatiu

sunt perpendiculare pe planul rombului si
AE = CF =BD.
a) Realizati un desen care sa corespunda
datelor problemei.
b) Demonstrati ca BD L (EOF).
¢) Determinati distanta de la punctul O
la dreapta EF. Analizati toate cazurile
posibile.
In desenul alaturat, 4B este
perpendiculara pe planul
cercului &(O, r = OB),
BC este diametru, iar dreapta d
este tangenta la cerc in punctul C.
a) Aratati ca d L (ABC).
b) Dacd AB=20cm si AC=2,5 - r, calculati
raza cercului.
ABCD este un dreptunghi cu centrul O,
AB=12 cm, BC=4 \/5 cm, iar punctul S este
exterior planului (4BC), astfel incat
S4=SB=SC=SD=AB.
a) Aratati ca SO L AC.
b) Aratati ca SO L (ABC).
¢) Calculati distanta de la punctul S la planul
(4BC).
Poligonul regulat 4,4,...4,, n €{3, 4, 6}, este
baza piramidei VA ,4,...4, , iar punctul O este
piciorul perpendicularei din varful V, pe planul
bazei. Demonstrati ca O este centrul cercului
circumscris poligonului regulat 4,4,...4,,, daca
si numai dacd VA, = VA,= ... =VA
in desenul alaturat, FO
este naltimea piramidei
patrulatere regulate FABCD.
Se stie cd aria triunghiului
FOE este 6 \/5 cm?, punctul .
E este mijlocul muchiei BC, 44~
iar <FEO = 60°. Calculati
indltimea piramidei.
Tetraedrul DABC are baza triunghiul echi-
lateral ABC, AB = 6 cm, O este centrul cercului
circumscris triunghiului ABC si d(D,(ABC)) =
= 2.6 cm. Calculati d(4, (BCD)).

n*
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L2. Distanta dintre doua plane paralele, inaltimea prismei drepte, a paralelipipedului dreptunghic,
a cilindrului circular drept, a trunchiului de piramida, a trunchiului de con circular drept

In plan, distanta dintre doua drepte paralele este distanta de la un punct oarecare al primei drepte la
a doua dreapta. Definitia raimane valabild si in spatiu intrucat orice doua drepte paralele sunt coplanare.
Distanta dintre doud drepte paralele nu depinde de punctul ales.

Descoperim, intelegem, exemplificam

A. Distanta de la o dreapta, la un plan paralel cu aceasta

Fie o dreapta d, paraleld cu un plan a.. Ne propunem sa definim distanta de la d la o.

Propozitia 1. Daca punctul 4 este situat pe dreaptad , d |l a, A4, L o cu 4, € o,atunci lungimea segmentului
AA, este constanta (nu depinde de alegerea punctului 4 pe dreapta d).

Demonstratie. Consideram pe d punctul B, diferit de 4 si construim 44, L a., A B
BB, Lo, A €0, B,eo. Vom demonstra ca segmentele 44, si BB, sunt

g congruente. d, d,
Dreptele A4, si BB, sunt perpendiculare pe acelasi plan, prin urmare 3

AA I BB, si determina un plan, care taie o dupa dreapta 4, B, paralela cu d.
In consecintd, A4 Il BB, siABI 4,B,, AA, L A,B, adica patrulaterul 44,B,B
este dreptunghi, rezultind A4, = BB,.

Definitia 1. Distanta de la dreapta d la planul o, paralel cu dreapta d este distanta de la un punct oarecare al
dreptei d la planul a si se noteaza cu d(d, o).

Tudor si Andrei vor sa construiascd un leagan din lemn de forma figurii
alaturate. Corpurile ACDBFE si GHJLMO sunt prisme triunghiulare cu
AC=A4D si GH = GJ.

1. Precizati care ar trebui sa fie segmentele carora trebuie sé le cunoastem lungimile,
pentru a putea afla distanta de la bara AB la planul leaganului (CDEF) si distanta
de la bara GL la planul solului (H/OM).

H—H 2. Exprimati distanta de la dreptele CD, DE, EF, CF la planul solului.

3. Incercati sa identificati distanta de la planul solului la planul leaganului.

B. Distanta dintre doua plane paralele

Activitatea practica de mai sus ne-a aratat necesitatea notiunii de distantd intre
doud plane (planul leaganului si cel al suprafetei pamantului).
Asa cum, n plan, distanta dintre doua drepte are sens doar pentru drepte paralele, in
spatiu, distanta dintre doua plane are sens doar pentru plane paralele.

Propozitia 2. Daca doua drepte sunt perpendiculare pe planele paralele o si 3,
pe care le intersecteaza n 4 si B, respectiv 4, si B, atunci 44, = BB,.

Demonstratie. Doua drepte perpendiculare pe acelasi plan sunt paralele, adicd 44, || BB,. Planul (44,B,B)

intersecteaza planele paralele o si B dupd drepte paralele, deci AB Il 4,B,. Patrulaterul A4,B,B are laturile

opuse paralele, deci este paralelogram, 44, = BB,.

Observatie. Propozitia 2 poate fi considerata caz particular al rezultatului: ,,Douad plane paralele determina pe
doua drepte paralele, pe care le intersecteaza, segmente congruente”.

e 162 Matematici ® manual pentru clasa a VIll-a




Aplicatia 1. Podeaua si tavanul unei camere sunt situate in doua plane paralele a si . Muchia verticala d este
perpendiculara pe planul podelei. Ne propunem sa determinam distanta minima de la un punct al
tavanului la un punct al podelei, apoi distanta intre cele doua plane.

a) Demonstrati ca d | 3.

b) Identificati pe desenul de mai jos, distanta de la punctul B la podea, justificand raspunsul dat.

¢) Identificati pe desenul de mai jos, distanta de la punctul 4 la tavan, justificand raspunsul dat.

d) Comparati distantele gasite la subpunctele b) si ¢).

e) Stabiliti relatia Intre distanta 4B si lungimea unui segment oarecare MN, unde M apartine planului o, iar

N apartine planului f.

Solutie. Consideram planele paralele o, Bsid L a,d Na={4},d N B={B}. B
a) Fie a si b, drepte concurente, incluse iIn a.. Dind L a, aca si bca, rezulta S
dlasidLlb (1) as b/
Planele o, B sunt paralele, a — a si b < a, rezultd a si b sunt paralele cu planul f3, Ao
adica existd dreptele a, si b,, incluse in planul B, astfel incata, Il a, b, | b.  (2)
Din (1) si (2), obtinemd L a, sid L b, decid L (a,, b)) =P. d
b) Din BA L a si A€ o rezultd d(B, o) = AB. ¢) Din AB L B si Be B, rezulta
d(4,B)=AB. d) d(B, o) =d(4, p).e) FieM € asi N € B.
Cazul 1. Daca MN 1 a, atunci conform rezultatelor de mai sus, MN = AB.
Cazul 2. Daca MN /f o, atunci construim NP L a, cu P € a si se formeaza
triunghiul dreptunghic MPN cu ipotenuza MN, in care NP = AB, deci
MN > AB.
Concluzii. 1. O dreapta perpendiculara pe un plan este perpendiculara pe orice
plan paralel cu acesta.
2. Lungimea segmentelor determinate de intersectiile a doud plane paralele cu o dreapta perpendiculara pe
acestea este constanta.

Definitia 2. Distanta dintre planele paralele o si  este distanta de la un punct al unuia dintre ele la celalalt
plan si se noteaza d(a., ).

Observatie. Daca o |l B, atunci distanta dintre oricare doud puncte M € o si N e B este cel putin egald cu
distanta dinte cele doua plane.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

C. Indltimea unei prisme. Indltimea unui cilindru circular drept

Bazele prismei sunt suprafete poligonale Bazele cilindrului circular drept sunt discuri
congruente, situate in plane paralele. congruente, situate in plane paralele.
Definitia 3. Distanta dintre planele bazelor unei Definitia 4. Distanta dintre planele bazelor unui
prisme se numeste Inaltimea prismei. cilindru se numeste inaltimea cilindrului.
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Aplicatia 2. Demonstrati cd in orice prisma dreaptd, fiecare muchie laterald este inaltime.

Solutie. Prisma dreapta are fetele laterale dreptunghiuri. Fiecare muchie laterald formeaza cu muchiile bazei,
cu care se intersecteaza, unghiuri drepte. Muchia aleasa este perpendiculara pe doud drepte concurente incluse
in planul bazei, deci este perpendiculara pe baze, adica este néltime.

Concluzie. Iniltimea unei prisme drepte este lungimea oricarei muchii laterale a prismei.

Paralelipipedul dreptunghic are toate fetele dreptunghiuri, deci este o prisma dreapta, oricum am alege bazele.

Aplicatia 3. Dreptunghiul ABCD se roteste in jurul laturii 4B si genereaza cilindrul circular drept din imagine.

a) Demonstrati ca 4B este inaltimea cilindrului.

b) Demonstrati ca oricare dintre generatoarele cilindrului este Tndltime a cilindrului.
Demonstratie. a) Fixam doua pozitii necoplanare ale rotatiei: ABC,D, si ABC,D,.
ABC,\D, si ABC,D, sunt dreptunghiuri, deci 4B 1 AD, si AB 1 AD,, adica AB este
perpendiculara pe planul bazei (discul cu centrul 4 si de razd AD). Cum bazele sunt
situate 1n plane paralele, AB este perpendiculara si pe planul discului cu centrul B si
de raza BC.

b) Fie CD o generatoare oarecare. ABCD este dreptunghi, deci CD Il 4B, de unde CD
este perpendiculara pe baze, adica este Tnaltime.

Concluzie. Inaltimea unui cilindru circular drept este lungimea segmentului determinat de centrele bazelor
acestuia. Oricare dintre generatoarele unui cilindru circular drept este indltime a cilindrului.

D. indltimea unui trunchi de piramida. Tniltimea unui trunchi de con circular drept

Trunchiul de piramida se obtine prin sectionarea unei piramide cu un plan paralel cu baza.
Trunchiul de con se obtine prin sectionarea unui con circular drept cu un plan paralel cu baza.
Bazele trunchiului de piramida si bazele trunchiului de con sunt situate in plane paralele.

Definitia 5. Distanta dintre bazele unui trunchi de piramida se numeste indltimea trunchiului de piramida.
Definitia 6. Distanta dintre bazele unui trunchi de con circular drept se numeste inaltimea trunchiului de con.

Aplicatia 4. Determinati indltimea piramidei din care provine trunchiul de Al

i \
N
L

piramida patrulaterd ABCDEFGH, stiind ca raportul dintre muchia bazei mici

. . . . | N s
si muchia bazei mari este —, iar indltimea trunchiului este JK = 12 cm.
4

Solutie. Fie [ varful piramidei din care provine trunchiul. Aplicam, pe rand,
teorema fundamentald a asemanarii pentru: AIAB ~ AIEF si AIBK ~ AIFJ.

Rezulta _IK = 4 , de unde LS = 4 sau /K =16 (cm).
IK-1J 3 JK 3
Observatie. Indltimea trunchiului de piramidi este diferenta dintre indltimea piramidei din care provine
trunchiul (piramida mare) si inaltimea piramidei care se Indepérteaza (piramida mica). :A
Aplicatia 5. Determinati indltimea conului din care provine trunchiul de con, stiind :

razele bazelor OC =7 cm, O,B = 3 cm si Tnaltimea trunchiului OO, = 8 cm.

Solutie. Fie A varful conului din care provine trunchiul. Aplicdm teorema
fundamentala a asemanarii, in planul (4OC) pentru A4O,B ~ AAOC si obtinem:
B 4 -OB AO-4 . .
&zﬁ,deunde oc-6 = 0 Ol,dec1i:i,adlcé/10=14cm.
oCc A0 oC AO 7 AO
Observatie. Indltimea trunchiului de con este diferenta dintre iniltimea conului din care provine trunchiul
(conul mare) si inaltimea conului care se Indeparteaza (conul mic).
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26,4
Gi(:)}? Exersim, ne antrenam, ne dezvoltim

Fie ABCDMNPQ un cub.

a) Aratati ca AB L (ADM) si AB L (BCN)

b) Daca AN = 442 em, calculati distanta
dintre planele (4DM) si (BCN)

Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor

propozitii.

a) Daca planele o si B sunt paralele atunci
d(a, B)=d(B, o).

b) Dacé planele o si B sunt paralele, iar d L a,
atuncid 1 f.

¢) Lungimea muchiei laterale a unui prisme
drepte este mai mare decat indltimea prismei

d) ABCDEFGH este un cub. Atunci d((4BC),
(EFG)) = d((ADH), (BCG)).

Se considera prisma patrulatera regulata

ABCDEFGH. Punctele L, M, N, P sunt

mijloacele muchiilor AB, BC, CD, respectiv

DA, iar punctele O, R, S, T sunt mijloacele

muchiilor EF, FG, GH, respectiv HE.

a) Realizati un desen in care sa reprezentati
prisma si punctele enumerate.

b) Aratati ca planele (LMQ) si (NPS) sunt
paralele

¢) Calculati distanta dintre planele (LMQ) si
(NPS) daca muchia bazei este /.

Prisma hexagonala regulata

ABCDEFA'B'C'D'E'F" are fetele laterale su-

prafete patratice, AD = 24 cm. Un plan o,

paralel cu bazele prismei, intersecteaza seg-

mentul 48" in punctul M, AM = 242 cm.

Aflati Tnaltimile prisme-

lor determinate de ¢
planul . d

In figura alaturata,
dlo,a|B,dNo={4}, B D
d N B=(Blsipunctul /4 A

Ced,BC=2,4 cm.

O dreapta care contine
punctul C, inteapa n
planul B in punctul D o
si planul a in E, astfel incat
BD=4cm, AE=10 cm.

Calculati distanta dintre planele a si 3.

Elemente ale geometriei in spatiu

X

n Fie conul circular drept cu varful 4 si diametrul

bazei BC = 36 cm. Bisectoarea unghiului ABC

AD
intersecteazd ACIn D i — = Bl .
DC 6

a) Calculati inaltimea conului.

b) Se sectioneaza conul printr-un plan care
contine punctul D si este paralel cu baza
conului. Calculati inaltimea trunchiului de
con care se formeaza prin sectionare.

O prisma patrulatera regulata are aria bazei de

16 cm?si aria unei fete laterale de 20+/2 cm2.
Calculati Tnaltimea prismei.

ABCMNP este o prisma triunghiulara dreapta.
Punctele D, E, F apartin muchiilor laterale AM,
BN, respectiv CP, astfel incat AD = 3-DM,
BN=4-ENsi PF=0,3)-CF.
a) Reprezentati prisma si puneti in evidenta
planul (DEF).
b) Demonstrati ca (DEF) || (4BC) || (MNP).
¢) Aratati ca
d((ABC), (DEF)) =3 - d((DEF), (MNP)).
In paralelipipedul dreptunghic BCDELMNP,
cu baza dreptunghiul BCDE, BC =7 cm,
BD =25 cm si CN =40 cm. Calculati:
a) indltimea BL a paralelipipedului;
b) distanta de la punctul L la planul (PND).
Se considera cilindrul circular drept, AB si CD
diametre coplanare, 4D generatoare si O, O
centrele bazelor cilindrului. Stiind ca
CO =12 cm si «COD = u, calculati indltimea
cilindrului pentru u € {60°, 90°, 120°}.
Punctele 4, B, C, D apartin cercului &(O, r),
baza unui cilindru circular drept, iar A4', BB',
CC', DD' sunt generatoare ale cilindrului.
AD este diametru, iar punctele B, C sunt
situate de aceeasi parte a dreptei AD astfel
incat AB=BC=CD.
a) Demonstrati ca (ADD") || (BCC).
b) Aflati indltimea cilindrului, stiind ca este
egala cu distanta dintre planele (4ADD') si
(BCCO.
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L3. Plane perpendiculare, sectiuni diagonale, sectiuni axiale in corpurile studiate

Daci dreapta d este perpendiculara pe planul o, iar dreapta @, este paralela cu d, atunci d, este )

perpendiculara pe a.

Axa de simetrie

Simetricul unui punct M fata

3 de o dreapta d este punctul M’

E > diagonale. cu MM'L d si dM, d) = d(M',
d), M si M’ fiind distincte.

Un poligon convex cu # laturi, n > 4, are

Diagonalele unui poligon convex, care pornesc din O dreapta d este axa de simetrie pentru figura F'
acelasi varf, descompun poligonul in #» — 2 triun-  daca pentru orice punct M al figurii F, simetricul
ghiuri ale caror varfuri sunt varfuri ale poligonului.  sau fata de dreapta d apartine aceleiasi figuri.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Multe dintre suprafetele pe care le avem 1n preajma sunt suprafete plane: fatada unei cladiri, peretele unei
incaperi sau usa dulapului. Observam ca unele dintre acestea sunt plane verticale, in apropierea lor putand gasi
plane orizontale care le intersecteaza. Mai mult, considerand intr-un plan vertical o dreapta perpendiculara pe
muchia comund, am putea constata ca aceasta este perpendiculara pe planul orizontal.

Definitia 1. Planele a si B, care se intersecteaza dupd dreapta d, se numesc plane perpendiculare daca o
dreapta £, inclusa in unul dintre cele doua plane, perpendiculara pe dreapta lor comuna, este perpendiculara
pe celalalt plan.!

Matematic: o L  daca si numai daca existd f C f astfel incat f L dsif L a.

Afirmatia ramane adevarata daca schimbam f cu a. B

Observatie. 1) Proprietatea dreptei /', din planul £, de a fi perpendiculara pe 1 .
E planul o ramane valabilad pentru orice altd dreapta care este perpendiculara | el

pe dreapta d si este inclusa in planul o.

Demonstratie. Considerand, in planul B, o altd dreapta f; L d, avem f; Il /" si B\ ;

fLa,deci f; Lo

2) Daca un plan o contine o dreapta d, perpendiculard pe un alt plan 3,
atunci o L B. Acest enunt reprezinta un prim criteriu de perpendicularitate
pentru doua plane. N

Aplicatie. Consideram paralelipipedul dreptunghic
ABCDEFGH. I

1  Gasiti toate planele determinate de doua muchii laterale si DRaze=¢
demonstrati ca sunt perpendiculare pe planul (4BC). A B

Solutie. Paralelipipedul dreptunghic are fetele si bazele dreptunghiuri, deci pentru muchia AE, avem:
AE 1 AB, AE 1 AD, adica AE 1 (ABCD). Aplicand Observatia 2, rezulta (ABFE) L (ABCD), (ADHE) 1 (ABCD),
(AEGC) 1 (ABCD). Din BF | AE || DH $i AE | (ABCD), rezulta BF' | (ABCD) si DH 1 (ABCD).

I Definitia clasica a notiunii de plane perpendiculare va putea fi formulata dupa alte cateva lectii.

I 166 Matematici ® manual pentru clasa a Vill-a




Planele (DBFH), (BCGF) si (DCGH) contin una din aceste perpendiculare pe (ABCD), rezultind
perpendicularitatea lor pe planul (4BCD). In concluzie, in paralelipipedul dreptunghic, am gisit sase plane
continand muchiile laterale si toate sunt perpendiculare pe planul bazei (4BCD).

A. Sectiuni diagonale

In rezolvarea Aplicatiei 1, remarcam doua plane care contin diagonale ale bazelor si muchii laterale.

Definitia 2. Sectiunea obtinuta intr-un corp geometric (prisma, piramida, trunchi de piramidd) cu baza
poligon cu cel putin 4 laturi, printr-un plan determinat de o diagonala a bazei si o muchie laterala, se numeste
sectiune diagonala.

Vom identifica elemente specifice, exemplificand pentru cazul particular cand baza este patrulater.

Prisma Piramida Trunchiul de piramida

1) Sectiunea diagonala contine: 1) Sectiunea diagonala contine: 1) Sectiunea diagonala contine:

a) douad muchii laterale care nu a) doud muchii laterale care nu a) doua muchii laterale care nu
sunt situate pe aceeasi fatd sunt situate pe aceeasi fatd sunt situate pe aceeasi fata
laterala; laterala; laterala;

b) doud diagonale corespunza- | b) o diagonala a bazei si varful | b) doud diagonale corespunza-
toare ale celor doua baze. piramidei. toare ale celor doua baze.

2) Daca prisma este dreaptd, atunci 2) Planul de sectiune diagonald
sectiunea diagonald este situata a trunchiului de piramida este
intr-un plan perpendicular pe identic cu planul de sectiune
baze. diagonala a piramidei din care

provine trunchiul.

. < Ao . . . . n(n-3
Observatie. a) Daca baza are n varfuri, n > 4, atunci numarul sectiunilor diagonale este n(n=3) .

b) Sectiunile diagonale nu contin muchii ale bazelor.

Tema de portofoliu

Consideram paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH.

a) Reprezentati, printr-un desen, sectiunile diagonale ale paralelipipedului dat.

b) Ilustrati, prin desene, faptul ca fiecare sectiune diagonala separa paralelipipedul in doud prisme triunghiulare
drepte.

¢) Demonstrati ca cele doua sectiuni diagonale ale paralelipipedului dreptunghic sunt congruente.

d) Repetati cerintele anterioare, considerand ABFE baza a paralelipipedului.
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Remarca. La poliedrele studiate, avand baza un poligon cu # laturi, sectiunile diagonale care au o muchie
comuna determind n — 2 corpuri cu bazele suprafete triunghiulare.

N b = A
a2 DAAB DB i EF

Pentru n = 4, fiecare din cele doua sectiuni diagonale genereaza doua corpuri cu baza triunghi.
Pentru n = 6, pentru fiecare muchie laterald, existd 3 sectiuni diagonale care o contin si care determina cate
4 corpuri cu baza triunghi.

L
) ¢

B. Sectiuni axiale

Daca un corp are axa de simetrie, atunci:

1) Oricum am alege un punct situat pe suprafata corpului geometric, simetricul acestui punct fatd de axa
de simetrie se afla tot pe suprafata sa.

2) Oricum am alege un punct situat in interiorul corpului geometric, simetricul acestui punct fata de axa
de simetrie se afla tot in interiorul sau.
Urmatoarele corpuri geometrice au axa de simetrie:

Paralelipipedul dreptunghic si Piramida regulata care are ca bazd | Trunchiul de piramida regulata
prisma regulata care are cabaza | un poligon cu numar par de laturi | care are ca baza un poligon cu
un poligon cu numar par de laturi numar par de laturi

_____

, TTeaT
I~

Axa de simetrie este determinata | Axa de simetrie este determinatd de | Axa de simetrie este determinata
de centrele bazelor centrul bazei si varf. de centrele bazelor

—— /A

Cilindrul circular drept Conul circular drept Trunchiul de con circular drept
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Observatie. Axa de simetrie a unui corp geometric este perpendiculara pe baza acestuia.

Aplicatia 1. Demonstrati ca dreapta determinata de centrul bazei si varful piramidei triunghiulare regulate
nu este axa de simetrie pentru aceasta piramida.

Demonstratie. Fie piramida triunghiulard regulatda VABC si O
centrul bazei. Demonstram ca VO nu este axa de simetrie. Fie F
punctul de intersectie dintre dreptele AO si BC. Punctul F apartine

suprafetei piramidei.

Este suficient sd demonstram ca simetricul sau fatd de VO nu
apartine acestei suprafete. Dreapta VO este indltimea piramidei,

deci VO L (ABC), de unde, VO 1L AO.

Simetricul lui F fatd de VO este F’, mijlocul segmentului 4O, care

nu apartine suprafetei piramidei.

Definitie. Sectiunea determinata de un plan care contine axa de simetrie a unui corp geometric se numeste

sectiune axiala a corpului.

Paralelipipedul dreptunghic si
prisma regulata care are ca baza
un poligon cu numar par de laturi

Piramida regulata care are ca baza
un poligon cu numar par de laturi

Trunchiul de piramida regulata
care are ca baza un poligon cu
numar par de laturi

o

S oo oI

A

<

0

Triunghi isoscel

Trapez isoscel

N

S

Cilindrul circular drept

Conul circular drept

Trunchiul de con circular drept

Elemente ale geometriei in spatiu
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Aplicatia 2. Pe muchiile 4D si BC ale piramidei patrulatere regulate SABCD
cu AB = 8 cm, se iau punctele E, respectiv F, cu AE =2 cm, BF =6 cm.
a) Aratati ca suprafata triunghiulara SEF este o sectiune axiala a piramidei.

b) Demonstrati ca (SEF) L (4BC).

¢) Daca aria triunghiului SEF este 324/5 cm2, calculati ndltimea

piramidei.

Solutie: a) ABCD este patrat, deci AD =AB =8 cm si DE=AD — AE =6 cm.

Fie EF N BD ={M}.

Deoarece <EDM = <FBM (=45°), DE = BF, <DEM = «<BFM (alterne interne),

rezulti ADEM = ABFM (ULU). Se obtine DM = BM si EM = FM si atunci punctul p <
M coincide cu O, centrul bazei piramidei.

Planul (SEF) contine 1naltimea piramidei, SO, care este si axa de simetrie a acesteia,
deci suprafata triunghiulara SEF este o sectiune axiala.
b) SO este inclusa in planul (SEF) si SO L (ABC), adica planul (SEF) L (ABC).

¢) Fie EN L BC, N € BC. Patrulaterul ABNE are trei unghiuri drepte, deci este
dreptunghi si NE = AB = 8 cm, BN = AE = 2 cm, iar NF = BF — BN = 4 cm. In triunghiul EFN, <ENF = 90°.

. D . EF -
Calculand, cu ajutorul teoremei lui Pitagora, se obtine EF = 45 em. Agpr = 3245 < 50 =325,
de unde SO =16 cm. 2

Tema de portofoliu

[lustrati prin exemple, folosind un soft de geometrie dinamica (de exemplu, Geogebra), validitatea urmatoarelor
afirmatii.
1. Sectiunea axiala este situatd intr-un plan perpendicular pe baza.

2. Daca un corp geometric admite axa de simetrie, atunci exista o infinitate de sectiuni axiale ale acestuia.
3. Cilindrul, conul si trunchiul de con au toate sectiunile axiale congruente.
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Gi(:)}? Exersiam, ne antrenam, ne dezvoltim

n Desenati o prismd patrulaterda regulatd si

reprezentati una dintre sectiunile diagonale.
Stiind ca sectiunea diagonala este o suprafatd
patraticd cu diagonala de 82 cm, aflati
dimensiunile prismei.

ABCDEFGH este un cub, ¢

MeAB,N e BC,P e FG, [
Q € EF astfel incat

SRR |

AM=CN=EQ = g2 N

=GP=%AB A
Stiind ca A ypp = 24+/2 cm2, aflati aria secti-
unii diagonale a cubului.

ABCDEFGH este un paralelipiped dreptunghic,
AB =10 cm, AD = 6+/3 cm, iar unghiul drep-
telor AG si BH are masura de 60°. Calculati
perimetrul patrulaterului ACGE.

n Prisma hexagonala ABCDEFA'B'C'D'E'F’

regulatd are latura bazei de 4 cm
si AD' = 16 cm. Calculati ariile sectiunilor
diagonale care contin muchia 44"

Fie prisma patrulatera regulatda ABCDEFGH.

Se stie ca perimetrul patrulaterului ACGE este

24 cm, iar ctgXEDF = 3.

a) Aflati inaltimea prismei.

b) Calculati aria patrulaterului BDHF.

Fie ABCDMNPQ un cub si E, F, G, H mijloa-

cele muchiilor AD, BC, NP, respectiv MQ.

a) Stabiliti daca suprafata patrulatera EFGH
este sectiune axiald in cub.

b) Daca AG = 6 cm, calculati aria suprafetei
patrulatere EFGH.
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A Punctul P este mijlocul muchiei VA4 a piramidei
patrulatere regulate VABCD si aria triunghiului
VPC este 24 cm?. Calculati aria triunghiului
VBD.

Se considera piramida patrulaterd regulata
VABCD cu naltimea VO sifie OE L VA, E € VA.
Daca sectiunea diagonald are aria 8 cm?, iar
triunghiul ACV este dreptunghic, calculati aria
triunghiului BEO.

Se considera trunchiul de piramida patrulatera

regulatda ABCDMNPR cu centrele bazelor O,

respectiv Q.

Punctele £ si F sunt mijloacele muchiilor

AD, respectiv BC, iar triunghiul QEF este

echilateral cu perimetrul de 48 cm.

Stiind ca MN = 12 cm, calculati:

a) aria sectiunii diagonale a trunchiului de
piramida;

b) inéltimea piramidei din care provine
trunchiul.

a) Desenati o prisma patrulatera regulata
ABCDEFGH si sectiunea axiala care
contine muchia laterala CG.

b) Stiind ca aceasta sectiune este o suprafata
patratica cu aria 72 cm?, aflati lungimea
muchiei bazei si indltimea prismei.

Fie ABCD o sectiune axiala Intr-un cilindru

circular drept, O centrul bazei cu diametrul

AB i OC =8 cm.

Stiind ca «CDO = 60°, aflati raza si genera-

toarea cilindrului.

AB

V27
este sectiunea axiald a unui con. Daca peri-
metrul triunghiului V4B este 2 - (2++/2 ) cm,
aflati razei bazei conului.

EE] Un delfinariu are un bazin -
in forma de cilindru circular %
drept. Pentru a oferi mai
multe reprezentatii, bazinul
este impartit in doud parti
egale printr-un perete dreptunghiular cu aria de
300 m2. Se stie ca raza bazei cilindrului este de
15 m. Aflati indltimea bazinului.

Suprafata triunghiulard VAB, VA = VB =

Elemente ale geometriei in spatiu

m O societate comerciald ocupa

un spatiu in forma unei prisme
hexagonale regulate. Dorind

sd-si rentabilizeze cifra de afaceri, transforma

jumatate din spatiul pe care il detine in cine-

matograf. Peretele despartitor are inaltimea de

6 m si aria de 324 m? (vezi figura). Calculati

suprafata pe care o ocupd firma si exprimati

rezultatul 1n hectare.

E a) Analizati si alegeti, dintre desenele urma-

toare, pe cele care reprezintd sectiuni dia-

gonale in corpuri geometrice;

regulata

drept

patrulatera regulata

a) Prisma triunghiulara | b) Con circular drept | ¢) Piramida
regulata patrulatera regulata
d) Prisma patrulaterd | e) Cilindru circular f) Piramida

L==lLg
’
’
7

A TN
N T

g) Trunchi de con
circular drept

h) Piramida
hexagonala regulata

i) Prisma hexagonala

regulata

/_—all

=

b) Alegeti, dintre desenele de mai sus, pe cele

care reprezintd sectiuni axiale 1n corpuri

geometrice.

¢) Desenati pe caiete corpurile geometrice care

au fost selectate si la subpunctul a) si la

subpunctul b).

d) Determinati pentru fiecare dintre corpurile

de la subpunctul ¢) numarul sectiunilor care

sunt, simultan, sectiuni diagonale si sectiuni

axiale.
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Proiectii ortogonale in spatiu

L1. Proiectii de puncte, de segmente de dreapta si de drepte, pe un plan

Pe seama marelui om de stiinta Sir Isac Newton (1642-1727) circuld anecdota conform careia savantul, in
timp ce medita sub un copac, a fost trezit pe neasteptate de lovitura unui mar copt care a cazut din copac, iar
experimentul 1-ar fi ajutat sa formuleze faimoasa lege a atractiei universale.

Privind geometric povestea marului lui Newton, consideram suprafata de pamant de sub copac ca pe un plan
orizontal, iar directia pe care se deplaseaza marul in cadere, directie verticala, perpendiculard pe planul solului.
Asadar, din pozitia initiald 4 a marului, acesta s-a deplasat pe perpendiculara pe planul solului, o, oprindu-se
in punctul B, in care perpendiculara din 4 intersecteaza planul.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitia 1. Punctul de intersectie a perpendicularei, TA ‘
prin punctul 4, pe o dreapta d cu aceasta dreapta, se ! :
g numeste proiectia ortogonala a punctului A pe dreapta i_l | 4
. . . é
d . Daca B este proiectia punctului 4 pe dreapta d, vom B = praA pradA = A
scrie B=pr, A. .
Pla Daca 4 € d, atunci pr,A = A.
Definitia 2. Punctul de intersectie a perpen- A !
dicularei, prin punctul 4, pe un plan o cu L opraA=A
acest plan, se numeste proiectia ortogonala a IB = pr.A A?

punctului A pe planul o.. Daca B este proiectia a ;
punctului 4 pe planul o, vom scrie B = pr 4. | !
Daca 4 € a, atunci pr 4 = A.

Observatie. 1) Pentru simplificarea limbajului, in loc de ,,proiectie ortogonalda” vom spune ,,proiectie”.

2) In spatiu, proiectia unui punct pe o dreapti este proiectia acestui punct pe dreapta dati, in planul determinat
de acestea.

3) Proiectia unui punct pe o dreapta sau pe un plan este un punct situat pe dreapta, respectiv pe plan.

4) in reprezentirile de mai sus, segmentul 4B a fost necesar doar pentru a construi proiectia.

Aplicatia 1 . L Reprezentare \ A

a) Pe dreapta d din planul o, se considera punctul fix B. 2
E Gasiti toate punctele A4 din plan pentru care B = pr;A. Ad—# o A _AB a

b) Pe dreapta d din spatiu, se considerad punctul fix B. Gasiti “ 2) b) ! o)

toate punctele 4 din spatiu pentru care B = pr,A.

¢) In planul o, consideram punctul fix B. Gasiti toate punctele 4 din spatiu pentru care B = pr A.

Solutie.
a) Punctele de pe perpendiculara in B pe d respecta conditia impusa.
b) Consideram planul o perpendicular pe d in B si 4 un punct oarecare al planului. Avem d L o, iar AB c a

si de aici ABL d. In consecinti B = pry, rezultind ci punctele care au proiectia pe d in punctul fix B
formeaza planul perpendicular pe d care trece prin B.

¢) Punctele de pe perpendiculara in B pe a se proiecteaza in punctul 5.
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Aplicatia 2. Folositi manualul digital pentru a vizualiza proiectiile unui punct pe planele determinate de
fetele unui tetraedru.

Aplicatia 3. a) Daca 4, B si C sunt puncte coliniare, atunci proiectiile lor pe
planul o sunt puncte coliniare.

AB A'B'
b) Daca A' = pr A, B' = pr,B s1 C' = pr C, atunci, — = ——.
) )2 p =pry BC_BC

Solutie. a) Pentru dreapta d ¢ o cu d N a = {M}, pe care se gasesc punctele
A, BsiC,notdim cu B =(4A4A'M) sif=a N B.

Din 44" L o, BB' L asi CC'L a, rezultd AA" | BB' || CC'.

DinB e d,dc B, AA' < P si AA" || BB', rezultd BB' — f3, adicd B'e o N P. Analog, C'e o N B, rezultand
A', B', C' coliniare.

AB _A'B'
b) In planul B, dreptele paralele determind pe orice doud secante segmente proportionale, deci — =

BC B'C'
Consecinte. 1) Proiectia mijlocului unui segment pe un plan este mijlocul segmentului determinat de proiectiile
capetelor segmentului, pe acel plan.
2) Dacéa B apartine segmentului AC, atunci B’ apartine segmentului A'C".
Figurile geometrice sunt multimi de puncte, deci putem vorbi despre proiectia unei multimi de puncte pe o
dreapta sau pe un plan.

Definitia 3. Multimea proiectiilor tuturor punctelor unei figuri geometrice /' pe un plan o se numeste
proiectia figurii F pe planul o.

Teorema 1. Fie AB un segment si o un plan. Notam 4" = pr A si B' = pr B.

1) Dacd 4B X o, atunci proiectia segmentului 4B planul o este segmentul 4’B’, unde 4’ =pr A si B'=pr B.
2) Dacda AB 1 a., atunci proiectia segmentului 4B pe planul o este punctul 4".

Consecinta. Proiectia unui segment pe un plan are lungimea cel mult egala cu

lungimea segmentului. A?\'
Demonstratie. Este relevant doar cazul AB £ a.. ' ,B g lZI
Sunt posibile urmatoarele situatii: a) Daca AB < a, atunci fiecare punct al A’ ‘B’

segmentului 4B are ca proiectiec punctul insusi, adicd pr,AB = AB, deci
lungimea proiectiei este egald cu lungimea segmentului proiectat.
b) Dacé ABlla, atunci 4A4'l| BB', ABB'A'este paralelogram si AB = A'B'. ¢) Daca AB ¢ o si AB ¥ o, atunci este
suficient sd consideram cazul cand segmentul nu intersecteaza planul o. Se formeaza trapezul dreptunghic
ABB'A', avand laturile neparalele AB si A'B’, cu AB > A'B'(A'B’ fiind inéltimea trapezului). Pentru cazul in
care segmentul intersecteaza planul, consideram trapezul 44'BB’ in care AB este o diagonald mai mare decat
inaltimea A'B’

A'=pr.A

Teorema 2. Proiectia unei drepte pe un plan este o dreapta sau un punct. A B'=pr,B
A 'B'=pr,AB  H—H

Demonstratie. Fie AB o dreaptd si o un plan, 4" = pr A4 si B' = pr B.
1) Dacd 4B X o, din A’ =pr A si B' = pr B, rezultd A’ diferit de B'. Pentru ca / 1. —LX.C
proiectile ortogonale ale punctelor coliniare sunt coliniare, rezulta ca proiectia
dreptei AB pe planul o este dreapta A'B’.

2) Dacd ABla., atunci pr,AB = {4'} = {B'}, deci proiectia este un punct.
Consecinta. Dacd AB N oo = {C}, atunci Ce A'B' = pr, AB . (Punctul de intersectie apartine proiectiei.)
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1

Stim sa aplicam. Identificam conexiuni

Aplicatia4. Pentru cubul ABCDEFGH, cu
centrele bazelor O si O completati
in tabel proiectia fiecarui segment
pe planul corespunzitor, dupa
regula: ,la intersectia liniei o
cu coloana MN, se completeaza
pr MN”.

Segmentul H G
proiectat CE |pH | HB :
Planul pe care E E F
se proiecteaza !
(ABC) AC Dt i€
(4BE) A B
(DBF)

Indicatie. Proiectia segmentului CE pe planul (4BC) este segmentul determinat de proietiile capetelor C,
respectiv £, ale acestui segment, pe plan. Din C € (4BC) rezultd pr 5y C= C. Din E ¢ (ABC) si EA L (ABC)
A € (ABC), rezulta pr  pc, E = A. Prin urmare, proiectia segmentului CE pe planul (4BC) este segmentul AC.

In concluzie, la intersectia liniei (4BC) cu coloana CE, vom completa AC (vezi modelul).

t6.d
@8 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
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Dreapta d este paralela cu un plan o i g = pr.d.
Demonstrati ca dreapta g este paralela cu d.

Segmentul 4B este situat pe o dreapta paralela

cu planul a, iar segmentul A'B' este proiectia

sa pe planul .. Punctul P apartine segmentului

AB, AP =2-PB, iar Q = prP.

a) Demonstrati ca punctul Q este situat pe
segmentul A'B'.

A'B'

b) Calculati valoarea raportului

Fieounplan,4 e a siB ¢ o, AB = 82 cm.
Stiind ca proiectia punctului B pe planul o
este punctul C si AC = BC, calculati lungimea
proiectiei segmentului 4B pe planul a.

Triunghiul echilateral ABC cu AB =20 cm, are
latura BC inclusa in planul o, iar BM si CN
sunt inaltimi ale triunghiului, MeAC, NeAB.
Calculati lungimea proiectiei segmentului MN
pe planul a.

In figura de mai jos este reprezentat un cub,

iar O, respectiv Q sunt centrele g G
fetelor ABCD respectiv EFGH.
Determinati:

a) prpC, preeB

b) pr, (ABC)A= pr (EFG)D

¢) pr, (ABC)QJ pr (EFG)O

d) pr, (ABC)AE > Pr (BCF)AE

e) pr, (ABC)A G, pr, (BCF)E C

f) pr (ADE)OAv pr (ADE)AB > P (ADE)B G

n Fie 4, B, C, D patru puncte necoplanare astfel

incat AB 1 AC, AC 1. AD, AD 1 AB.
a) Demonstrati ca AD | (ABC).
b) Determinati proiectiile segmentelor BD si
CD pe planul (4BC).
¢) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
c,) Proiectia segmentului BC pe planul
(ABD) este segmentul 4B.
¢,) Proiectia segmentului BD pe planul
(ACD) este segmentul CD.
c,) Proiectia segmentului 4D pe planul
(ABC) este punctul 4.
Punctele distincte si coliniare 4, B, C se
proiecteaza pe un plan B in punctele distincte
A, B, C'.
a) Aratati cd B € B si cd punctele 4', B, '
sunt coliniare.
A'B

AB
b) Demonstati cd —=——.
BC BC'

' A 9 .
¢) Pentru 4'C' =25 cm si 1 e calculati
BCC'

lungimile segmentelor 4'B si BC'.
Triunghiul DEF este proiectia unui triunghi
oarecare ABC pe un plan o.. Demonstrati ca
proiectia punctului G, centrul de greutate

triunghiului ABC pe planul o, este punctul P,
centrul de greutate al triunghiului DEF.
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L2. Unghiul dintre o dreapta si un plan, lungimea proiectiei unui segment pe un plan

Descoperim, intelegem, exemplificam

Situatie problema. Fie d o dreapta oarecare din spatiu, o un plan si a o dreapta inclusa in o.

Se pun urmatoarele doud probleme: 1) Cum determindam unghiul format de dreapta d cu dreapta a?

2) Care este dreapta din plan care formeaza cu dreapta d unghiul cel mai mic?

Solutie. Pentru d — a,dreptele a si d sunt coplanare. Unghiul de masurd minima este pentru ¢ = d sau a || d,
adica 0°.

Daci d L a., atunci d L a pentru orice a  a,, adica dreapta d formeaza unghi de masura 90° cu toate dreptele din o.
In cazul in care d este secanta planului si d 4 o, unghiul format de dreptele d si a este unghiul determinat
de dreapta d cu paralela la dreapta a, prin punctul de intersectie cu planul. Valorile unghiurilor formate de
dreptele d si a variaza intre 0° si 90°.

Se demonstreaza ca dreapta a, inclusa in plan, cu care dreapta d formeaza unghiul cu cea mai mica masura,
este proiectia dreptei d pe planul .. Aceasta este unic determinata de dreapta d.

Definitia 1. Unghiul dintre dreapta d si planul a, Conventii
d X osidl a este unghiul format de dreapta d cu 1) Dacadll o, atunci 2) Dacad L o, atunci
proiectia ei pe planul . <(d, a)= 0° x(d, o) = 90°. E

Daca d este secantd a planului si Daca d c a, atunci d d
d X a, atunci %(d, o) = «(d, d') < (d, o) = 0°. A} :B'
d o A B/
) “
d

Observatie. Daca d este o dreapta oarecare din spatiu si a este un plan oarecare,
atunci 0 < «(d, o) < 90°.

Aplicatia 1. Oricare ar fi d o dreapta din spatiu si oricare ar fi dreapta a  a, ,A,i.\—de,Ld
are loc relatia «(d, a) < «(d, a). e B¢ H—F

Consultati manualul digital pentru demonstratie.

Am demonstrat in lectiile anterioare ¢ lungimea proiectiei unui segment pe un plan este cel mult egala cu
lungimea segmentului. Rezultatul urmator ne ofera un instrument pentru determinarea lungimii proiectiei unui
segment pe un plan.

Propozitia 1. Lungimea proiectiei unui segment A8 pe un plan a este egald cu produsul dintre lungimea
segmentului si cosinusul unghiului format de dreapta suport a segmentului 4B cu planul a.

Demonstratie. Demonstram cazul cand 4B intersecteaza planul intr-un punct C.
Notdm A4'B’ proiectia segmentului 4B pe planul o.

Construim, in planul (ACA"), prin B, paralela la A'B'si notdm cu D intersectia
acesteia cu 4A4'. Se formeaza dreptunghiul BB'A'D, in care BD = A'B'. Unghiul o /

dintre AB si planul o este ¥4CA" = ¥ABD (corespondente), iar in triunghiul | O S PO

. . BD .
dreptunghic ABD obtinem cos(XABD) = B’ deci BD = AB-cos(¥A4BD) sau
A'B' = AB-cos(¥4CA"). Afirmatia ramane adevarata si pentru AB || o si AB L a.

Elemente ale geometriei in spatiu 175 s




Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 2. Proiectia triunghiului 4BC pe planul o este triunghiul DBC in care
DB=2.3 cm, BC=4 \/§ cm si KBDC =90°, iar AD = 6 cm. Determinati
masurile unghiurilor formate de dreptele AB si AC cu planul a.

E Solutie. Triunghiul BCD este dreptunghic (<BDC =90°), DB =2 V3 cm,

BC= 4\/§ rezultd CD = 6 cm. Din enunt, 4 ¢ o sipr, A =D, pr, B =B,
pr,C= C siatunci pr AB = DB, iar pr AC = DC. ck
Din definitie «(A4B, o) = K(AB, DB) = XABD si <(4AC, o)) = 2(AC, DC) = <ACD.

Deoarece AD L o, DB, DC — o, rezultda AD L DB si AD 1 DC, iar triunghiurile ADB si ADC sunt dreptunghice.
AD
int hiul ADB, XADB = 90°; tgXABD =——=—"7==
n triunghiu g DE 2 \/7 V3.
Atunci, <4BD = «(4B,0.) = 60°. In triunghiul ADC, <ADC =90°, AD = DC =6 cm si XACD = %(AC, o) = 45°.

Aplicatia3. Fie ABCD un romb cu BD = 12 cm si £ un punct exterior
planului rombului, astfel incat dreptele £E4A = EC = 12 cm,
EB = ED, iar EA face cu planul rombului un unghi de 30°.

a) Calculati proiectia segmentului £4 pe planul rombului.

b) Calculati proiectia segmentului £4 pe planul (EBD). 4 A

¢) Calculati masura unghiului format de dreapta £B cu planul (4BC)

Solutie. Fie {O} = AC N BD , intersectia diagonalelor rombului, deci £O este mediana in triunghuirile isoscele
EAC si EBD, prin urmare este si inaltime. Atunci, £O L AC si EO L BD, deci EO L (ABC) si pr i pc,AE = AO,
DrupcyEB = BO, prin urmare <(AE, (ABC)) = KEAO, iar «(BE, (4BC)) = KEBO.

3
a) Cum «(4E, (ABC)) = 30°, rezultd A0 = AE-cos 30°= 12- % =6+/3 em.

b) Diagonalele rombului sunt perpendiculare, deci AO L BD. Am aratat cd EO L (ABCD) si AO inclusa in
(ABCD), de unde EO L AO. Rezulta ca AO L (EBD) (este perpendiculard pe doud drepte concurente din acest
plan), deci pr gy, EA = EO.

Triunghiul £OA este dreptunghic si EO se opune unghiului de 30°, de unde £O = 6 cm.

Am demonstrat ¢ pr -, £B = BO si deducem cé@ «(BE, (4BC)) = <EBO.

Triunghiul dreptunghic EOB are catetele BO = EO = 6, deci <EBO = 45°.

Tema de portofoliu

1. Demonstrati ca nu exista o piramida hexagonala regulata care sa aiba fetele laterale triunghiuri echilaterale.
2. a) Determinati cosinusul unghiurilor formate de muchiile laterale ale unui tetraedru regulat de muchie a,
cu planul bazei, folosind Propozitia 1.
b) Determinati cosinusul unghiurilor formate de muchiile laterale cu planul bazei intr-o piramida patrulatera
regulata cu fetele laterale triunghiuri echilaterale de muchie a.
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it(:)}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Desenati paralelipipedul dreptunghic n Pe planul triunghiului dreptunghic ABC cu
ABCDEFGH. Numiti: oo .
a) proiectia dreptei AF pe planul (BCF) FA=90% AB=AC=4 V3 cm, se ridica 8
si unghiul dreptei AF cu planul (BCF); perpendiculara 74 astfel incat 74 = 2~/2 cm,
b) proiectia dreptei BH pe planul (4CD) iar N este mijlocul segmentului BC.
si unghiul dreptei BH cu planul (4CD); a) Demonstrati ca BC L (ANT).
¢) proiectia dreptei CE pe planul (4DE) b) Calculati masurile unghiurilor «(47, (4BC)),
si unghiul dreptei CE cu planul (ADE). A(AT, (ANT)), 4(AB, (ANT)), «(NT, (4BC)).
n Se considerd prisma ' C n Dreptele AM si DN sunt perpendiculare pe
triunghiulara regulata dreapta V4 planul hexagonului regulat ABCDEF’, punctele
ABCA'B'C' cu AB = AA', M si N fiind situate de o parte si de alta a pla-
AM 1. BCsiA'M' 1 B'C". nului (ABC), AM = DN = AB = a.
a) Numiti unghiul format A C a) Realizati un desen care sa corespunda
de dreapta AC' cu planul M datelor problemei.
(BCC). B b) Demonstrati ca punctele M, A, N, D sunt
b) Determinati masura unghiului format de varfurile unui paralelogram.
dreapta A'B cu planul (4BM). ¢) Determinati masurile unghiurilor «<(MN,
¢) Determinati <(4M, (BCC")), <(BM, (AMM')) (4BC)), %(MA4, (4BC)), %(4D, (BCE)).
d) Demonstrati ca n Unghiul drept AOB se A
L(AC', (ABC)) = «x(A'B, (A'B'(")). proiecteaza pe planul o 0 é B
E¥ in paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’, si se obtine unghiul drept IZI
. A'O'B'. Se stie ¢ca OA ¥ o. - !
AB = BC= 932 em, iar AC'= 12+/3 em. ) Demonstrati ¢ -
a) Demons‘Fra‘glvcaAC'=2. -AA'. 04’ L (OB'0) b O’ B’
b) Calculati masura unghiului format de b) Demonstrati ci OB L (0'", OA)

dreapta AC' cu planul (4BC).

n ABC este un triunghi dreptunghic, <BAC =90°, n
iar BB' si CC' sunt perpendiculare pe planul

¢) Demonstrati ca OB || a..

Dreapta AB formeaza ]
cu planul o un unghi

acestuia. Stiind ca B4 si C'4 fac unghiuri de de 30°. Proiectia A'B’, M
60°, respectiv 45°cu planul (4BC), BB =3 V3 em, a segmentului 4B pe o,

L
) ¢

C'C =2 cm, calculati: are lungimea de 24 cm.
a) lungimile proiectiilor segmentelor AB’, AC’ a) Calculati lungimea segmentului AB.
pe planul trunghiului ABC; b) Calculati lungimea proiectiei segmentului
b) aria triunghiului ABC. AB pe dreapta BB'.
B Piramida SABCD are toate m Pe planul triunghiului dreptunghic ABC
muchiile de 6 cm. se ridica perpendiculara, in mijlocul M al
a) Determinati pr ¢S, c ipotenuzei BC, pe care se fixeaza punctul N
P ascySAs DY 4pcySB. astfel incat MN = § cm. Stiind ca AB=A4C =
b) Calculati masurile A B 6+/2 cm, calculati:
unghiurilor triunghiului SAC. a) lungimea proiectiei segmentului AN pe
¢) Demonstrati ca DB L (SAC). planul (BCN);
d) Determinati «(S4, (4BC)), <(SB, (S4C)). b) lungimea proiectiei segmentului AC pe
planul (AMN).
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L3. Unghi diedru, unghi plan corespunzator unghiului diedru, unghiul a doua plane,
plane perpendiculare

In plan, multimea tuturor punctelor situate de aceeasi parte a unei drepte se numeste semiplan.
Daca dreapta d este inclusa 1n planul o, aceasta determinad doud semiplane.

Geometria in spatiu este unul dintre modelele matematice

IZl cele mai utilizate in practica. Priviti casele din imagini si
observati cateva din planele care le delimiteaza: planele
peretilor, planele din care pot fi identificate portiuni, pe
suprafata acoperisului.

Apar In mod natural Intrebarile. Cum putem caracteriza inclinarea lor, unul fata de altul? Putem vorbi despre
Hunghiurile formate de doud plane*?
Planele notate pe desene sunt secante, doua cate doua, adica au o dreaptd comuna.

Consideram doua plane care se intersecteaza dupa dreapta AB. Dreapta de
g intersectie Imparte fiecare plan in cite doud semiplane. Obtinem astfel, o
constructie geometricd de bazd a geometriei in spatiu, formatd din doud
semiplane, provenite din plane diferite, care au ca margine o dreapta comuna.
Vizualizati pe figura alaturata:

Definitia 1. Figura geometrica formata de doua semiplane, marginite de aceeasi dreapta, se numeste unghi
diedru sau, mai scurt, diedru.

Dreapta comuna a celor doud semiplane se numeste muchia

diedrului, iar semiplanele se numesc fetele diedrului.

d_H Observatie. Dacd in planul o consideram dreapta d < o,
iar 4 §i B sunt doud puncte ale planului, situate de o parte
si de alta a dreptei d (segmentul 4B are un punct comun cu
d), notam cu a, semiplanul delimitat de dreapta d, care contine punctul 4 si cu o, semiplanul
delimitat de dreapta d, care contine punctul B. In practica, se folosesc notatiile: o, = (d, 4 si d /5°
o, = (d, B, evidentiind dreapta care delimiteazd semiplanul si un punct exterior dreptei, pe care
acesta 1l contine.

Exemplu. Planele a si  se intersecteazd dupa drepta d si genereaza semiplanele a.,, o, respectiv A
B, si 3, . Fiecare pereche de semiplane, astfel fomate, este un unghi diedru. Planele secante o si c
B determind patru unghiuri diedre: <(a,, B,), <(a,, B,), <(a,, B,) si Z(a,, B,).

Propozitia 1. Pe muchia d a unghiului diedru <«(a, B) consideram punctele 4
si B prin care construim planele y, 1 d siy, L d. Notam AD si AE semidreptele
de intesectie ale planului y, cu diedrul si cu BF si BG semidreptele de
intersectie ale planului vy, cu diedrul.

Atunci, ¥DAE = <FBG.

Demonstratie. Diny, L dsi y, L d, rezultay, Il y,.

Planele paralele v, si y, sunt tdiate de o dupa dreptele AD || BF si de 3 dupa
dreptele AE || BG. In consecinti, <DAE si <FBG au laturile respectiv
paralele, deci sunt congruente.
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Definitia 2. Se numeste unghi plan al unui unghi diedru unghiul determinat de intersectia fetelor diedrului
cu un plan perpendicular pe muchia comuna.
Definitia 3. Masura unui unghi diedru este egala cu masura oricarui unghi plan al unghiului diedru.

Observatie. 1) Propozitia I ne asigura cad masura unghiului plan corespunzator unui

diedru nu depinde de punctul in care construim planul perpendicular pe muchia acestuia.

2) Semidreptele care formeaza unghiul plan al unui diedru sunt perpendiculare pe

muchia diedrului.

Observatia de mai sus ne ofera urmatorul algoritm de constructie a unghiului plan X/ /
corespunzator unui diedru: 4 vn
a) Alegem, pe muchia diedrului, un punct convenabil.

b) in fiecare din fetele diedrului, prin punctul ales, construim cate o semidreapta, perpendiculara pe muchie
¢) Unghiul determinat de cele doua semidrepte este unghiul plan al unghiului diedru.

Aplicatia 1. a) Construiti unghiurile plane corespunzatoare diedrelor formate de planul bazei si fetele unei
piramide patrulatere regulate. b) Calculati masura acestor unghiuri diedre stiind ca inaltimea
piramidei este jumatate din latura bazei.

Solutie. a) Pentru diedrul format din semiplanele (4B, C si (4B, V alegem E mijlocul
segmentului 4B. Deoarece triunghiurile ABV si ABO sunt isoscele, rezultd VE L AB,
EO 1 4B, adica unghiul plan al unghiului diedru este <VEO.

b) Din ipoteza, VO = %AB ,lar ABCD este patrat, deci OF = %AB (apotema patratului).

Considerand AVOE, dreptunghic in O (VE L EO), acesta are catetele congruente, deci
AVEO =45°.
Pentru planele secante a si 3 cu o N B = d putem defini masura unghiului format de ele astfel:

Definitia 4. Masura unghiului dintre doua plane neparalele este cea mai mica valoare a masurilor unghiurilor
plane ale unghiurilor diedre formate.

Observatie. Doud plane secante formeaza doua perechi de unghiuri diedre cu aceeasi masura si doua perechi
de unghiuri diedre suplementare.

Prin conventie, masura unghiului a doua plane paralele este 0°.

In una din lectiile anterioare, am definit perpendicularitatea a doud plane, astfel: Doud plane secante sunt
perpendiculare daca o dreaptd, inclusa in unul dintre ele si perpendiculara pe dreapta comuna, este perpendiculara
pe celalalt plan. Deducem ca masura unghiurilor diedre formate de plane perpendiculare este de 90°, adica
masura unghiului a doud plane perpendiculare este de 90°.

Concluzie. Masura unghiului a doud plane este un numar din intervalul [0°, 90°].

Suntem acum Tn masurd sa facem o noud caracterizare a perpendicularitatii a doua plane, cunoscuta, de regula,
ca definitie a acestei notiuni.

Definitia 5. Doua plane sunt perpendiculare daca masura unghiului format de ele este 90°.

Remarca. Urmatoarele rezultate sunt consecinte imediate ale perpendicularitatii planelor, foarte utile in

rezolvarea problemelor.

1. Doua plane secante sunt perpendiculare daca determina unghiuri diedre drepte.

2. Daca un plan contine o dreapta perpendiculara pe alt plan, atunci cele doud plane sunt perpendiculare.

3. Daca doua plane sunt perpendiculare si o dreapta situata intr-unul dintre ele este perpendiculara pe intersectia
planelor, atunci aceasta dreapta este perpendiculara pe celdlalt plan.

4. Daca doud plane sunt perpendiculare, iar printr-un punct al unuia dintre ele se construieste o dreapta
perpendiculara pe al doilea, atunci aceasta este continuta in primul plan.
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WIBASIUNEY I La cerintele urmitoare alegeti varianta corecta; doar un raspuns este corect.

1. Se considera piramida regulata SABCD si punctele M, N
mijloacele muchiilor BC, respectiv AD.

IZl a) In desen, este marcat cu rosu unghiul plan corespunzitor
unghiului format de planele:

A. (SAD)si (SAB) | B.(SAD)si (SBC) |C. (SAD)si (SCD)

b) In desen, este marcat cu verde unghiul plan corespunzitor unghiului format de planele:

A. (SBC)si(SCD) |B. (SBC)si(SAB) |C. (SBC)si(4BD)

2. VABC este o piramida regulata, V'O este inaltimea sa, iar y
AO N BC = {M}.

a) Unghiul plan corespunzator diedrulul determinat de semiplanele

(OV, M si (VO, B este: 4 c
7~
M
A. V04 B. «VOB C. «BOM )
b) Unghiul plan corespunzator diedrulul determinat de semiplanele (BC, 4 si (BC, V este:
A. XVBA B. «VMA C. xrc4
8 ¢) Masura unghiului planelor (VOA) si (VOB) este:
A. 60° B. 90° C. 120°
: 4 . . .
@S’ Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
n Desenati pe caiete o prisma triunghiulara a Fie cubul ABCDEFGH. Calculati masurile
regulatd ABCDEF. unghiurilor formate de planele:
a) Identificati unghiurile diedre determinate a) (4BCD ).51 (BCGF) b) (4BE) Sl (4DH)
de urmatoarele perechi de fete: (BCFE) si ©) (jg g) $1 fg G) d) Efgg) $1 (;g H)
(ACFD), (ABED) si (BCFE). ¢) (4BD) si (ADF) ) (ACG) 51 (BDF)
b) Marcati, pe desen, cate un unghi plan n Un Paralehp lPed (.lrep.) -
UL . . unghic are dimensiunile D’ c'
corespunzator diedrului pentru fiecare caz. :
a) _ o , AB=63cm, BC=6cm L 4
a a) Desenati dreptunghiurile ABCD si CDEF, ) A Do Zlc
ituate in plane diferite. Identificati i Ad'= 23 em.
situa .e in plane diferi f:. e.n i ca,.l un a) Numiti doud dintre -+
unghi plan corespunzator diedrului format. unghiurile plane corespunzatoare diedrului
b) Daca triunghiul ADE este echilateral, format de semiplanele (DD', 4 si (DD, B).
aflati masura unghiului format de planele b) Calculati masura unghiului format de
dreptunghiurilor. planele (DD'A) si (DD'B).
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Piramida patrulatera regulatd SABCD are
muchia bazei de 10 cm si muchia laterala

S\E cm.

a) Identificati diedrele corespunzatoare
urmatoarelor perechi de fete: SBC si ABCD;

SAD si ABCD; SBC si SAD

b) Determinati masura unghiului format de
planele (SAD) si (ABC).

¢) Determinati masura unghiului format de

In figura aldturata,

¥(a, b) este unghiul plan

corespunzator diedrului

(0, B), iar (b, c) este

unghiul plan corespun-

astfel Incat <(a, b) <45°, «(b, c) <45°.

a) Demonstrati ca semidreptele a, b, ¢ sunt
coplanare.

b) Demonstrati ca masura diedrului (o, y) este
egald cu suma masurilor diedrelor (o, ) si

Fie ABCD un tetraedru regulat de muchie a.

a) Demonstrati ca intr-un tetraedru regulat,
oricum am alege doua fete, masura
diedrului determinat de ele este aceeasi.

b) Calculati cosinusul unghiului format de

Prisma regulata ABCDEF are muchia bazei

36 cm.

a) Demonstrati ca DB = DC.

b) Stiind c& masura unghiului format de

planele (DBC) si (ABC) este de 60°,

planele (SAD) si (SBC).
I i
1’
zator diedrului (B, v),
B ).
planele (ABC) si (BCD).
calculati inaltimea prismei.

Fie ABCDEF o prisma triunghiulara regulata,

cuAB =18 cm si AD =9 cm. Calculati masura

unghiului format de planele (DBC) si (ABC).

In prisma triunghiulara regulati ABCA'B'C',

latura bazei este de 16 cm, DE este linie mijlo-

cie a triunghiului ABC, D € 4B, E € AC, iar

masura unghiului format de planele (4'DE) si

(ABC) este de 60°.

a) Desenati prisma si completati desenul cu
planul (4'DE).

b) Aratati cd A4" =12 cm.

¢) Calculati masura unghiului planelor (4'DE)
si (B'C'ED).

Elemente ale geometriei in spatiu

Patratele ABCD si ABEF sunt situate in plane
diferite si determina un diedru cu masura de 70°.
a) Marcati un unghi plan E
corespunzator acestui
diedru.

b) Realizati desenul pe
caiete, apoi marcati
unghiul format de
planele (4BC) si (DCE).

¢) Calculati masura unghiului format de
planele (4BC) si (DCE).

Patratul ABCD si trapezul dreptunghic ABMN,

cuAdB|| MN si <BAN=90°, sunt situate 1n plane

diferite si determind un diedru cu masura de 30°.

Stiind ca 4B = AN = 12 cm, aflati:

a) masura unghiului format de planele (4BC)
si (CDN);

b) masura unghiului format de planele (4BN)
si (CDM).

Unghiul diedru determinat de semiplanele

corespunzatoare patratelor ABPM si ABQON are

masura de 60°.

a) Demonstrati ca AMNBPQ este o prisma
regulatd, cu toate muchiile congruente.

b) Calculati tangenta unghiului format de
planele (APQ) si (BPQ).

Fie VABCD o piramida patrulatera regulata, cu

toate fetele laterale triunghiuri echilaterale,

AB =24 cm. Calculati:

a) cosinusul unghiului format de planele
(ABC) 51 (VBC).

b) sinusul unghiului format de planele (VAC)
si (VBQO).

Desenati un cub ABCDEFGH. Demonstrati,

folosind masura unghiului plan corespunzator

unui diedru, ca:

a) (ABC) L (BCF)

b) (ADH) L (CDG)

¢) (ACG) L (BDF)

Triunghiul echilateral P4B si triunghiul drept-

unghic isoscel QAB, <A0B = 90° sunt situate

in plane diferite, AB = PQ = 30 cm, iar M este
mijlocul laturii 4B.

a) Calculati masura unghiului PMQ.

b) Demonstrati cd (PAB) L (QAB).
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Teorema celor trei perpendiculare

L1. Teorema celor trei perpendiculare, calculul distantei de la un punct la o dreapta

Descoperim, intelegem, exemplificam

In plan, constructia perpendicularei dintr-un punct pe o dreapt se realizeazi cu ajutorul M

echerului. Astfel de constructii se pot realiza daca distantele sunt suficient de mici sau

dacad instrumentul este suficient de mare. d >y
Geometria 1n spatiu complica problema, in sensul ca ori planul este greu de

materializat, ori distantele dintre punct si dreapta sau dintre punct si plan sunt Me

4 _H mari. Nu se poate lucra cu instrumente destul de mari pentru a determina
perpendiculara dintr-un punct al acoperisului unei case la o dreapta care
margineste fundatia. d
Teorema celor trei perpendiculare ne ajuta sa determinam distanta de la un

punct la o dreaptd, in spatiu.

Teorema celor trei perpendiculare. Consideram un plan o, un punct A¢a si o dreaptd d  a.
Daca 44" L a, A" e o si A'B L d,B e d, atunci AB L d.

Demonstratie. Din AA" | a, rezulta ca dreapta A4' este perpendiculara pe

orice dreapta din plan.

In particular, 44'L d sau d 1. AA'. Dar, d 1 A'B, adici d este perpendiculara N

H_H pe dreptele concurente A4’ si A'B; prin urmare, este perpendiculard pe planul N @/
determinat de ele. Am obtinut d 1 (4'AB), iar cum AB < (A'AB), rezulta d 1 AB. B d

Stim sa aplicam, identificdm conexiuni

Aplicatia 1. Pe planul dreptunghiului ABCD, cu laturile AB = 5,
AD = 12, 1n varful 4, se ridica perpendiculara AM,
astfel Incat AM = 12.
a) Calculati distanta de la M la latura BC.
g b) Construiti perpendiculara din puntul M la diagonala BD.
¢) Calculati distanta de la punctul M la diagonala BD. AL~ B

Solutie. a) Din ipoteza, MA 1 (ABCD), AB L BC si BC < (ABCD). Aplicam teorema celor trei perpendi-
culare si rezultd MB 1. BC. Prin urmare, d(M, BC) = MB. In triunghiul dreptunghic 4BM, aplicim teorema lui
Pitagora si MB = N AM? + AD* =13 .

b) Construim AN L BD, N € BD. Atunci, MA 1 (ABCD), AN 1 BD si BD c (ABCD), adica ipotezele teoremei
celor trei perpendiculare, din care rezulta MN L BD.

¢) in triunghiul dreptunghic ABD iniltimea din A este AN = M In acelasi triunghi, cu teorema lui
60
Pitagora, obtinem BD = v AB* + AD* =13 . Revenind la iniltime, AN = IER

N / 12
In triunghiul dreptunghic AMN, MN = N AM 24 AN? = 3 V194
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Aplicatia 2. Consideram paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH cu AB =a, BC=bsi AE = c.
Calculati distantele de la varful 4 la diagonalele paralelipipedului.

Solutie: Diagonalele paralelipipedului dreptunghic sunt: AG, EC, BH, DF. £ H
Ne intereseaza distantele de la 4 la BH, DF si EC. '

Diagonala EC a paralelipipedului este si diagonala a dreptunghiului ACGE, } Q MIF G £ 0 <
AN A
sectiunea diagonala. Laturile dreptunghiului sunt £4 = c s1 AC = ~ a+b>. ./ p c
ac Ay e ¢ HF
Triunghiul AEC este dreptunghic si d(4, EC) = W . P35 C i
a +b +c

Distanta de la 4 la diagonalele DF si BH se determina folosind teorema celor trei perpendiculare.

DF si BH apartin sectiunii diagonale (DBFH).

HD 1 (ABCD) si HD — (DBFH), deci (DBFH) L (ABCD), avand dreapta DB comuna.

Atunci, perpendiculara AR, din A pe BD, este perpendiculard pe (DBFH), adica AR 1 (DBFH).

Construim RT L BH, T € BH. Cum AR L (DBFH), BH — (DBFH) si RT 1. BH, rezulta, cu teorema celor trei
perpendiculare, d(A4, BH) = AT.

- _ab
In planul (4BCD), obtinem AR = , iar cu teorema catetei, DR = si BR=
Va* +b* Va +b2 \a +b2

ca’
Ja? +b* Na? +% +¢2
Cum AR L (DBFH), rezultda AR L RT, iar cu teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic ART obtinem
a\/b4 +a’b* + bt + td?
Ja? +b*Na? + b + 2
Printr-un rationament similar pentru AR L (DBFH), FD — (DBFH) si RS L FD rezulta, cu teorema celor trei
b\/b4 +a’b* + b+ Pa?

\/a2+b2\/a2+b2+c
@

Triunghiurile dreptunghice BTR si BDH sunt asemenea (U.U), de unde RT =

d(A,BH)= AT =

perpendiculare, d(4, FD) = AS. Prin calcul, d(4,DF)=AS =

” : N s
Tema de portofoliu % E

Rezolvati Aplicatia 2 pentru cazul particular a =12, b =5, c = 4.

Observatie: Configuratia geometricd prin care ilustram teorema celor trei perpendiculare ne ofera
si 0 tehnica de constructie pentru perpendiculara dintr-un punct pe o dreapta, in spatiu.
Comentariu. Ne intrebdm: De ce acest rezultat se numeste Teorema celor trei
perpendiculare?

Dreapta A4" 1 a, deci formeaza cu cel putin doud drepte concurente unghiuri '
drepte. ¥4A'M =90° si XAA'B = 90°, iar dreapta AB 1 d, <A'BN = 90°.

Avem deci, in ipoteza, trei unghiuri drepte care dau numele teoremei. Rezultatul & gl E
este ca al patrulea unghi este <4BN = 90°. Retinem aceastd abordare, deoarece
vom vedea ca la reciprocele teoremei, alegem alte trei unghiuri drepte dintre cele
patru, rezultand cel omis, ca fiind drept.
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o
é(:)}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Dreapta PA este perpendiculara pe planul n

patratului ABCD. Demonstrati ca:’
a) PB L BC b) PD 1L CD
¢) Daca AC N BD = {0}, atunci PO 1 BD.

a Pe planul rombului MNPQ se ridica
perpendiculara AM, iar MP N NO = {O}. m
Demonstrati ca 40 L NQ.

n Dreapta DA este perpendiculara pe planul
triunghiului isoscel ABC, AB = AC.

a) Stiind cd E este mijlocul laturii BC, demon-
strati cd DE | BC.

b) Pentru AB=20cm, BC=32cmsi DA=5cm, n
calculati aria triunghiului DBC.

n In figura alituratd, este D ' C’
reprezentat cubul 4 5
ABCDA'B'C'D'. : N
a) Demonstrati cd 4'B | BC. D """ - C [ 12 |
b) Demonstrati ca A'D'CB este

dreptunghi.

B Piramida triunghiulara
regulatd SABC are mu-
chia bazei AB =24 cm si
inaltimea SO=8+/3 cm. 4
Fie M mijlocul segmen-
tului SO, N mijlocul
segmentului AB. B
a) Demonstrati ca MN | AB. m
b) Calculati lungimile segmentelor MN si MA.

n Se considera triunghiul dreptunghic MAB, cu
LAMB =90°, MA =16 cm, AB =20 cm.
Perpendiculara, in varful M, pe planul triun-
ghiului, contine punctul N si MN =72 cm. m
Aflati distanta de punctul N la dreapta AB.

n Pe planul patratului CDEF de laturd 9 cm, se ri-
dica perpendiculara CM, CM = 12 cm. Calculati:

a) distantele de la punctul M la laturile patratului;
b) distantele de la punctul M la diagonalele pa-
tratului.

n In varful 4 al triunghiului echilateral ABC, de
latura a, se construieste perpendiculara PQ m

pe planul triunghiului, P4 = Q4 = 3761 , iar

punctul D este mijlocul laturii BC.
a) Demonstrati cd PD L BC.
b) Demonstrati ca BC L (DPQ).
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¢) Calculati aria si perimetrul triunghiului DPQ.

Fie triunghiul dreptunghic ABC, cu %4 = 90°,

AB=6cm, AC=8 cm. Stiind ca O este mijlocul

laturii BC si OP L (ABC), OP =4 cm, calculati

distanta de la punctul P la laturile triunghiului.

Dreapta MA este perpendiculard pe planul

rombului ABCD, iar MA = AB = BD = 6 cm.

Calculati:

a) distanta de la punctul M la diagonala BD;

b) suma distantelor de la punctul M la laturile
rombului.

Fie ABCDEFGH un cub, punctele M, N, P

mijloacele muchiilor EH, AD, respectiv BC si

O mijlocul segmentului MP. Demonstrati ca:

a) MP 1 BC; b) MP 1 EH,

¢) AD L (MNP); d) AO L MP.

ABCD este un trapez, AB || CD,

AD=BC=CD=12cm, AB =24 cm.

Pe planul trapezului, se considera perpendiculara

EA, astfel incat EA = 12 cm. Calculati distantele

de la punctul £ la dreptele CD, respectiv BC.

Pe bisectoarea unghiului <(xOy), se considera
punctul 4 # O si fie A4" L (xOy). Demonstrati
ca distantele de la punctul A4' la laturile
unghiului sunt egale.

VABCD este o piramida patrulatera cu toate
muchiile congruente, punctul £ este mijlocul
muchiei V4, iar VO este 1ndltimea piramidei,

VO =82 cm. Aflati distanta de la punctul £
la diagonalele bazei piramidei.

Pe planul triunghiului ABC, <4 =90°, se consi-
dera perpendicularele AD si BE cu AD = BE.
a) Demonstrati ca triunghiul CDE este
dreptunghic.
b) Pentru AC = 3+/7 cm, CD = 12 cm si
EC=1,5 dm, calculati:
b,) distanta de la punctul B la planul (4DC);
b,) distanta de la punctul B la dreapta DC.
Punctul 7 este centrul cercului inscris Tn
triunghiul ABC. Pe perpendiculara in / pe
planul triunghiului se fixeaza un punct M,
M ¢ (ABC). Demonstrati ca
dM, AB) =d(M, BC) =d(M, AC).
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L2. Reciproce ale teoremei celor trei perpendiculare, calculul distantei dintre doua plane paralele

Pornind de la o teorema, pe care o numim teorema directd, putem formula un alt enunt, in care ipoteza

contine concluzia teoremei directe, iar concluzia noului enunt este ipoteza sau o parte a ipotezei

teoremei directe. Un astfel de enunt se numeste reciproca teoremei directe.
Reciproca unei teoreme poate fi adevarata sau falsa. Daca reciproca este adevarata, atunci se numeste

teorema reciprocd.

Descoperim, intelegem, exemplificam

Pornind de la teorema celor trei perpendiculare, putem formula doua reciproce, ambele adevarate, adica doua

teoreme reciproce.

Consideram un plan o, un punct 4 ¢ a si o dreaptd d < a. Folosind notatiile din desene si stiind cd 4" € a,
B, C € d, vom detalia constructia reciprocelor teoremei celor trei perpendiculare.

Teorema directa Reciproca 1 Reciproca 2
N
3
g W
§ ~—B ch
ipoteza AA' LasiABLld AA' Lo siAB Ld A'Bld, AB 1 dsiAA' L A'B
concluzie AB 1 d A'B1ld AA" L a

Teorema 1. (reciproca 1 a teoremei celor trei perpendiculare)

Consideram un plan a, o dreapta d — o si un punct 4 ¢ o. Daca 44’ L a, A'e a, punctul B € d astfel

incat AB 1 d, atunci A'B | d.

Demonstratie. Pentru a demonstra cd A'B | d, cautam un plan in care sa fie inclusa una dintre drepte si pe care

cealalta sa fie perpendiculara.

Consideram planul (44'B) cu A'B c (AA'B). Demonstram ca dreapta d este perpendiculard pe (44'B). Din
ipoteza, d L AB si este suficient sa aratam ca este perpendiculara si pe 44'. Cum A4' L a sid < a, rezultd
AA'L dsaud L AA'. Asadar,d L ABsid L AA', adica d L (AA'B), care include dreapta A'B, de unde d L A'B.

Aplicatia 1. Tetraedrul DABC, cu baza ABC, are toate fetele laterale triunghiuri isoscele cu varful D.

Aratati ca indltimea tetraedrului contine centrul cercului circumscris bazei.

Solutie. Inaltimea din D intersecteazi planul bazei (4BC) in O. Notim cu E, F,
G mijloacele laturilor AB, BC, respectiv AC. In triunghiul isoscel ABD, DE este
mediana, deci DE 1 AB. Verificam ipotezele Reciprocei 1 a teoremei celor trei
perpendiculare: DO 1 (ABC), AB — (ABC), DE 1. AB. Rezulta OF 1 AB.

Analog OF 1 BC si OF L AC, adica O este centrul cercului circumscris bazei.

Elemente ale geometriei in spatiu
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Tema de portofoliu

1) Formulati si demonstrati o aplicatie similard pentru piramida patrulatera cu fetele laterale triunghiuri
isoscele.

2) Demonstrati ca tetraedrul, avand proprietatea ca trei dintre indltimile sale intersecteaza bazele in centrele
cercurilor circumscise este tetraedru regulat.

Teorema 2. (reciproca 2 a teoremei celor trei perpendiculare) Consideram un plan o, o dreaptd d < o, un
punct 4 ¢ a siunpunct 4’ € a.. DacaA'B 1L d, B e d,AB 1 dsi AA'L A'B, atunci A4’ L o.

Demonstratie. Trebuie sa demonstram cd 44" este perpendiculara pe
doud drepte concurente din o. Din ipoteza, A4'L A'B si A'B ca si este
suficient sa demonstram ca A4’ este perpendiculara pe o a doua dreapta

din planul a.

Evident, ne concentrdm pe dreptele existente in figurd, adica asupra
perpendicularitatii lui 44" pe d. Cautdm un plan care contine una din
drepte si pe care cealaltd este perpendicular. Alegem (44'B) > AA' si
vom arata cd d L (AA'B). Din ipoteza, d L A'B, d L AB, A'B < (AA'B),

AB < (AA4'B); in concluzie d L (AA'B), in particular d 1L 44’

Am aratat ca AA' 1. A'B ,A'Bc a, AA' 1. d, d < a, de unde rezulta A4’ 1 a.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Sintezd.

1) Ipoteza prin care o dreapta este perpendiculara pe un plan reprezinta, de fapt, nu o singura ipoteza, ci o
infinitate. Aceasta ipoteza ne spune ca dreapta data este perpendiculara pe orice dreapta din acel plan. Putem
alege dintre ele acele drepte care sunt convenabile problemei.

2) Daca exista un plan care contine pe una dintre ele si pe care cealaltd dreapta este perpendiculara atunci cele
doua drepte sunt perpendiculare.

3) Pentru ca o dreapta sa fie perpendiculard pe un plan, este suficient sa fie perpendiculard pe doua drepte
concurente din acel plan.

Aplicatia 2. In tetraedrul 4BCD, iniltimile din 4 si C ale fetelor ABD si CBD sunt concurente in E, E € BD.
a) Aratati ca indltimile din A4 si C ale tetraedrului sunt concurente.

- A=

b) Aratati ca ndltimile din B si D ale fetelor BAC si DAC sunt concurente intr-un punct pe dreapta AC.

Solutie. a) AE1BD si CE L BD ne incurajeazd sa construim perpendiculara
AF1CE pentru a crea configuratia caracteristicd Reciprocei 2, a teoremei celor
trei perpendiculare, din care obtinem AF L (CBD), deci AF este indltimea, din A4,
a tetraedrului Analog, construim CG L AE, GeAE rez, rezultd CG L (ABD), adica
CG este Tndltimea din C a tetraedrului.

Cum AF si CG sunt Tnaltimi ale triunghiului CEA4, rezulta ca sunt concurente in
H, ortocentrul acestui triunghi. In consecint, inaltimile tetraedrului din 4 si C
sunt concurente.

b) Cum inaltimile A CEA sunt concurente rezulta cd EH intersecteaza dreapta AC n /, fiind perpendiculara
pe aceasta.Aratam ca DI 1 AC. Din DE | EA si DE 1 EC rezultd DE 1 (CEA), AC — (CEA) si EI 1 AC.
Aplicand teorema celor trei perpendiculare, obtinem D/ 1. AC. Analog BE | (ACE), AC — (CEA), EI 1. AC,
de unde, Bl L AC, adica ndltimile din B si D ale fetelor DAC si BAC se intersecteaza in /.
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L6,
Qﬁ)}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Punctele 4, B, C, D sunt 4
necoplanare, AB L (BCD)
siAC L CD.

a) Demonstrati ca
triunghiul BCD este
dreptunghic. B C

b) Daca d(A4, (BCD)) =8 cm si d(4, CD) =10 cm,
calculati d(B, CD).

B in configuratia alaturats, M
MA L (ABC) si
MP 1 BC, Pe BC,

MA=a-b,MP=a+b, B

a>b>0. Calculati

inaltimea din 4 P

a triunghiului ABC. C

B in centrul O al dreptunghiului ABCD se ridica
perpendiculara pe planul dreptunghiului, pe
care se ia un punct M.

a) Demonstrati ca d(M, AB) = d(M, CD) si
d(M, AD) =d(M, BC).

b) Dacd MO = 12 cm si distantele de la
punctul M la laturile dreptunghiului sunt
de 13 cm si 15 cm, calculati perimetrul
dreptunghiului.

n Dreapta MA este perpendiculara pe planul

trapezului ABCD, AB |l CD.

Se stie ca d(M, CD) = MD.

a) Demonstrati ca trapezul ABCD este
dreptunghic.

b) Pentru AB=8 cm, CD =4 cm, MD =8 cm,
MA = 43 cm, calculati:
b,) mésura unghiului ascutit al trapezului;
b,) distanta de la punctul M la dreapta BC.

B Dreapta S4 este perpendiculara pe planul para-
lelogramului ABCD. Se stie ca SA =AD =8 cm
sid(S, BC)=SC=16 cm.

Calculati suma distantelor de la punctul S'la
laturile paralelogramului.

n Fie xOy un unghi, P un punct exterior planului
unghiului si PA L (xOy), A € Int <xOy.
Daca d(P,Ox) = d(P,Oy), demonstrati ca
punctul 4 apartine bisectoarei unghiului xOy.

Elemente ale geometriei in spatiu

Triunghiul dreptunghic ABC cu €4BC = 90°
si dreptunghiul BCDE sunt situate in plane
diferite, iar AC 1. CD.

Demonstrati ca 4B L (BCD).

Punctele S, 4, B, C sunt necoplanare, iar triunghiul

ABC este echilateral, cu latura de 18 cm.

Se stie cd SB=SC=15cm, S4A =12 cm, iar M

este mijlocul segmentului BC.

a) Aflati lungimea segmentului SM.

b) Calculati distanta de la punctul S la planul
(4BO).

¢) Demonstrati ca indltimea piramidei si inalti-
mea din 4 a triunghiului ABC sunt concurente.

Semidreptele OA4, OB, OC sunt perpendiculare

doua cate doua, O4 = OB = OC, iar M este

centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

a) Demonstrati ca OM L (ABC).

b) Pentru OA4 =4 cm, calculati distanta de la

punctul O la planul (4BC).
In desenul de mai jos, punctele 4, B apartin
cercului &(O, R), astfel C

incat AB = 120°si

AB = 10\/§ cm. Punctul

C este exterior planului ‘
cercului, triunghiul ABC \"
este echilateral, iar ‘

CO=10~/2 cm.

a) Calculati raza cercului.

b) Determinati natura triunghiului COD,
punctul D fiind mijlocul segmentului 45.

¢) Demonstrati ca CO este perpendiculara pe
planul (40B).

d) Daca M este proiectia punctului O pe dreapta
CD, demonstrati ca OM 1 (ABC).

Dreapta PA este perpendiculara pe planul
triunghiului ABC si PB=4 cm, PC=4 J2 em,
BC=4cm.

a) Demonstrati ca triunghiul ABC este
dreptunghic.

b) Pentru P4 = 242 em, calculati aria
triunghiului ABC.
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TEST DE AUTOEVALUARE Se acorda 10 puncte din oficiu.
Subiectul 1.
Se considera prisma triunghiulara regulatd ABCA,B,C,, AB =4 cm, A4, = 6 cm si punctele M, N mijloacele

muchiilor 4B, respectiv 4,C,.

Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii.
5p | 1. Planele (C,4B) si (ABC) formeaza un unghi cu masura de 45°.
5p | 2. Oricare ar fi punctul P, situat pe muchia CC|, triunghiul PAB este isoscel.
5p | 3. Dreapta A, M este paraleld cu planul (BCN).
5p|4. AM-3=BN-2.
Subiectul al I1-lea.

Fie triunghiul dreptunghic 4BC in care <4 =90°, AB=2./3 cm, A B
AD este ndltime, AD =./3 ¢cm si punctul G centrul de greutate a) d(P, BC) 1) V3 em
al triunghiului. Dreapta AP este perpendiculard pe planul triun- 2) ﬁ om
ghiului, AP =1 cm. b) PG 3 1%m
Asociati fiecarei litere din coloana A, cifra corespunzatoare
din coloana B, asa incdt sa obtineti propozitii adevarate. ¢) d(C, (PAD)) 4) 25cm
5) = cm

Pentru fiecare asociere corecta se acorda 5 puncte. &) dd, (PBCY) o 23\/§

’ cm

Subiectul al I1I-lea. La problemele urmdatoare, se cer rezolvari complete.

p
10p
10p

10p
15p

188

1. Paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH are dimensiunile AB =6 2 cm, BC =6 cm si
AE =63 cm.
a) Realizati un desen care sa corespunda datelor problemei.
b) Calculati lungimea proiectiei segmentului AH pe planul (BDH).
¢) Determinati masura unghiului format de dreapta BH cu planul (4ACD).
2. Fie ABCD un tetraedru regulat, punctul M, mijlocul muchiei AC si punctul £, simetricul punctului
C fata de punctul D.
a) Demonstrati cd AE | (BDM).
b) Calculati sin u - cos u + tg u, unde u este masura unghiului dreptelor 4D si BE.
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Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul corpurilor geometrice
studiate

a Avrii si volume ale unor poliedre

a Arii si volume ale unor corpuri geometrice rotunde
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Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul corpurilor geometrice
studiate

L1. Calcularea unor distante pe fetele sau in interiorul corpurilor studiate

Teorema celor trei perpendiculare cu reciprocele ei completeaza instrumentele pe care le avem la dispozitie
pentru a calcula unele distante pe fetele sau in interiorul unui poliedru: distanta de la un varf la o muchie sau
la o diagonala a bazei, distanta de la un varf al bazei la o fata laterald, distanta de la centrul bazei la 0 muchie
sau o fata laterala.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

A. Calculul distantelor pe fetele poliedrelor
Calculul distantelor intre doua puncte, intre un punct si o dreapta, intre doud drepte situate in planele fetelor,
reprezintd o problema de geometrie plana.

Aplicatia1. ABCDA'B'C'D’ este prisma dreapta cu baza trapez isoscel, AB | CD, AD=CD =a si AB=2 CD,
iar AA' = b. Calculati distanta de la varful 4 la CD, BC, A'B' si A'D'.

Solutie. In planul (4BCD), fie O mijlocul bazei mari.

Atunci, DC = OB, DC || OB, deci DCBO este paralelogram, de o c'

unde DO = BC = a. Triunghiul ADO este echilateral de latura  Ax B

a3 |
5

In triunghiul BAC, <ABC= 60°, <BAC=30°, deci xACB = 90°.

Atunci, d(4, BC)=AC = a+/3 . In prisma dreapt, fetele laterale

sunt dreptunghiuri, deci 44" L A'B’, iar d(4, A'B") = AA'= b.

Analog, AA" 1 A'D"), iar d(A, A'D")) = AA'= b.

E a si AO || CD. Atunci, d(4, DC) = d(E, DC) = DE =

B. Calculul distantelor in interiorul corpurilor studiate
Aflarea distantelor dintre doua puncte nesituate pe aceeasi fatd a unui poliedru, sau distanta de la un punct la o dreapta
care nu este inclusa in planul unei fete care contine punctul constituie un element specific geometriei in spatiu.

Aplicatia 2. ABCDA'B'C'D' este prisma dreaptd, cu baza trapez isoscel, F D C’
AB I CD, AD=CD=assi AB=2 CD, iar AA' = b.
e Calculati distantele de la varful 4 la:
a) muchiile B'C’ si C'D’  b) diagonalele bazei A'B'C'D'.
¢) diagonalele fetei laterale BCC'B'.

Solutie. a) Pentru construirea perpendicularei dintr-un punct pe o dreapta situata intr-un
plan, folosim teorema celor trei perpendiculare. Prisma dreaptd are muchiile laterale
perpendiculare pe planul bazei, deci 44" L (A'B'C'D’). Detasam trapezul si folosim
instrumentele geometrice, in planul (4'B'C'D'), pentru a construi perpendicularele 4'C",

E A'D' si A'F pe dreptele, C'B’, D'B'si. D'C'. Triunghiurile A'C'B' si A'D'B’ si A'FD' sunt
dreptunghice, iar triunghiul 4’ D' O’ este echilateral, cu O’ mijlocul lui4'B’. Din4A'F L D'C",
rezultd A'E'D'F este dreptunghi, unde £’ este mijlocul segmentului A'O'.
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Asadar, A'F=D'E'==""2_4'D'=aq,iar A'C'=a\3.

a3
2

Avem: AA' L (A'B'C'D"), C'B'c (A'B'C'D') D A'C',A'C' L C'B".

Aplicand teorema celor trei perpendiculare, rezulta AC'L C'B’, deci d(4, C'B") = AC' =

=3a’+b” .

Analog: AA" 1L (A'B'C'D"), D'C'c (A'B'C'D") D A'F, A'F 1. D'C'. Aplicand teorema celor

\3a’® +4b°
—

b) AA’'L (A'B'C'D"), A'D', D'B' = (A'B'C'D') si A'D' L D'B'. Rezulti AD'L D'B' si
d(A,D'B'Y=AD' = \Ja’ +b* . Evident, d(4, A'C") = AA' = b.

trei perpendiculare, rezultd ca AF L D'C', deci d(A4, D'C") = AF =

¢) Diagonalele fetei BCC'B’ sunt CB' si BC'. "
Amintim cd AC L CB si AC 1 CC" (deoarece CC' L (ABCD) si (ABCD) o AC), asadar "
AC 1 (BCC'B"). Atunci, d(4, CB') = d(4, (ABCD)) = AC= a3 . Bl
Punctul C este piciorul perpendicularei din 4 pe planul (BCC'B'). in planul fetei BCC'B, ~ Qg
consideram diagonala BC' a dreptunghiul BCC'B. ¢ 4

Din C, construim CG 1 BC', G € B(C'. Aplicand teorema celor trei perpendiculare,
. A . . . . b
rezultd AG L C'B sid(A, C'B ) = AG. In triunghiul dreptunghic BCC', CG este Tnaltime si CG = a

3 +40° Va'+b*
din triunghiul dreptunghic ACG, rezultd AG = a- IR
a

si

Aplicatia 3. Piramida patrulatera regulatd VABCD are latura bazei « si indltimea /. Calculati distantele de la
centrul O al bazei la fetele laterale si distanta de la punctul 4 la planul (VBC).

Solutie. Piramida patrulatera regulatd are baza patrat, iar indltimea din V
intersecteaza planul bazei in centrul O al patratului. Consideram £ mijlocul muchiei
BC si avem OF 1 BC (OE este apotema patratului). Deoarece VO L (ABCD),
BC < (ABCD), sunt indeplinite ipotezele teoremei celor trei perpendiculare, deci
are loc si concluzia VE L BC.

In planul (VBC), dreptele BC si VE sunt perpendiculare. Notam cu G proiectia lui
O pe VE. Atunci, OF L BC, GE L BC si OG L GE. Aplicand reciproca a doua a
teoremei celor trei perpendiculare, rezulta OG L (VBC), deci d(O, (VBC)) = OG.

. . . h

In triunghiul dreptunghic VOE, calculam d(O, (VBC)) = OG = %.

Na® +4h

Prin B, construim dreapta d || VE. Perpendiculara din 4 pe dreapta d, se intersecteaza cu aceasta in punctul F.
Consideram planul (VCB), care contine dreptele BF si BE cu AB | BE, BE | BF, iar AF 1 FB. Aplicam
reciproca a doua a teoremei celor trei perpendiculare si rezultda AF' 1 (VCB), adica d(4, (VBC)) = AF.

Triunghiurile OGE si AFB sunt asemenea (au toate laturile respectiv paralele, deci toate unghiurile respectiv
2ah
Na® +4n’ 8
Observatie. Din considerente de simetrie, distantele de la O la celelalte fete sunt aceleasi cu distanta
calculata.

. J )
congruente), iar raportullor de asemanare este 3 In concluzie, d(4, (VBC)) = AF = 20G =

Arii si volume ale unor corpuri geometrice 191




WO UNSRHI  Alegeti litera care indicd varianta corectd; doar un rdspuns este corect.

1. Cubul ABCDA'B'C'D' are muchia de 2 cm. Atunci, distanta de la punctul 4’ la planul (BDD’) este:

A.2cm B.\/Ecm C.zﬁ cm D.4cm
2. In prisma hexagonali regulati ABCDEFA'B'C'D'E'F', AB = AA'= 12 cm. Atunci, d(E, (ACC")) este:
A. 18 cm B.16 cm C.24 cm D. 12 cm

3. Punctul S este mijlocul muchiei laterale BE, a prismei triunghiulare regulate ABCDEF,
AB =9 cm, AD = 18cm. Calculand perimetrul triunghiului ASF se obtine:

A. 92 ++/5) cm B. 9(2++/5) cm C. 922 ++/5) cm D.9(/2 +24/5) em

4. Piramida patrulatera regulata SABCD, cu baza ABCD are toate muchiile egale cu 4 cm.
Fie AE bisectoarea unghiului SAB, E € SB. Lungimea segmentului DE este:

A.4\/§ cm B.3\/§cm C.Z\/gcm D.\/gcm

6.3
é(:}g Exersim, ne antrenim, ne dezvoltim

n Efectuati calculele necesare, copiati pe caiete n Fie SABC un tetraedru regulat de muchie a si

si completati spatiile libere pentru a obtine punctele D, E, F mijloacele muchiilor 4B, BC,
propozitii adevarate: respectiv SC.
a) Cubul ABCDEFGH are muchia de 18 cm. a) Aflati d(C, (AES)) si d(E, (CDS)).

Distanta de la punctul F' la dreapta AH este b) Aratati ca DF L SC.

... CINL a Un cilindru circular drept are una dintre baze
b) Diagonalele fetelor laterale ale prismei regu- cercul G(O, r). Punctele A, B, E, F sunt situate

late ABCMNP cu AB = AM = 6 cm au lun-
gimea de ... cm.

¢) Distanta de la centrul bazei unui tetraedru
regulat cu muchia de 8 cm la o muchie
laterala este ... cm.

d) Piramida patrulatera regulatda SABCD are

latura bazei AB = 16 cm si inaltimea

SO = 8+/2 cm, iar E este proiectia punctului n Un con circular drept are varful V, iar baza
. ’ este cercul de centru O si diametru 4B.

Distanta de la centrul bazei la generatoarea
VB este de 2 cm si reprezinta jumatate din

pe cerc astfel incat AB=2-r=28 V2 cm, iar
AB si subintinde un arc cu masura de 90°.

distanta de la punctul C la dreapta EF este
46 cm. Aflati generatoarea cilindrului.

O pe muchia S4. Lungimea segmentului AE
este ... cm.

a ABCDEFGH este o prisma dreapta cu baza
patratul ABCD, AB =4 cm, AE =8 cm,
AC N BD = {O}. Calculati:
a) distanta de la punctul H la dreapta AC; n ; - s
b) distanta de la punctul F la dreapta OG; 1 dm si punctele R mijlocul muchiei AM, S

¢) distanta de la punctul G la planul (EBD). mijlocul muchiei CP, apoi {L} =AC N BD,
B Punctul M este miilocul hiei laterale AE {0}y =4P N CM, {K} = MP N NQ.
unctul A este mijlocul muchict fatetare a) Calculati perimetrul triunghiului RKO.

a paralelipipedului dreptunghic ABCDEFGH, b) Stabiliti natura patrulaterului LRKS.

AB= dl cm, Fg :,3 cm lsllirfllun,%h{uf M G ¢) Determinati distanta de la punctul R la
este dreptunghic 1soscel. Aflat1 inaltimea planul (BDP).

paralelipipedului.

conului.
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EF este o coarda perpendiculara pe diametrul

Segmentul BC este generatoare a cilindrului si

lungimea generatoarei. Aflati raza si indltimea

Se considera cubul ABCDMNPQ cu latura de




L2. Calcularea unor masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul corpurilor studiate

Fm ~
A. Unghiul a doua drepte

dl n d]_ = {A}
1. Pentru dreptele d, si d, cu d, N d,= {4}, unghiul format de ele si notat
L(d,, d,) este unghiul ascutit sau drept determinat de doua semidrepte A d
cu originea 4, generate de dreptele d, si d,.
dy
2. Pentru dreptele d, si d, cu d, N d, = @, unghiul
format de ele este unghiul format de doua drepte , dind, =9 o,
paralele cu acestea, care trec printr-un punct comun. A B g
Considerand punctul pe una din drepte, construim dy ~ do d; \\>\
doar paralela la cealaltd dreapta prin acest punct, B~ Cé sau ds
obtinand astfel unghiul format de ele. \ \
dy || di dy || da d; ||
B. Unghiul unei drepte cu un plan
1.Dacd d N a ={4}, d X a, atunci 2. Dacé'd La, at}mci 3. Dacé.d Il o, atqnci
unghiul dreptei d cu planul o, notat unghiul dreptei d cu ) unghiul dreptei d cu
«(d,, o), este unghiul format de planul o este un unghi planul o este, prin
dreapta d cu proiectia ei pe plan. drept. conventie, unghi nul.
dna={A} dla dl o
il ' :
d / |d' = prod *A
A C=pr,B
. r Qa + « Q h
<(d,a) = <BAC <(d, ) = 90° <(d, ) = 0°
C. Unghiul a doua plane
Unghi diedru sau diedru este reuniunea a doua Unghi plan corespunzator diedrului este unghiul
semiplane limitate de o dreaptd comuna numita determinat de doud semidrepte concurente si
muchia diedrului. perpendiculare pe muchia diedrului, fiecare
inclusa 1n cate unul din semiplanele diedrului.
Fetele diedrului
@& S~
Muchia diedrului ’ H—+
1. Daca planele a si 3 sunt secante, oo N = d, atunci unghiul planelor a si 3, notat %(c, B), este unghiul
plan, ascutit sau drept, corespunzator diedrului format de doud dintre semiplanele generate de dreapta d
pe fiecare plan.
2. Daca planele a si B sunt perpendiculare, atunci unghiul dintre ele este drept.
k3' Daca planele o si  sunt paralele, atunci unghiul dintre ele este, prin conventie, unghi nul. y
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Aplicatia 1. Fie ABCD un tetraedru regulat cu muchia de lungime a.
1) Calculati valoarea sinusului unghiului format de o muchie laterala cu planul bazei.
2) Calculati valoarea sinusului unghiului format de doua fete.

Solutie. In tetraedrul regulat (toate fetele sunt triunghiuri echilaterale) stim c inaltimea
dintr-un virf contine centrul cercului circumscris fetei opuse si acesta este si centru de
greutate.
Fie O = pr  pc/D. Atunci, przAD =A0, deci unghiul dintre muchia DA si planul
(ABC) este «DAO = <DAE.
Din DO 1 (4BC), OE L BC (constructie), OF, BC — (ABC), rezulta, aplicand teorema
celor trei perpendiculare, DE 1 BC, adica unghiul plan al diedrului format de fetele
BCD si BCA este <DEA. Cerintele problemei implica unghiuri din triunghiul ADE si
vom considera vizualizarea ,,2D” a acestui triunghi.

af

AE si DE sunt inaltimi in triunghiuri echilaterale, deci AE = DE = ——

EO= lAE = % si aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul DOE, obtinem

3
a6 Do 6

DO = 3 Atunci, in triunghiul ADO, sin <DAE = D3 iar in triunghiul

DO _ 22 LA Ay
DE 3

DOE, sin <DEO =

Aplicatia 2. Paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH are dimensiunile AB = 343 ¢m, AD=9 cm si
AE =12 cm. Calculati:

a) masura unghiului format de dreapta AC cu planul (BCF);

b) sinusul unghiului planelor (4BC) si (AGH).

Solutie: a) ABCDEFGH este paralelipiped dreptunghic, rezulta 4B L (BCF), deci B = prcpA. &
Deoarece Ce(BCF), deducem ca prpcpnAC = BC, iar 4(AC, (BCF))= 4(AC,BC) = 4(ACB). 3
AB

In triunghiul ABC, <B = 90° si tgxACB = BC \/35 , de unde <(AC,(BCF)) = 30°.

b) Din GH || AB, rezulta AB < (AGH) si (ABC) N (AGH) = AB. Avem AD | AB, DX: 7’1- *C
AD c (ABC), AH L AB, AH c (AGH). G
Unghiul planelor (4BC) si (4BH) este unghiul dreptelor AD si AH, adica <DAH. In triunghiul 4 B
ADH, ¥ADH =90°, AD =9 cm, HD = CG = 12 cm si aplicand teorema lui Pitagora, se obtine

HD 4
AH =15 cm, apoi sin(XDAH) = —=—
p (2DAH) s
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6.3
é(:}g Exersim, ne antrenim, ne dezvoltim

n in paralelipipedul dreptunghic ABCDEFHG,
AB =AE =6 cm si BC = 8 cm. Calculati:

a) Distanta de la centrul fetei BCGF la
diagonala AG.

b) Tangenta unghiului format de dreptele AB
si AG.

a in piramida regulatia SABC fetele laterale sunt
triunghiuri dreptunghice, iar Q este mijlocul
muchiei 4B. Determinati masura unghiului
dintre dreptele SC si SQ.

EJ ritratul ABCD de laturd 24 cm este baza
prismei drepte ABCDMNPQ , iar masura
unghiului dreptei BQ cu planul (4BM) este
egali cu u. Aratati ca u < 45°-

n Se considera paralelipipedul dreptunghic
ABCDEFGH in care AB =2 \/g cm,

BC=5cm, AE=5cm, AC N BD = {0} si
M este mijlocul muchiei 4B.
a) Aratati ca OM || (ADH).
b) Aflati masura unghiului <(DF, (4BC)).
¢) Calculati sinx((CMF), OM).

B Alegeti litera care indica varianta corectd,
doar un raspuns este corect.
Paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' are
dimensiunile AB =8 cm, BC =6 cm,
AA' =24 cm, punctele M si N sunt mijloacele
muchiilor AA4', respectiv DD'.

a) Tangenta unghiului <(MN, BC") este:

Al B.2 C.3 D.4

b) Sinusul unghiului format de diagonala BD'
si planul (4BC) este:
12 4 5 10

A — B. — C. = D. —
13 13 13 13

n Tetraedrul regulat ABCD are muchiile de
lungime 2a, a > 0, iar E si F sunt mijloacele
segmentelor BC, respectiv CD. Calculati:

a) cosinusul unghiului format de o fata laterala
cu planul bazei;
b) sinusul unghiului XEAF.

Arii si volume ale unor corpuri geometrice

Piramida patrulatera regulata SABCD are toate
muchiile de lungime b, b > 0. Aflati:

a) sink((S4D), (4BC));

b) sin«((SAB), (SBC));

¢) sinx((S4D), (SBC));

d) tgx((S40), (SCD)).

Un trunchi de piramida triunghiulara regulata
are Tnéltimea de 3 cm, perimetrul bazei mari

de 36~/3 cm, iar unghiul dintre o fata laterala
si planul bazei mari are masura de 45°.
Calculati tangenta unghiului dintre o muchie
laterala si planul bazei mari.

Muchiile laterale ale unui trunchi de piramida
triunghiulara regulata formeaza cu planul
bazei mari unghiuri de 45°. Razele cercurilor
circumscrise bazelor trunchiului au lungimile
de 6-/3 cm si3 V3 em. Aflati naltimea
trunchiului de piramida si Tndltimea piramidei
din care provine trunchiul.

Un con circular drept are baza discul de centru
O siraza de 3 cm. Distanta de la punctul O

la o generatoare este de 2,4 cm. Calculati
cosinusul unghiului format de generatoare cu
inaltimea conului.

Sectiunea axiald a unui con circular drept este
o suprafata triunghiulard cu aria J3 em2 Se

stie cd diametrul bazei are lungimea 23 em.
Aflati masura unghiului format de generatoarea
conului cu baza acestuia.

Sectiunea axiald a unui cilindru circular drept
are diagonalele perpendiculare. Determinati
masura unghiului format de una dintre
diagonalele sectiunii axiale cu planul bazei
cilindrului.

Se considera cilindrul circular drept cu bazele
&(0, A0), C(Q, OB), OA = 8 cm. Dreapta
MN este perpendiculara pe raza OA si contine
mijlocul ei, M, Ne C(O, AO). Stiind ca
distanta dintre bazele cilindrului este de 4 cm,
aflati masura unghiului dintre planul (OMN) si
planul bazei (C(0O, AO)).
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Arii si volume ale unor poliedre

L1. Aria si volumul prismei drepte

~

Unitatea standard de masura pentru arii este metrul patrat, adica suprafata unui patrat cu latura de 1 m.
Pentru exprimarea unei arii, folosim si multiplii si submultiplii metrului patrat.

In general, suprafata patratica cu latura de 1 unitate are aria 1 unitate?.

10-¢km?=10*hm? = 10-2dam? = | m2= 102dm?= 10* cm2= 10° mm?

Aria poligoanelor regulate cu latura de lungime a si aria cercului:

Triunghi echilateral | a® V3 Hexagon regulat | 3a” NE)
PP de latura a 4 de laturd a 2

Patrat de latura a a? Cerc de raza R nR2

>

Daca o suprafata F poate fi descompusa intr-o reuniune de doud suprafete
disjuncte, F| si F,, atunci aria suprafetei /” este suma ariilor suprafetelor /| si F,. 4 B
Daca F=F,U F, si FiN F, =, atunci A(F) = A(F,) + A(F,).

& J

Descoperim, intelegem, exemplificam

A. Considerente generale

Toate fetele poliedrelor sunt suprafete poligonale.

Desfasurarea in plan a unui poliedru este o suprafata formata din reuniunea mai multor suprafete poligonale
disjuncte, reprezentand fetele poliedrului (fetele laterale si bazele).

Definitia 1. Suma ariilor fetelor laterale ale unui poliedru se numeste arie laterala si se noteaza cu A,
Definitia 2. Suma ariilor tuturor fetelor unui poliedru se numeste arie totald si se noteaza cu A,

Observatie. Aria totald a unui poliedru este suma dintre aria laterala si aria bazei, respectiv bazelor poliedrului.

O definitie riguroasa a notiunii de volum apartine unui ramuri a matematicii numita teoria masurii si depaseste

cadrul acestui manual.

Unitatea standard de masura pentru volum este metrul cub, adica spatiul ocupat de un cub cu muchia de 1 m.

Pentru exprimarea unui volum, folosim, de asemenea, multiplii si submultiplii metrului cub.

102 km3=10"°hm3=10-3dam3 =1 m3? = 103dm3=10°cm3= 109 mm3

In general, cubul cu muchia de 1 unitate are volumul 1 unitate>.

Pentru aflarea volumului unui corp, folosim aproximari prin numarul minim de

cuburi care sa acopere corpul. Vom spune ca volumul corpului este aproximativ

H—H # unitati’ daca el poate fi acoperit de o constructie compacta formata dintr-o retea
de n cuburi cu latura de 1 unitate. Aproximarea este cu atidt mai buna cu cat unitatea
de masura folositad este mai mica.

Observatie: Daca un corp geometric C poate fi descompus in reuniune de doua
corpuri geometrice disjuncte, C, si C,, atunci volumul corpului C este suma
volumelor corpurilor C, si C,.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

B. Aria si volumul paralelipipedului dreptunghic
Consideram paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' cu dimensiunile AB = a, BC = b, A4’ = ¢ si ne
propunem sa identificim tehnici de calcul pentru aria laterald, aria totald si volumul acestuia.

Caracteristici Reprezentare, exemple de desfasurare

Toate fetele sunt dreptunghiuri. D C'
Muchiile laterale sunt perpendiculare pe 4 AN G
planele bazelor si sunt congruente. Di— >l Jc IZI
Orice doua fete aldturate sunt situate n plane - b

perpendiculare. A B

Segmentele BD', B'D, AC’, A'C sunt diagonale C D
ale paralelipipedului. D' D CC'
Orice doua fete opuse sunt situate 1n plane
paralele.

Orice doua fete opuse sunt congruente. A" A B B’ A’
Orice doua fete opuse pot fi considerate baze. A B’

Desfasurarea paralelipipedului dreptunghic este reuniunea dintre o suprafatd dreptunghiulara cu dimensiunile

P, (am notat cu P, perimetrul unei baze a prismei), respectiv / (am notat cu / Inaltimea prismei), si alte doud

suprafete dreptunghiulare congruente (bazele prismei).

Daca dimensiunile paralelipipedului sunt a, b, ¢, atunci intre acestea si lungimea diagonalei paralelipipedului

are loc relatia: d? = a2 + b2 + 2.

Observatie. Dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic sunt numite uneori: lungime, latime si inaltime.

Concluzii.

1. Conform definitiei, cA; = A ppyr + Apcep + Acppur ™ Ayppu» deci A, = 2ac + 2bc = (2a + 2b)c, sau
A, =P, - h, unde ‘P, este perimetrul bazei, iar / este indltimea paralelipipedului.

2. Aria totald a paralelipipedului este <A, = A, + 2cA, sau A, = 2ab + 2ac + 2bc.

3. Pentru a gasi formula de calcul pentru volumul unui paralelipiped dreptunghic, vom considera pentru inceput
cazul in care dimensiunile acestuia sunt exprimate prin numerele naturale , c
a, b, ¢, ca in exemplul urmator: B/ T M

AT R

Exemplu. Paralelipipedul dreptunghic din desenul aldturat are dimensiunile: L | o 4

AB= 6.cm, BC=2cm si AA' =4 cm. Acesta se poate descompune in 6 - 2 - 4 =48 R =

de cuburi cu muchia de 1 cm. Vom spune ca volumul paralelipipedului este 48 cm3 AT

si vom scrie U = 48 cm3. A B

Rezulta imediat ca, daca a, b, ¢ sunt numere naturale si exprima dimensiunile unui

paralelipiped dreptunghic, atunci volumul acestuia este U=a - b - c.

Considerand baza ABCD cu AB = a si BC = b, iar inaltimea paralelipipedului / = ¢, atunci U =cA, - h.

Se demonstreaza ca rezultatul raimane adevarat pentru orice valori reale pozitive ale dimensiunilor paraleli-

pipedului dreptunghic.
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C. Aria laterala, aria totala si volumul prismei patrulatere regulate
Prisma patrulatera regulatad este cazul particular al paralelipedului dreptunghic in care baza este patrat, deci
a = b. Atunci, toate fetele laterale sunt dreptunghiuri congruente si
A, =P,-h sau oA, =4ac, A=A +2A4, sau A=A+ 24 iar
V=, - h sau V=a2-c.

Aria si volumul cubului
Consideram cubul ABCDA'B'C'D’ cu muchia AB = a.

Caracteristici Reprezentare, exemplu de desfasurare
Cubul este cazul particular al paralelipipedului D' C’
dreptunghic in care a = b = c. |
Toate fetele sunt patrate. A’ D : B’
Lungimea diagonalei cubului de muchie a este ---------- —-)C
d=a\3 A B

Concluzie. Formulele de calcul se deduc din cele ale paralelipipedului dreptunghic pentru a = b = c.
Pentru cubul de muchie a, A4, =4a?, A, = 6a% V= da’.

D. Aria laterala, aria totala si volumul prismei triunghiulare drepte
Consideram prisma triunghiulard dreapta ABCDEF cu muchia BC=a, AC=b, AB=c si AD = h.

Caracteristici Reprezentare, exemplu
Bazele sunt triunghiuri congruente. de desfasurare
Toate fetele laterale sunt dreptunghiuri si sunt situate in plane perpen-
diculare pe planul bazei. 'q
Muchiile laterale sunt perpendiculare pe planele bazelor si sunt congruente. D

Prisma triunghiulara regulata are bazele triunghiuri echilaterale.
Desfasurarea prismei triunghiulare drepte este reuniunea dintre o suprafata
dreptunghiulard cu dimensiunile P, (am notat cu — “P, perimetrul unei
baze a prismei), respectiv 4 (am notat cu /4 inaltimea prismei) si doud
suprafete triunghiulare congruente (bazele prismei).

Concluzii.

1A =A, ppp+ Apcpp T Acupr=AD - AB+ BE - BC+ CF - AC=A4D - (AB + BC+ CA), decicA,=P,- h,unde
cu ‘P, am notat perimetrul bazei prismeli, iar / este indltimea prismei (egald cu B
muchia laterald).

2. A=A pep + Apepr T Acuprt Ape t Appr sau A=A+ 24, unde cu 4, 4
am notat aria unei baze.

3. Daca doua prisme au baze echivalente (cu aceeasi arie) si Tnaltimi egale, atunci |,
volumele lor sunt egale. Prin urmare:

O prisma dreaptd cu baza de arie <4, si indltimea /4, are volumul egal cu volumul 4

paralelipipedului dreptunghic pentru care aria bazei este <4, si indltimea 5.

In concluzie, U =cA, - h.

Pentru prisma triunghiulara regulatd, AB = BC = AC = a si inaltimea h, A, = 3ah, A, = A, + 24, cu
612\/5 . azh\/g

,lar U= )

4 4

’ Br C! A!

mentiunea cd 4, =
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E. Aria lateral3, aria totala si volumul prismei hexagonale regulate
Consideram prisma hexagonala regulatd ABCDEFA'B'C'D'E'F'cuAB=asiAA=h

Caracteristici Reprezentare, exemplu de desfasurare
Fetele laterale sunt dreptunghiuri congruente, iar bazele sunt P &
hexagoane regulate congruente. " . D’
Muchiile laterale sunt perpendiculare pe planele bazelor si sunt | F E
congruente. BT i
Desfasurarea prismei hexagonale regulate este reuniunea dintre (0}

N

o suprafatd dreptunghiulara cu dimensiunile P, (am notat cu
‘P, perimetrul unei baze a prismei), respectiv # (am notat cu

h 1ndltimea prismei) si doua suprafete hexagonale regulate 4 .- D b ¢
congruente (bazele prismei). B
Prisma hexagonald regulatd se ,,descompune” in 6 prisme
triunghiulare regulate cu aceleasi dimensiuni. o
D’
Concluzii. B E’
2
LA, = V3 g E D C B4
2 F'
2. A= Ayppyt Ageen t Acppot Apeppt Apppe+ Apr=
6-a- h,decicA, =P, h,unde cu P, am notat perimetrul bazei —-
prismei, iar 4 este Tndltimea prismei (egald cu muchia laterala). KE D C B 4 F

3cA=A+2A,5auA=6-a-h+ 3a*\3 | AwD
2
4.UV=cA,  hsau V= @.

Observatie. Prisma hexagonala regulata este reuniunea a 6 prisme triunghiulare regulate cu muchia bazei a,

2
prin urmare, volumul este V=6 - a };\/g .

Observatie. Formulele pe care le-am dedus pentru toate prismele particulare, nu trebuie memorate. Acestea
se deduc din datele concrete ale problemei, avand in vedere urmatoarele:

1. Aria laterala a prismei drepte este suma ariilor fetelor laterale. <A, = “P,-h

2. Aria totala a prismei drepte este suma dintre aria laterald si ariile celor doua baze. <A, = A, + 2cA4,,

3. Volumul prismei drepte este produsul dintre aria bazei si indltimea prismei. U =cA, - h.

Se considera prisma patrulatera regulata. Se noteaza a lungimea muchiei bazei, b lungimea
W00 by ol muchiei laterale, cA,, <A, <4, aria bazei, aria laterala respectiv aria totala a prismei si U,
volumul prismei. Alegeti litera care indica varianta corectd, doar un raspuns este corect.

a) Dacd a =4 cm, b = 3 cm, atunci ¢4, este:

A. 48 cm? B. 84 cm? C. 64 cm? D. 72 cm?
b) Dacéd cA, = 36 cm? si b = 4,5 cm, atunci U este: 8
A. 96 cm3 B.126 cm? C.162 cm3 D. 196 cm3

¢) Daca A4, =312 cm?, A, = 240 cm?, atunci U este egal cu:

A. 420 cm3 B. 360 cm? C.320 cm3 D. 480 cm3
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6.3
itf;}g Exersim, ne antrenim, ne dezvoltim

Fie ABCDA'B'C’'D' un paralelipipedul
dreptunghic. Notam AB = a, BC = b, AA'=c,
lungimea diagonalei d, aria laterala si aria
totala a paralelipipedului cu <A, respectiv <A,
iar volumul paralelipipedului cu V. Efectuati
calculele necesare si completati spatiile libere.

a b c d | A |A | D
1.1 |3cm |4cm |12 cm
1.2 12 cm|16 cm|25 cm

200

Laturile bazei unui paralelipiped dreptunghic
au lungimile 10 cm si 24 cm, iar diagonala
paralelipipedului face cu planul bazei un unghi
de 60°. Calculati iniltimea paralelipipedului.
Se considera paralelipipedul dreptunghic
ABCDA'B'C'D'.

a) Daca BC =16 cm, AA" =8 cm, V=768 cm3,
calculati d(D', BC).

b) Daca AA'=32cm, AB =12 cm, d(B', CD) =
=40 cm, aflati aria bazei paralelipipedului.
In paralelipipedul dreptunghic ABCDMNPQ se
cunosc AB =12 cm, BC =6 cm, AM =9 cm.
Determinati pozitia unui punct S pe muchia CP
astfel Incat perimetrul triunghiului BSQ sa fie

minim.

In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D'

notaim AB=a, BC=b,CC'=csicuu,v,w

unghiurile formate de diagonala AC’cu fetele

(ABC), (ABB"), respectiv (ADD"). Calculati

sin?u + sin?v + sin?w.

a) Un cub are muchia de 2 cm. Calculati aria
laterald, aria totald si volumul cubului.

b) Se considera un alt cub cu muchia de trei
ori mai mare. Aflati de cate ori este mai
mare aria laterala, aria totala si volumul
acestui cub fata de aria laterala, aria totala,
respectiv volumul primului cub.

Aria sectiunii diagonale a unui cub este

64~/2 cm?. Aflati:

a) lungimea muchiei cubului;

b) volumul cubului.

O prisma regulata are n total 18 muchii, toate
congruente, suma lungimilor lor fiind 216 cm.
a) Precizati numarul muchiilor bazei prismei.
b) Aflati aria totala si volumul prismei.

Din cubulete cu muchia de 1 cm se realizeaza
un cub cu volumul de 27 cm3.
a) Aflati numarul cubuletelor necesare
realizarii cubului mare.
b) Se vopsesc fetele.
b,) Aflati numarul cubuletelor care au trei
fete vopsite.
b,) Aflati numarul cubuletelor care au
vopsitd o singura fata.
b,) Precizati numarul cubuletelor care nu au
nicio fata vopsita.
Prisma triunghiulara regulatda ABCA'B'C’, are
muchia bazei 4B =10 cm, iar BC' 1. CB'.
a) Calculati indltimea prismei.
b) Aflati aria totala si volumul prismei.
Aria bazei prismei regulate ABCDEF este
64+/3 cm2, iar cos<C (AE, BC) = 0,25.
a) Aratati cd muchia bazei are lungimea de 16 cm.
b) Determinati masura unghiului format de AF
cu planul bazei.
¢) Calculati aria laterald a prismei.

Lungimea diagonalei unei prisme patrulatere

regulate este de 9 dm si indltimea sa este de 7 dm.

a) Calculati lungimea muchiei bazei si
volumul prismei.

b) La un atelier, se confectioneaza, dintr-un
material cu densitatea 2,5 g/cm?3, o piesa
care are forma si dimensiunile prismei
date. Determinati masa piesei si exprimati
rezultatul in kilograme.

In prisma patrulatera regulati ABCDA'B'C'D’,

cu muchia bazei de 12 cm, punctul P este

mijlocul muchiei CC"iar <{BPD = 60°.

a) Calculati indltimea prismei.

b) Verificati daca planele (4'BD) si (PBD) sunt
perpendiculare.

In prisma hexagonala regulata

ABCDEFA'B'C'D'E'F', AB = 12 cm, M este

mijlocul muchiei DD, AD N BF = {N} si

NM=12+/3 cm.

a) Determinati masura unghiului format de
dreapta MN cu planul (4BC).

b) Calculati aria laterala a prismei.
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L2. Aria laterala, aria totala si volumul piramidei regulate si ale tetraedrului regulat

Descoperim, intelegem, exemplificam

Piramida regulata are urmatoarele caracteristici:

“ Baza este un poligon regulat, iar proiectia varfului pe planul bazei este centrul cercului circumscris bazei.
9 Muchiile laterale sunt congruente.
9 Fetele laterale sunt triunghiuri isoscele congruente.

u Pentru piramida regulata se defineste un element specific, numit apotema piramidei.

Definitie. Daca VA, A,...A, este piramida regulatd cu baza 4,4,...4, , atunci Inaltimea VM a unei fete laterale
se numeste apotema piramidei.

Apotema poligonului regulat 4,4,...4, se numeste apotema bazei.

Lungimea apotemei piramidei se noteaza a,, iar lungimea apotemei bazei se noteaza a,

Exemplu. VABCD este piramida patrulatera regulatd si M este mijlocul segmentului

BC. Atunci, OM este apotema bazei si scriem OM = a,, iar VM este apotema piramidei

si scriem VA{= a,

Observatie. In piramida regulata inaltimile fetelor sunt egale, deci calculul apotemei

nu depinde de alegerea fetei laterale.

Apotema piramidei se poate construi cu ajutorul teoremei celor trei perpendiculare:

a) construim proiectia punctului ¥ pe planul bazei si o notdm cu O.

b) Construim perpendiculara, din O, pe o muchie a bazei, fie aceasta BC, pe care o
intersecteaza in M.

¢) Aplicam teorema celor trei perpendiculare si obtinem VM 1 BC.

Observatie. Apotema piramidei regulate este si mediana a triunghiului isoscel corespunzator fetei laterale alese.
Triunghiul MOV este dreptunghic in O, iar laturile sale sunt: VO =h, OM = a,,, VM = a,,.
Teorema lui Pitagora ne ofera relatia intre Indltimea piramidei regulate, apotema piramidei si apotema bazei

. - . .. . _ n
acesteia: @ 2= a2+ h* . Dacam este lungimea muchiei laterale, atunci m?=a?+ 7 -

9 Desfasurarea unei piramide regulate consta in alaturarea unui poligon regulat cu # laturi (baza piramidei)
si a n triunghiuri isoscele (fetele laterale).

Pentru n = 3, Pentru n =4, Pentru n =6,
piramida triunghiulara regulata piramida patrulatera regulata piramida hexagonala regulata
D C ¢
b |4 ¢
D
i B 2al
A
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Un caz special 1l constituie tetraedrul regulat (piramida triunghiulara cu toate fetele \%
triunghiuri echilaterale).
Aria laterala a piramidei este suma ariilor fetelor laterale si se noteaza cu cA,.
Alegem inaltimea unei fete chiar perpendiculara din varful piramidei pe muchia bazei. C
. VM -BC . . . : A
Atunci, Agqy = — iar A, =n Ay, , unde n este numirul laturilor bazei. 7'M
L, -a,
Daca latura poligonului baza este L,, atunci aria laterald este A=n- 5 sau
_fa,
b2
Aria totala a piramidei este suma dintre aria laterald a piramidei si aria bazei acesteia si se noteaza 4,.
F, - (ap +a,)
2
Formulele generale de calcul, conduc la formule particulare, in functie de numarul muchiilor bazei piramidei

regulate.
a*\3

, unde P, este perimetrul bazei pirmidei.

Daca notam aria bazei piramidei cu cA,, atunci A, =cA; + A, sau A, =

Aria laterala a tetraedrului regulat cu muchia a este <4 = 3 , iar aria totala este <4, = a’\3 .

4
Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Pentru n = 3, Pentru n =4, Pentru n =6,
piramida triunghiulara regulata piramida patrulatera regulata piramida hexagonala regulata

D, V

a, = L623 ,a,= h2+%,
ab:L3g/§,ap= h2+%, ab:%’ap_ h2+LTi’ A= Pb'zap#At A+ A,
d B B e
3L,-a 4L,-a
A = 32 : A= 42 p X A, = 3L - p+£'lé
e 3L32-a,,+¥ A= 2L,-a,+

Ca la prisma, se justifica intuitiv ca doua piramide care au baze congruente si indltimi egale au si acelasi volum

(o demonstratie riguroasa depasind cadrul manualului).

Propozitie. Volumul unui tetraedru este egal cu o treime din volumul prismei drepte cu aceeasi baza si aceeasi
inaltime cu cea a piramidei.
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Demonstratie. Sectionam prisma ABCDEF dupa planele (DCB) si
(DFB) (figura aldturatd). Rezulta trei tetraedre despre care vom arita
ca au volumele egale. Pentru tetraedrele ABCD si D'EFB’ consideram
bazele ABC si D'EF si ndltimile AD, respectiv EB’, egale cu indltimea
prismei. In consecinti, cele doua tetraedre au volumele egale. Pentru |
tetraedrele D'EFB' si D"F'C'B" alegem bazele EFB' si F'C'B",
triunghiuri dreptunghice congruente. Iniltimea ambelor tetraedre este
distanta de la D la planul BCFE. Rezulta ca si acestea au volumele
egale. Am descompus prisma dreapti in trei tetraedre de volume egale. 4
A -h

Concluzie. Volumul tetraedrului este U =

Tetraedrul regulat este un tetraedru cu baza si fetele laterale triunghiuri echilaterale, a cérui indltime contine

A, h L3 L, -6 L, N2
centrul cercului circumscris bazei. U = b3 si,decicAd, = = 4\/7 ,h= = 3\/7 , V= 31f )
Observatie. O piramida care are ca baza un poligon cu z laturi se descompune in n — 2 piramide triunghiulare
4,

cu aceeasi inaltime. Formula de calcul U =
adevarata pentru orice piramida.

, identificatd pentru piramida triunghiulara, ramane

Observatie importantd. Formulele de mai sus nu trebuie memorate, deducerea lor pentru fiecare situatie

concreta face parte din demersul rezolvarii problemei, avand in vedere urmatoarele:

Ba
2

P

1. Aria laterala a piramidei este suma ariilor fetelor laterale. Daca piramida este regulata, atunci <4, =

2. Aria totald a piramidei este suma dintre aria laterala si aria totald. 4, = 4, + 4,.
A, -h
b

3. Volumul piramidei este o treime din produsul dintre aria bazei si inaltimea piramidei. U =

I\ 00860 La cerintele urmdtoare, alegeti varianta corectd; doar un raspuns este corect.

1. O piramida patrulatera regulata are muchia laterala egala cu 9 V3 cm si latura bazei de 18 cm. Volumul
piramidei este egal cu:

A. 948 cm?3 B.927 cm? C. 948 cm? D. 972 cm?3

2. Piramida triunghiulara regulatd VABC are latura bazei de 18 cm si indltimea de 3 J6 cm. Apotema piramidei
are lungimea egala cu:

A.9cm B.6cm C.12cm D. 8 cm

3. O piramida patrulatera regulati are latura bazei egala cu 6+/3 cm si inaltimea de 9 cm. Misura unghiului
diedru format de o fata laterald cu planul bazei este de:

A. 30° B. 45° C. 60° D. 75°

4. Latura bazei unei piramide hexagonale regulate are lungimea 8 NE) cm, iar apotema piramidei are lungimea
de 20 cm. Distanta de la centrul bazei la o fata laterala este:

A. 8.4 cm B. 9,6 cm C.7,2cm D. 10,8 cm

Arii si volume ale unor corpuri geometrice PAIRE




te.d
é(:}g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

n Se considera o piramidd patrulaterd regulata.
Se noteaza [, m, a, h lungimile: muchiei bazei,
muchiei laterale, apotemei bazei, respectiv a nalti-
mii piramidei, cA4,, <A, <A, aria bazei, aria laterala
respectiv aria totald a piramidei si U, volumul
piramidei. Copiati pe caiete tabelul urmator, efectuati
calculele necesare si completati spatiile libere.

a) b) c) d)
/ 6 cm 10 cm
m 6 cm 25 cm
a 20 cm
h 12 cm
A, 900 m?2
A,
CAZ‘
) 400 cm3

a Piramida patrulatera regulatd VABCD are toate
muchiile egale cu 18 cm. Calculati:

a) aria sectiunii diagonale;

b) masura unghiului BVD.

Calculati aria totala a piramidei patrulatere
regulate SABCD stiind ca triunghiul SBD este
dreptunghic si are aria 288 cm?.

Trapezul din desenul de mai jos reprezmta

desfasurarea in plan 4
a suprafetei laterale 60°

aunei piramide

triunghiulare regulate. B 8cm C

a) Demonstrati cd muchia laterald a piramidei
are aceeasi lungime cu muchia bazei.
b) Calculati aria laterala si aria totala a piramidei.
B In piramida regulata 4BCD cu varful punctul
A, muchiile bazei au lungimea de 12 cm, iar
muchiile laterale au lungimea de 10 cm.
a) Calculati inaltimea si apotema piramidei.
b) Stabiliti pozitia punctului P pe muchia AD
a piramidei asa incat perimetrul triunghiului
PBC sa fie minim.
n O piramida patrulatera regulatd VABCD are mu-
chia laterala de 12 cm si aria laterala 144 \/5 cm?.
a) Aflati masura unghiului AVB stiind cé este
un unghi ascutit.
b) Calculati volumul piramidei.
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O piramida triunghiulara regulata are Tnaltimea

de 18 cm si raza cercului circumscris bazei de

6 cm. Aflati:

a) lungimea muchiei bazei piramidei;

b) aria laterald a piramidei.

Se considera tetraedrul ABCD in care

AB L AC,AC L AD si AD 1 AB.

Demonstrati ¢i S, + S5, +Sops = Sacp-

Fie piramida hexagonala regulatd SABCDEF

in care muchia laterald face un unghi de 60° cu

planul bazei. Stiind ca AB = 24 mm, calculati:

a) Tnaltimea piramidei;

b) distanta de la punctul O, centrul bazei
piramidei, la dreapta S4.

Sectiunea diagonald MAD a piramidei hexa-

gonale regulate MABCDEF este echivalenta cu

baza piramidei, iar AB = 4 J2 em. Calculati:

a) Tnaltimea si volumul piramidei;

b) tangenta unghiului format de muchia
laterala VA cu planul bazei (4BC).

Se considera o piramida triunghiulara regulata.

Se noteaza [/, m, a, h lungimile muchiei bazei,

muchiei laterale, apotemei piramidei, respectiv

a Inaltimii piramidei, <4, <A}, A, aria bazei,

aria laterala, respectiv aria totala a piramidei

si U, volumul piramidei. Copiati pe caiete

tabelul urmétor, efectuati calculele necesare si

completati spatiile libere.

a) b) 0) d)

[ [12cm| 6cm

m 6+/3cm| 24 dm

a 6\/§cm
h | 6cm

A, 27 cm?

Y 576 dm3

Rezolvati aceleasi cerinte ca la exercitiul 11
in situatia in care toate elementele date sunt
ale unei piramide hexagonale regulate.
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L3. Aria si volumul trunchiului de piramida regulata

Trunchiul de piramidad regulata se obtine prin indepartarea piramidei mici rezultate din sectionarea unei
piramide regulate cu un plan paralel cu baza.

Definitia 1. Segmentul care uneste mijloacele a doua muchii ale bazelor, situate pe aceeasi fata laterala, se
numeste apotema trunchiului de piramida regulata si se noteaza a,.

Fetele laterale sunt trapeze isoscele congruente, deci lungimea apotemei nu depinde de fata laterala aleasa.

Relatii intre elementele trunchiului de piramida

Notam cu L si /, latura bazei mari, respectiv latura bazei mici, cu a, si a, apotema bazei mari, respectiv
apotema bazei mici, cu a, apotema trunchiului de piramida si cu m muchia laterala, iar cu R si » notdm raza
cercului circumscris bazei mari, respectiv bazei mici.

B M . C

In trapezul dreptunghic ONMO,  In trapezul dreptunghic NMCG, In trapezul dreptunghic OCGOQ,
a,= \Jh’* +(a, —a,)’ m=h+(R-r) lzl

Fetele laterale ale unui trunchi de piramida regulata sunt trapeze isoscele care au ca baze laturile corespunzatoare
ale bazelor trunchiului, laturile neparalele fiind muchiile laterale ale trunchiului.

Bazele trunchiului de piramida regulata sunt poligoane regulate. Piramida mica (indepartatd) este asemenea
cu piramida din care provine trunchiul, raportul de asemanare fiind egal cu raportul dintre muchia bazei mici
si muchia bazei mari.

Definitia 2. Aria laterala a trunchiului de piramida este suma ariilor fetelor laterale si se noteaza cu cA,.
Definitia 3. Aria totald a trunchiului de piramida este suma dintre aria laterala si ariile celor doud baze ale
trunchiului de piramida si se noteaza cu cA,.

Prin urmare, cA,= A, + Ay + A, , unde <A si A, reprezinta aria bazei mari, respectiv aria bazei mici.
Volumul trunchiului de piramida este diferenta dintre volumul piramidei din care provine trunchiul si volumul
piramidei indepartate. Consultati manualul digital pentru a studia demonstratia rezultatului urmator.

Propozitia 1. Volumul trunchiului de piramida cu aria bazei mari egala cu <A, aria bazei mici egalad cu <A,

h
si cu Tnéltimea 4 este UV = §<CAB Ayt Ay C/fb).
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Notam latura bazei mari cu L, latura bazei mici cu /, inaltimea cu 4.

Trunchi de piramida Trunchi de piramida patrulatera Trunchi de piramida hexagonala
triunghiulara regulata regulata regulata

P,=4L, P,=4l P,= 6L, P,= 6l

‘Lz\/g Iz\/g

Bazele trunchiului de piramida regulata sunt poligoane regulate, situate in plane paralele.

Muchiile laterale sunt congruente si formeaza unghiuri congruente cu planele bazelor.

Fetele laterale sunt trapeze isoscele congruente.

Desfasurarea suprafetei unui trunchi de piramida este reuniunea a n suprafete trapezoidale congruente si a doua
suprafete poligonale regulate cu n laturi.

A, = w, A, _ A +Ay +A, U =%(<AB +cA, /Ay cA,), unde h este indltimea trunchiului de
piramida, <A, este aria bazei mari, iar <4, este aria bazei mici.

Aria laterald a trunchiului de piramida regulata este suma ariilor fetelor laterale.

Aria totald a trunchiului de piramida regulata este suma dintre aria laterala si aria celor doua baze.

Volumul trunchiului de piramida este diferenta intre volumul piramidei din care provine trunchiul si volumul
piramidei indepartate.

W BR S Alegeti litera care indicd varianta corectd; doar un rdspuns este corect.

1. Un tetraedru regulat se sectioneaza cu un plan paralel cu una dintre fete, plan care trece prin mijlocul
indltimii. Raportul dintre volumul tetraedrului si cel al trunchiului de piramida obtinut este:

Al B./ c. 8 p. 2
8 8 7 1

2. Un trunchi de piramida patrulaterd regulatd are lungimea bazei mari de 15 cm, iar cea a bazei mici de
3 cm. Daca apotema trunchiului are lungimea 8 cm, atunci muchia laterala are lungimea:

A.12cm | B.10cm | C.9cm | D.15cm

3. Apotema unui trunchi de piramida hexagonala regulata are lungimea de 12 cm, muchia laterala de 13 cm,
iar latura bazei mici de 8 cm. Atunci raza cercului circumscris bazei mari are lungimea:

A.9cm | B.18cm | C.12cm | D.15cm
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.....

apotema, muchia laterald, aria laterald, aria totala, respectiv volumul unui trunchi de piramida
patrulatera regulata. Calculati, copiati pe caiete si completati casutele libere ale tabelului.

L [ h a, m A, A, 0
18 10 3
16 6 13

8 6 1664
10 3 96

Fie ABCDA'B'C'D’ un trunchi de piramida
patrulatera regulata in care AB = 12 cm,

A'B'=4cm, AA' = 4/5 em. Calculati:
a) aria totala a trunchiului de piramida;
b) masura unghiului planelor (4BC) si (BCB').
Un rezervor pentru apa, confectionat din tabla,
are forma unui trunchi de piramida patrulatera
regulata. Se stie ca lungimea bazei mari a trun-

chiului este de 12~/2 dm, lungimea bazei mici

de 8+/2 dm si aria laterala de 160 V3 dm2.
Determinati:

a) indltimea rezervorului;

b) capacitatea, exprimata in litri, a rezervorului.

Un trunchi de piramida patrulatera regulata are

inaltimea de 3 cm, volumul de 208 cm?3 si aria

bazei mari de 9 ori mai mare decat aria bazei

mici.

a) Aflati lungimile laturilor bazelor trunchiului.

b) Calculati tangenta unghiului format de dia-
gonala trunchiului cu baza mare a acestuia

Un trunchi de piramida triunghiulara regulata
105343

are volumul cm?, Tndltimea de 6 cm

si latura bazei mici de 9 cm. Determinati:

a) lungimea laturii bazei mari;

b) aria laterald a trunchiului de piramida;

¢) numarul p, stiind ca volumul trunchiului
de piramida reprezintd p% din volumul
piramidei din care provine trunchiul.

Arii si volume ale unor corpuri geometrice

Un trunchi de piramida triunghiulara regulata are

apotemele bazelor de 4 NE) cm, respectiv V3 em

si indltimea de 3 cm. Calculati:

a) volumul trunchiului de piramida;

b) volumul piramidei din care provine trunchiul;

¢) tangenta unghiului format de muchia latera-
13 cu planul bazei mari.

Intr-o piramida triunghiulard regulata muchia

bazei este 12 cm, iar muchia laterala are

lungima de 8 V3 cm. Se sectioneaza piramida
cu un plan paralel cu baza piramidei, situat la
distanta de 4 cm de aceasta. Aflati volumul si
aria laterala a trunchiului de piramida format.

ABCDEFA'B'C'D'E'F" este un trunchi de

piramida hexagonala regulatd in care

AB = AA' =20 cm, iar unghiul diagonalei AD’

cu planul (4BC) are masura de 30°.

a) Aratati cd A'B'=10 cm.

b) Calculati aria laterala a trunchiului de
piramida.

¢) Determinati Tnéltimea piramidei din care
provine trunchiul.

Se considera trunchiul de piramida hexagonala

regulatda ABCDEFMNPQRS in care O este

centrul bazei mari ABCDEF, AB =12 cm,

MO L OQ, iar muchia laterala face cu planul

(4BC) un unghi cu masura de 45°. Calculati:

a) lungimea muchiei laterale a trunchiului de
piramida;

b) aria sectiunii diagonale ADQM;

¢) sinusul unghiului format de o fata laterala
cu planul bazei mari a trunchiului;

d) aria totald si volumul trunchiului de
piramida.
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Avrii si volume ale unor corpuri geometrice rotunde

L1. Aria lateralg, aria totala si volumul cilindrului circular drept

Descoperim, intelegem, exemplificam

Cilindrul circular drept este corpul geometric obtinut prin rotatia unui

dreptunghi ABCD in jurul uneia din laturile sale. Considerand axa de C
A H simetrie dreapta AB, laturile AD si BC devin razele cercurilor de baza ale
cilindrului, iar latura CD devine generatoarea cilindrului.

Suprafata descrisd de generatoarea cilindrului se numeste suprafata
laterala a cilindrului.

Desféasurarea unui cilindru circular drept este formata din dreptunghiul
care corespunde suprafetei laterale a cilindrului (are o dimensiune egald cu lungimea cercului bazei si
cealalta egald cu generatoarea cilindrului) si doua cercuri congruente (bazele cilindrului).

D

Definitia 1. Aria laterala a cilindrului circular drept este aria suprafetei laterale si se noteaza <A, .
Definitia 2. Aria totala a cilindrului circular drept este suma dintre aria laterala si ariile celor doua baze
si se noteaza cu cA,.

Notam cu A aria bazei, <A, = A, + 2cA4,, formula pe care o cunoastem de la prisma.

Folosind desfasurarea cilindrului circular drept, obtinemc4,=2 - m- R - G,apoicA,=2 -1 R - (G+R)
unde R este raza bazei, iar G este generatoarea cilindrului.

Putem aproxima aria unui cerc cu aria unui poligon regulat cu latura din
ce In ce mai micd. Atunci volumul cilindrului este aproximat cu volumul
unei prisme drepte care are poligonul de baza inscris in cercul de bazi a
cilindrului si inaltimea egala cu generatoarea cilindrului.

Stim ca volumul prismei regulate este produsul dintre aria poligonului de baza si inaltime si intuim formula
pentru calculul volumului cilindrului de razd R si generatoare G. Avand in vedere ca ndltimea cilindrului
circular drept este egald cu generatoarea, U=cA, - hsau V=7 R*- G.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1. O testoasa pleacd dintr-un punct 4 al unei baze a cilindrului circular drept cu raza R si indltimea
7 - R si ocoleste cilindrul deplasandu-se pe suprafata lui laterala cu o panta de urcare de 10% péana cand
ajunge in punctul de pe cealaltd baza, situat pe aceeasi generatoare.

a) Aflati de cate ori ocoleste testoasa cilindrul.

b) Stiind ca broasca parcurge in total 2 - w - +/101 m, aflati raza, aria laterala si volumul cilindrului.

Solutie. a) Desfasurand suprafata laterald obtinem un dreptunghi cu o dimensiune 2 - - R si cealalta &t - R.
La o rotatie completd (momentul in care ajunge pe generatoarea de pe care a plecat), testoasa parcurge o

inaltime de 10% din 2 - &t - R, adica de % . Pentru a ajunge pe cealaltd baza, inconjoara de 5 ori cilindrul.

b) Desfasurand in plan suprafata laterald a cilindrului si alaturand cinci astfel de dreptunghiuri cu latura
comuna egala cu generatoarea cilindrului, observam ca ,,drumul” parcurs de testoasa este diagonala unui
dreptunghi cu dimensiunile 5 - 2%R si TR. Calculand obtinem d = R J101 . Dar,d=2 - - /101 . Atunci, R=2m,
G=h=2nm,A,=2"1n"R-G=2 -71-2-2n=8m2 (m)siV=n"R2- h=mn-22- 21 =8n2 (m3).
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n Copiati in caiete si completati tabelul de mai jos, stiind ca R, G, <A, A, <A, si O reprezinta raza,

generatoarea, aria bazei, aria laterala, aria totala, respectiv volumul unui cilindru circular drept.

R G A, (cm?) | A, (em?) | A, (cm?) | D (cmd)
a) | Scm | 10cm
b) | 8cm 807
c) 40 mm o
d) 108w 270m
e) 1,6 dm 256m

Calculati aria laterald a unui cilindru circular
drept care are diametrul bazei de 20 cm si
inaltimea egald cu jumatate din raza bazei.

Un cilindru circular drept are raza de 15 cm si

3. . . .
generatoarea 3 din lungimea razei. Calculati

lungimea generatoarei si volumul cilindrului.

Sectiunea axiala a unui cilindru circular
drept este un patrat cu latura de 20 cm. Aflati
raza, generatoarea, aria laterala si volumul
cilindrului.

Un cilindru circular drept are diametrul
cercului de la baza 16 cm. Daca distanta de la
centrul unei baze la mijlocul unei generatoare
este de 10 cm, calculati generatoarea, aria
totald si volumul.

Raportul dintre lungimea razei si lungimea
generatoarei unui cilindru circular drept

este 4 . Stiind ca suma dintre lungimea
generatoarei si lungimea diametrului unei
baze este 33 cm, aflati aria sectiunii axiale si
volumul cilindrului.

Aria laterald a unui cilindru circular drept este
907 cm?, iar volumul este 2257 cm3. Calculati
raza, generatoarea si aria totald a cilindrului.

Aria totald a unui cilindru circular drept este
cu 721 cm? mai mare decat aria sa laterala, iar
generatoarea cilindrului este de 16 cm. Calculati
raza, volumul si diagonala sectiunii axiale.

Arii si volume ale unor corpuri geometrice

Se considera ABCD sectiunea axiala a unui
cilindru circular drept, BC = G =20 cm.
In baza care contine diametrul AB se inscrie

triunghiul echilateral AEF de arie 75+/3 cm?.

a) Aflati raza si volumul cilindrului.

b) Calculati distanta de la punctul D la dreapta
EF.

In desenul alaturat este reprezentat

un cilindru circular drept, iar

MN si PQ sunt coarde paralele si

congruente.

a) Demonstrati ca MNPQ este un
dreptunghi.

b) Se stie ca raza bazei cilindrului
si coarda MN au lungimile egale
cu 6 cm si MO = 12 cm. Calculati 1ndltimea
cilindrului.

Pe marginea unei autostrazi, pentru a sustine
afige publicitare se monteaza 24 de stalpi,
fiecare avand forma unui cilindru circular drept
cu indltimea de 3 m si diametrul de 40 cm.
Pentru a vopsi stalpii se folosesc 10 g de
vopsea pentru o suprafata de 1 dm2. Calculati
cantitatea de vopsea necesara vopsirii tuturor
stalpilor (t =~ 3,15).

O teava are diametrul interior de 36 mm,
diametrul exterior de 48 mm, lungimea de
4,5 m si este confectionata dintr-un material
avand densitatea p =5 g/cm?3. Calculati masa
bucatii de teava (se aproximeaza © cu 3,1).
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L2. Aria laterala, aria totala si volumul conului. Aria laterala, aria totala si volumul trunchiului
de con circular drept

Descoperim, intelegem, exemplificam
B

Conul circular drept este corpul generat prin rotatia suprafetei unui triunghi dreptunghic,
in jurul unei catete.
Cateta care are ca dreapta suport axa de rotatie devine Indltimea conului, cealaltd cateta
este raza bazei conului, iar ipotenuza devine generatoare a conului.
H _H Desfasurarea suprafetei laterale a conului cu raza cercului de baza R
si generatoarea de lungime G, este un sector de cerc de raza G cu
lungimea arcului de cerc subintins egala cu lungimea cercului de baza
al conului, adica 2nR.
Rezulta cé suprafata laterald este un sector de cerc de razd G cu unghiul

. _ 360°R
la centru de masura G

______
T -~

Aria laterala a conului circular drept este aria sectorului de cerc cu raza G si lungimea arcului egala cu
lungimea cercului baza a conului. A, =nRG.
Aria totala este suma dintre aria laterald si aria bazei. A, =nRG + nR? sau A, = nR (G + R).

Pentru notiunea de volum vom aproxima baza conului prin poligoane
regulate cu latura din ce n ce mai mica.

Atunci, volumul piramidei va aproxima volumul conului. Cum acesta
este o treime din produsul dintre aria bazei si inaltimea piramidei,
intuim o formula similara si la con.

1 1
‘UZE A - hsau V= 3 - r2h.

A H Aplicatial. O piesa din metal avand forma unei piramide patrulatere regulate cu
baza de 16 cm si Indltimea de 6 cm se prelucreaza prin indepartarea
din ea a unui con astfel incat peretele corpului rdmas sa aiba grosimea
minima de 1 cm. Determinati volumul corpului ramas dupa prelucrare.

Solutie. Notam cu M mijlocul muchiei AD a piramidei VABCD, cu ON raza conului si OW indltimea sa.

Grosimea minima a corpului ramas dupa prelucrare este in sectiunea axiald care trece prin M, fiind distanta

dintre dreptele paralele NW si MV.

Construim, in planul triunghiului OMV, perpendiculara din O pe MV. Aceasta intersecteaza NWin Q si MV in P.
. : . . o . OM-OV 24

Problema impune PQ = 1cm. Calculam inaltimea din O a triunghiului dreptunghic OMV, PO = Y = 5

1 .
de unde OQ = OP — PQ = ?9 . Dar, AONW ~ AOMYV cu raportul de asemanare % = %, deci ON = ?

9 2.
si OW = — . Obtinem volumul conului U, = nON3 o _ 6?(5)?: cm?, iar volumul piramidei este
AB* -0V
Cz)piramidd = T =512 cm’.
corp = piramida — “con"
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Trunchiul de con circular drept se obtine prin sectionarea unui
con circular drept cu un plan paralel cu baza sau prin rotatia v rad
suprafetei unui trapez dreptunghic in jurul laturii neparalele, o " o
perpendiculare pe baze.

Bazele trapezului devin raze ale bazelor trunchiului, latura
perpendiculara pe baze este iniltimea trunchiului, iar a doua
latura neparaleld devine generatoare a trunchiului.

Consideram trunchiul de con circular drept cu sectiunea

axiala ABCD, O si Q fiind centrele bazelor. Notam O4 =R, QD =r, OQ = h si r__ D
AD=G. -
In trapezul dreptunghic OADQ, prin calcul, obtinem relatia G2= 2+ (R — r).
Bazele trunchiului de con sunt discuri marginite de cercuri cu razele: OA4 si OD,
iar Indltimea trunchiului de con este OQ. 5
Aria laterala a trunchiului de con este aria suprafetei descrise de generatoarea ol 2 A
trunchiului, in miscarea de rotatie si se noteaza cu cA,.

Suprafata totala a trunchiului de con, este reuniunea dintre suprafata laterald si suprafetele celor doua baze.
Aria acestei suprafete se numeste aria totala a trunchiului de con si se noteaza cu cA,.

Propozitia 1. Intr-un trunchi de con circular drept cu R, r razele bazelor si cu generatoarea G, 4, = nG(R + r);
A, = A, +Ap+ A, cuprecizarea cd Ay = nR? 5icA, = nr?

o . . h
Propozitia 2. Volumul trunchiului de con cu razele bazelor R, r si inaltimea /4 este: V, = %(Rz +r+R. r) .

Demonstratie. Volumul trunchiului de con circular drept este diferenta volumelor celor doua conuri: de raza
R si Tndltime /£, si de raza r si Inaltime 4,.

R’ h mwth, . _r h .
V.= T Din asemanarea AVQD ~ AVOA, rezulta r = Z, iar cu proportii derivate,
ho . R-h . . .. . . h
h, = A si = . Inlocuite in expresiile de mai sus, obtinem: V, = n—(Rz +r* +R- r) .
R—r R—r 3

rh
Observatie. Formula cunoscuti de la trunchiul de piramida, V; = ?(CAB“' A+ \/CABCAb), ramane valabila si

la trunchiul de con circular drept, avand in vedere cd <A, = nR? sicA, = nr?, unde R, r si & sunt raza bazei mari,
raza bazei mici, respectiv Tnadltimea trunchiului de con.

Aplicatia2. Un vas are forma de trunchi de con circular drept. Diametrele cercurilor de baza sunt 80 cm,
respectiv 50 cm, iar generatoarea este de 25 cm. Aflati volumul vasului.

Solutie. AB = 80 cm, CD = 50 cm si AD = 25 cm. Considerdm sectiunea sa axiala (4BCD). g /W\ y

Daca M = pr,gD, atunci DM este indltimea trunchiului de con. —

A T 7D

In triunghiul dreptunghic AMD, h= DM = \JAD* — MA* =20 cm, iar volumul este
,=%h(1e2 +17 + R 7)) =21 5007 om Ny
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WO UNRHI  Alegeti litera care indicd varianta corectd; doar un rdspuns este corect.

1. Un con circular drept se sectioneazd cu un plan paralel cu baza, care trece prin mijlocul Tnaltimii.
Raportul dintre volumul conului mic si cel al trunchiului de con obtinut este:

A.

1 B. 1

8 7

D.

(SSER N

2. Un con circular drept are raza de 9 cm si generatoarea de 15 cm. Aria laterala este:

A. 2007

| B.225n

| C.180n

| D. 135z

3. Volumul unui trunchi de con este de 732 cm3. Raza bazei mari are lungimea 15 cm, a bazei mici este 12
cm, iar generatoarea este de 5 cm. Atunci indltimea trunchiului este:

A.9cm

| B. 10 cm

| C.4cm

| D.5cm

o
@g Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Prin rotirea in jurul catetelor AB si AC ale

triunghiului dreptunghic ABC se obtin doud

conuri circulare drepte.

a) Realizati cate un desen pentru fiecare din
cele doua rotatii.

b) Specificati in fiecare caz raza, ndltimea si
generatoarea conului.

¢) Pentru 4B = a cm, AC = b cm, a > b copiati
in caiete tabelul urmator, completati si
comparati rezultatele stiind ca R, H, G, 4, 4,
si V reprezintd raza, inaltimea, generatoarea,
aria laterala, aria totald, respectiv volumul
conului circular drept.

R|[HI[G][4]4]vV

Conul 1 a b

Conul 2 b a
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d) Completati un tabel asemanator luand
AB=15cm, AC=7 cm.

Un con circular drept are generatoarea de 5 cm

siraza de 3 cm. Aflati Indltimea, aria laterala si

volumul conului.

Generatoarele unui con circular drept au lun-

gimea de 18+/2 cm si fiecare dintre ele for-

meazd cu planul bazei unghiuri cu masura u.

Puntru # € {30°,45°,60°} calculati lungimea

razei conului, indltimea si volumul conului.

Diametrul bazei unui con circular drept este
de 18 cm iar raportul dintre Tnaltimea si

.4 .
generatoarea conului 3 Aflati:

a) raza, generatoarea si Tnaltimea conului;

b) aria sectiunii axiale;

¢) raportul dintre aria bazei si aria laterala
a conului. Scrieti acest raport ca raport
procentual.

Suprafata laterald a unui con se poate obtine
prin ,,infasurarea” unui sector de cerc. in de-
senul de mai jos sunt prezentate doud sectoare
de cerc care provin din cercuri diferite.

A C

12 cm

a) Determinati raza si indltimea pentru fiecare
con.

b) Calculati ariile laterale si volumele corpu-
rilor.

Sectiunea axiald a unui con circular drept este
un triunghi echilateral, iar distanta dintre centrul
bazei conului si mijlocul unei generatoare este
de 4 cm.

a) Aflati raza, generatoarea si indltimea conului.
b) Calculati aria totala si volumul conului.

Matematicd ® manual pentru clasa a Vlll-a




Un con circular drept are diametrul bazei 64 cm

si Inaltimea de 24 cm.

a) Calculati raza, generatoarea si volumul
conului.

b) Aflati la ce distanta de varful conului trebuie
dus un plan paralel cu baza astfel incat aria
cercului de sectiune sa fie 144 cm?.

Desfasurarea suprafetei laterale a unui con
circular drept este un semicerc cu diametrul
de 12 cm.

a) Aflati generatoarea si inaltimea conului.
b) Calculati volumul conului.

Un cort avand forma unui con circular drept
are indltimea de 3 m, iar suprafata pe care se
sprijind cortul este de 16m m?2. Aflati cati metri
de panza se folosesc pentru confectionarea
cortului. (In calcul se ia si suprafata orizontala.)

Inaltimea unui con circular drept este de

20 cm. Aflati la ce distantd de baza conului
trebuie dus un plan paralel cu baza acestuia
pentru a obtine, prin sectionare, doua corpuri
cu ariile laterale egale.

Un con circular drept are raza egald cu 18 cm

si generatoarea egald cu 3 dm. Aflati:

a) ndltimea, aria laterald si volumul conului;

b) masura unghiului sectorului de cerc obtinut
prin desfasurarea suprafetei laterale a co-
nului.

Un con circular drept are varful V. In cercul de

baza al conului se inscrie patratul ABCD.

a) Aratati cd VABCD este o piramida regulata.

b) Stiind ca V4 = 8/3 cm, 4B = 16 cm,
calculati inaltimea conului si raportul
volumelor celor doua corpuri.

Dintr-o bucata de tabla avand forma unui sector

de disc se confectioneaza prin Infasurare un

recipient conic. Se stie cd unghiul la centru

al sectorului de disc are masura de 120°, iar

lungimea arcului de cerc care margineste

bucata de tabld are lungimea de 60w cm.

a) Calculati Tnaltimea recipientului conic.

b) Aflati capacitatea recipientului exprimand
valoarea acesteia 1n litri cu doud zecimale
(se folosesc valorile aproximative 7 = 3,14

si V2 =1,41).

Arii si volume ale unor corpuri geometrice

Un trunchi de con circular drept are lungimile
razelor bazelor 5 cm, respectiv 2 cm si inaltimea
de 4 cm. Aflati generatoarea trunchiului de con.

Volumul unui trunchi de con circular drept

este 841 cm?, inaltimea de 4 cm, iar raportul

dintre razele bazelor 0,5. Calculati:

a) lungimile razelor bazelor trunchiului;

b) aria totala a trunchiului de con;

¢) inaltimea conului din care provine trunchiul
de con.

Un trunchi de con circular drept are inédltimea

de 15 cm, generatoarea de 25 cm si linia

mijlocie a sectiunii axiale de 30 cm.

a) Calculati aria laterala a trunchiului de con.

b) Aflati lungimile razelor si volumul
trunchiului de con.

Un recipient in forma de trunchi de con circular
drept are indltimea de 40 cm si diametrele
bazelor de 140 cm, respectiv 80 cm. Aflati cati
litri de apa incap in rezervor. (Dati raspunsul cu
aproximatie la nivelul unitatilor.)

Un con circular drept are raza de 6 cm si inal-
timea egala cu 0,(6) din lungimea diametrului
bazei.

a) Aflati indltimea si generatoarea conului.

b) Un plan paralel cu baza conului determina
in con o sectiune cu aria 91 cm?. Calculati
volumul trunchiului de con obtinut prin
sectionare.

Un cort de forma unui trunchi de con circular

drept are Tndltimea de 3 m si circumferintele

bazelor de 16007 cm, respectiv 8007 cm.

Cati metri patrati de panza s-au folosit pentru

confectionarea cortului?

Un trunchi de con circular drept are ca

sectiune axiala trapezul isoscel ABCD 1in care

XABC=60°, AB=8 cm, CD =4 cm.

a) Calculati aria laterala a trunchiului.

b) Calculati volumul trunchiului.

¢) Calculati lungimea celui mai scurt drum
dintre punctele 4 si B, parcurs pe suprafata
laterala a trunchiului.
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L3. Sfera. Aria si volumul sferei

Descoperim, intelegem, exemplificam

Sfera este ,,perla” tuturor corpurilor geometrice. Inca din Antichitate, sfera
era consideratd ,,cea mai desavarsita dintre toate* (Platon).
Din orice punct al spatiului ar fi privita, sfera arata la fel.
Pretutindeni Intalnim obiecte care au forma de sfera sau de portiuni
g dintr-o sfera.

Consideram un punct O fixat in spatiu si un numar real strict pozitiv r.

Definitia 1. Multimea tuturor punctelor din spatiu care sunt situate la distanta » de punctul O se numeste
sfera de centru O si raza r si se noteaza §(O, r).

Despre un punct M, din spatiu, spunem ca apartine sferei daca si numai daca distanta C

la punctul fix O este r si scriem: M € §(O, r) < d(M, O) =r. ;

Stfera imparte punctele din spatiu in doua categorii:

1) puncte interioare sferei: sunt punctele N, pentru care distanta la centrul sferei este
mai mica decat raza;

2) puncte exterioare sferei: sunt punctele P, pentru care distanta la centrul sferei este
mai mare decat raza.

Observatii.

1. Sfera nu contine si punctele din interiorul sau.

2. Reuniunea dintre sfera si multimea punctelor interioare formeaza sfera plina sau bila de centru O si raza r,
notata B(O, r), adica B(O, r) = {P | d(P, O) < r}.

Extinderea conceptului de sfera la sfera plina (bila) este necesara pentru a putea vorbi despre volumul acestui
corp geometric.

3. Sfera este un corp de rotatie. Prin rotatia completa (pana cand ajunge in pozitia initiald) a unui semicerc in

jurul diametrului determinat de capetele sale se genereaza o sfera. Centrul sferei obtinute coincide cu centrul

cercului din care provine semicercul, iar raza sferei este egala cu raza semicercului.

Lucrare practica

Verificati folosind un program de geometrie dinamica (de exemplu, Geogebra) validitatea afirmatiei: ,,Prin
rotatia unui arc de cerc care contine un semicerc, in jurul unei drepte care contine

centrul cercului din care provine arcul si il intersecteaza in doua puncte distincte se

obtine o sfera”. \
Intersectia dintre un plan a si sfera §(O, r), depinde de distanta dintre centrul i
sferei si planul o.

Propozitie. Sunt posibile urmatoarele situatii:

a)o NS0, r)=3, daca d(O, o) > r. Planul o se numeste exterior sferei.

b) a N §(O, r) contine un punct, daca d(O, o) = r. Planul este tangent la sfera in acel punct.

¢) a N §(O, r) este un cerc cu centrul in proiectia lui O pe a,dacd d(O, a) <r. Planul este secant sferei.

I 214 Matematici ® manual pentru clasa a VIll-a




Demonstratie. Notam cu A4 proiectia punctului O pe planul a si cu M intersectia dintre semidreapta OA si sfera.
Atunci, d(O, o) = OA, iar OM = r.

a) Din OM < OA, rezultd M apartine : b) Pentru orice punct P € o, ¢)PentruP € a N §(O, r), AOAP

segmetului OA4, deci pentru orice AOAP este dreptunghic, deci este dreptunghic, deci

punct P al planului avem OP>0OA=r,adicaP ¢ S(O, r). - 3 T 2 5

d(0, P)> d(O, a)> r. Rezulti o N SO, )= (4}, A= JOP* ~04" = \r* ~o4* ,
adica este constanta si

Atunci, o N §(O, r) = . a NS0, r)=C(0, AP).

i’ ¢ :’ d(, o) > r

in particular, pentru d(O, o) = 0, planul contine centrul O, al sferei, intersectia fiind un cerc de raza r. Planul
o se numeste plan diametral al sferei, iar cercul de intersectie se numeste cerc mare al sferei.

Reprezentarea bidimensionald a sferei se realizeazad prin evidentierea unui cerc cu centrul in centrul sferei.
Pentru a sugera cé figura este un corp, o sferd si nu un cerc intr-un plan, convenim sa reprezentam cel putin o
intersectie a sferei cu un plan, de reguld cu planul orizontal, desenat ca un cerc turtit.

do, a)<r

Pentru doua puncte distincte A si B de pe sferd, exista un unic arc al unui cerc mare al sferei care le uneste.
Consideram trei puncte 4, B, C pe sferd. Acestea determina arcele din cercurile mari ale sferei
care trec prin fiecare doud dintre ele. Se obtine astfel un ,,triunghi pe sfera”, dar si triunghiul
din spatiu ABC, determinat de cele trei puncte. Intuim cé pentru triunghiuri din ce in ce mai
mici putem aproxima aria ,.friunghiului de pe sferd” cu aria triunghiului plan. Calculand
suma ariilor ,,triunghiurilor” disjuncte care acopera sfera, se aproximeaza aria sferei.

Consultati manualul digital pentru a urméari modul in care putem intui, tot prin aproximari

si formula de calcul pentru volumul corpului sferic.

Observatie. Nu se poate realiza o desfasurare, in plan, a sferei.
Acceptam urmatoarele formule de calcul, demonstratia lor depasind nivelul manualului:

3
. . . . . - dnr
Aria sferei de razi r este <4 = 4mr2, iar volumul sferei de raza R este U = .

Stim sa aplicam, identificdm conexiuni

Aplicatia 1. Pe suprafata unei sfere §(O, r) se afla punctele 4, B, C asa incat AB = BC = CA =9 cm. Stiind ca
distanta de la centrul sferei la planul (4BC) este de 3 cm, aflati raza sferei, aria si volumul acesteia.

Solutie. A, B, C € §(O, r), rezultda AO = BO = CO = r. Piramida OABC este regulata si

O = priupc)0 este centrul cercului circumseris triunghiului ABC. AQ = AB3\/§ =33 cem.

In triunghiul 40Q, aplicand teorema lui Pitagora, se obtine 40?= A2+ 002, AO=r=6 cm.
3

Anr

=288 wcm3.

Atunci, A=4 2= 144t cm? i V=
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Aplicatia 2. Sectionam o sferd de raza » dupa un plan diametral si ,,lipim” intre cele doud semisfere un cilindru.
Determinati inaltimea cilindrului, stiind ca volumul corpului obtinut este dublul volumului sferei.

Solutie. Observam ca raza sferei si raza bazei cilindrului sunt egale. Volumul sferei este ST -

4 . . . e equs
Us= E iar pentru volumul cilindrului de raza r si inaltime 7 avem U, =n - 12 - h.

. . . . . 4
Pentru ca volumul corpului sa fie dublul volumului sferei, trebuie ca Us = U, adica h = ?r .

6.3
é:(:)}g Exersim, ne antrenim, ne dezvoltim

n a) Numiti forma geometrica descrisa de fiecare E O sfera cu aria 144w cm? se sectioneaza cu

din punctele situate pe un semicerc 4B cand un plan, lungimea cercului de sectiune fiind
acesta se roteste in jurul dreptei 4B. 4m cm. Calculap: .
b) Numiti corpul geometric obtinut prin rotirea a) raza sl volumul sferei; '
. . ST . . b) distanta de la centrul sferei la planul de
completa a semicercului 4B in jurul dreptei sectiune

AB.

a Copiati pe caiete tabelul de mai jos si completati
casutele libere. Datele inscrise se referd la o

n O sferd cu raza de 20 cm este intersectata de
un plan situat la distanta de 12 cm fata de
centrul sferei. Aflati:

sferd. a) volumul sferei;

R Ay (em?) | DV (cm’) b) raza cercului obtinut prin sectionarea sferei.
a) | 4cm n Pe suprafata unei sferei se considerda punctele
b) 144n A, B, C astfel incat AB = 9 ¢cm, BC = 12 cm,
¢) 367 CA = 15 cm, iar planul (4BC) contine centrul
d) 0,06 m sferei.

P . e Aflati raza si volumul sferei.
B In Intrecerea sportivilor la aruncarea greutatii

se foloseste o bila in forma de sfera. Aflati Y Sfera de centru O 51 razd r = 8 cm contine
diametrul sferei stiind cd o sectiune care punctele 4, B, C'si O4 L 0B, OB L OC,

contine centrul sferei are aria de 491 cm?. OC L O4. Calculati:

a) aria si volumul sferei;

b) aria triunghiului 4ABC;

¢) distanta de la centrul sferei la planul (4BC).

n In desenul de mai jos sunt reprezentate un
8 cilindru circular drept si o sfera.

a) Scrieti relatia dintre
indltimea cilindrului
si raza sferei.

b) Stiind ca aria
laterala a cilindrului
este egald cu aria
sferei, comparati raza bazei cilindrului cu
raza sferei.

¢) Comparati raza bazei cilindrului cu raza
sferei in cazul cand corpurile au aceeasi arie.

Un acvariu are forma unei semisfere. Raza

sferei din care provine este de 15 cm:

a) Calculati aria si volumul acvariului.

b) Aflati daca se pot pune 6 litri de apa in
acvariu, stiind ca acesta poate fi umplut cu
apa doar la 90% din capacitatea sa.
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TEST DE AUTOEVALUARE Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul 1. Alegefi litera care indica varianta corecta,; doar un rdspuns este corect.

ap

ap

ap

ap

ap

ap

ap

ap

1. in paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH, AB = 5 cm, AD =24 cm, AE = 10 cm.
Aria patrulaterului ABGH este:

A. 110 cm? B. 120 cm? C. 130 cm? D. 140 cm?

2. Muchia laterald a unei piramide patrulatere regulate are lungimea de 12 c¢cm si formeaza cu planul
bazei un unghi cu mésura de 60° . Apotema piramidei are lungimea:

A. 4cm B. +l4cm C. 2+/l4cm D. 34l4cm

3. Lungimile laturilor bazelor unui trunchi de piramida patrulaterad regulatd sunt @ cm si b cm, iar
lungimea apotemei ¢ cm. Aria laterald a trunchiului de piramida este:

A. 2a-(btc)yecm? B. 2b-(a+c)cm? C. 2c-(a+b)cm? D. 2abc cm?

4. Un trunchi de piramida regulata s-a obtinut prin sectionarea unui tetraedru regulat si are volumul
0,936 din volumul tetraedrului. Raportul muchiilor bazelor trunchiului este:

A. % B. % c. 4 p 2
5. Volumul unui cilindru circular drept este 12t cm3, iar 3 - R =2 - G. Diametrul bazei cilindrului este:
A. 4cm B. 6cm C. 2cm D. 3cm

6. Un trunchi de con circular drept are generatoarea G =26 cm, raza bazei mari R = 15 c¢m si indltimea
h =24 cm. Volumul trunchiului de con este:

A. 24007 cm? B. 2450m cm3 C. 2500m cm3 D. 26007 cm?
7. O sferd, cu volumul 23047 cm?3, are aria egald cu:
A. 4801 cm?2 B. 536mcm? C. 596w cm? D. 576w cm?

8. Sectiunea axiala a unui con circular drept este un triunghi dreptunghic cu aria de 32 cm?.
Aria laterald a conului este:

A. 3242 mem? B. 16/2ncm? C. 32mcem? D. 167 cm?

Subiectul al II-lea. La problemele urmdatoare, se cer rezolvari complete.

10p
10p

10p
10p

10p

1. Un baraj hidrotehnic este construit pe scheletul din beton al unui trunchi de piramida regulata
ABCDMNPQ, cu AB =180 m, MN = 60 m si adancimea 4.

Volumul trunchiului de piramida este 1248 - 103 m3. P

a) Calculati inaltimea /4 a trunchiului de piramida. M

b) Constructia finala a barajului include adaugarea in jurul scheletului din beton C
a unui volum de roca egal cu 175% din volumul trunchiului.

Exprimati in metri cubi volumul barajului. A

2. In desenul aliturat, este schita unui cort format din doua parti; o parte cilindrica si una conica.
Dimensiunile sunt date in desen, in metri.

a) Calculati volumul cortului.

b) Cortul este prevazut cu ancorele din franghie AE si BF, punctele
E si F fiind situate fiecare la distanta de 4,8 m fata de centrul
bazei cortului.

Calculati lungimea franghiei folosite la ancorarea cortului.

3. Un muncitor trebuie sa vopseasca trei bile. El vopseste doua dintre bile, acestea avand diametrul de
18 cm, respectiv 24 cm, apoi o vopseste si pe a treia. Dupa ce termina activitatea, constatd ca pentru
vopsirea celei de-a treia bile a folosit aceeasi cantitate de vopsea cat a fost necesard pentru a vopsi
primele doua bile. Aflati raza celei de-a treia bile.
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M) Recapitulare finala

Probleme de sinteza

g o8

218

Se considerd multimea 4 = {x € Z \ € Z} si P multimea numerelor prime. Aflati multimile 4 si4 N P.

Fie numerele a =+/2 +\/§, b=1+6 simultimea /= {x € R|—%<x<§}.Aréta‘;i ca(a2—b2+1)0e [

Se considerd numerele @ = 24/7 +3 ,b=5+ 243 simultimea M= {a2,|-50— Jiot |, b2 }. Determinati
cel mai mic element al multimii M.

Aratati ca oricare ar fi n € N, numarul m = (2n — 3)? + (4n — 6)(3n + 4) + (3n + 4)? este patratul unui
numar real.

Se considera sirul infinit de numere reale V2 , J6 , NP , \/ﬁ,

a) Gasiti regula de formare a termenilor sirului si completati sirul cu Inca trei termeni.

b) Stabiliti dacé existd sau nu un termen al sirului care sa fie egal cu media geometrica a vecinilor sai.
Fie expresiile E,(x) = x3 — 9x si E,(x) = x> + 9x + 6x.

a) Descompuneti in factori cele doua expresii.

b) Calculati valoarea expresiei E,(x) pentrux =2 — \/g .

¢) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia £,(x) = x(x — 4)> —x.

Pentru x si y numere reale, determinati:

a) Minimul expresiei 4x2+ 12x + 11

b) Maximul expresiei —x2 — 6x + 3

¢) Perechile de numere (x, y) care verifica egalitatea x2 + y2+ 8x — 2y + 17=0

Efectuati calculele:

2
)( 3a N 2a J: 6a +10a2,aeR—{—§,—l,O,l};
1-3a 3a+1) 1-6a+9a 373 3
2 2 2 2 22
by | 4 rah oy a7 rabvb ) D d e masbar-b
a’+2ab+b a+b —ab

x“+9

e o . x-3 X . . .
Aratati ca expresia E(x)= [1 - ( 5 3 } = este un numar natural, oricare ar fi numarul real nenul x.
X+

Fie functiaf: R—> R, filx) =3x -1
ACOEIA0Y

- )

a) Calculati N
b) Trasati graficul functiei f.

¢) Determinati punctul de intersectie al graficului functiei f'cu graficul functiei g : [-2, + o), g(x) =—x + 3.
Aflati numarul « stiind ca punctul 4(a, 2a + 1) este situat pe graficul functiei f: R — R, f{x) = 2x + a2
a) Fie functia /- R > R, f{lx) =x — 3. Aratati cd oricare ar fi a, b € R cu a < b, are loc inegalitatea f{a) < (D).
b) Fie functiag: R — R, g(x) =—x + 3. Ardtati ca oricare ar fi @, b € R cua < b, are loc inegalitatea g(a) > g(b).
Rezolvati ecuatiile:

a)2(x+4y2—(x—-Dx+1)=x2+1;

b) 2x—1 _ 4x-3 '

3x+2 5x+6
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Arii si volume ale unor corpuri geometrice

Se considera in necunoscuta x, ecuatia: x2—x =a%2—a, a € R.

a) Rezolvati ecuatia pentrua = 1.

b) Determinati a stiind ca ecuatia admite solutia x = 2. D c F
¢) Aratati ca oricare ar fi a € R, ecuatia admite solutii reale. .’

Determinati numarul ab scris in baza 10, stiind ca ab?+3. (Zab - 20) =2020. -
Se stie cd ABCD este un patrat. Folosind datele inscrise in desenul alaturat L
calculati in functie de numarul real pozitiv x, perimetrul si aria ABEFD. e

Iluminatul unui parc se face prin luminatoare montate pe stalpi cu P4 4x B
inaltimea de 5 m, stalpii fiind perpendiculari pe planul solului. Unul .
dintre stalpi este situat la distanta de 12 m fatd de aleea ,,b” (figura .

alaturata). Calculati distanta de la varful stalpului la alee. A

Pe planul triunghiului dreptunghic 4BC se ridicd perpendiculara in R
mijlocul M al ipotenuzei BC pe care se fixeaza punctul N astfel incat
MN =8 cm. Stiind ca AB=AC = 6\/5 cm, calculati:

a) cosinusul unghiului format de dreapta NB cu planul triunghiului;

b) masura unghiului format de dreapta 4B cu planul (AMN);

¢) lungimea proiectiei segmentului AC pe planul (AMN).

Fie C un punct situat pe bisectoarea unghiului €40B, AO = OB si DC L (AOB). Demonstrati ca
triunghiurile DOA si DOB au aceeasi arie.

Patratele ABCD si ABEF sunt situate in plane diferite, 4B = a.
a) Daca M este mijlocul segmentului CE, demonstrati ca AM | CE.

b) Stiind ca EC = 4B A3 , calculati in functie de a, distanta de la punctul B la dreapta DF.

ABCDA'B'C'D' este un cub. Demonstrati ca:

a) A'B 1 BC;

b) A'BCD' este dreptunghi;

) Ay pep=2A e

Fie d lungimea diagonalei unui cub. Calculati volumul cubului.

O piramida patrulatera regulata cu latura bazei de 6 cm, are volumul 36 V3 emd, Determinati:
a) masura unghiului format de fetele laterale cu planul bazei;
b) aria laterald a piramidei.

Fie ABCDA'B'C'D' un trunchi de piramida patrulaterd regulata cu AB = 18 cm si A'B' = 6 cm. Stiind ca
inaltimea trunchiului este 673 cm, calculati inaltimea unei fete laterale.

In trunchiul de piramida patrulaterd regulata ABCDA'B'C'D', M si M' sunt mijloacele muchiilor 4B,
respectiv A'B', iar O si O' sunt centrele bazelor. Stiind ca AB=a, A'B'=b, a > b si MM' = ¢, calculati OO'.
Piramida triunghiulara regulata SABC are indltimea SO = 18 cm si muchia laterala S4 =3 dm. Sectionam
piramida cu un plan a, paralel cu baza, astfel incat perimetrul sectiunii sa fie o treime din perimetrul
bazei. Calculati:

a) distanta de la planul de sectiune la planul bazei piramidei;

b) muchia laterald a trunchiului de piramida rezultat prin sectionarea piramidei;

¢) volumul trunchiului de piramida.

Fie cubul ABCDEFGH, AB =4 dm si punctul P mijlocul muchiei EH.

a) Calculati perimetrul patrulaterului BCHP.

b) Aflati distanta de la punctul P la dreapta AC.

¢) Aflati sinusul unghiului format de dreapta PC cu planul (BCD).
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@ In paralelipipedul dreptunghic ABCDMNPQ, AB = 12 cm, DQ = 15 cm si suma tuturor muchiilor este
de 144 cm.
a) Aflati lungimea diagonalei paralelipipedului.
b) Determinati cosinusul unghiului planelor (4BQ) si (MNP).
m In prisma patrulatera regulati BCDEFGHI cu baza BCDE, BD = 24 cm, iar diagonala unei fete laterale
are lungimea de 26 cm. Calculati:
a) indltimea prismei;
b) sinusul unghiului dreptelor EF si CH.
Un con circular drept are aria bazei de 64w cm? si aria totald 144w cm?. Aflati volumul conului.

m Un cilindru circular drept, are raza bazei egald cu » cm si indltimea egald cu jumatate din lungimea
cercului de baza. Calculati aria laterala si volumul cilindrului.

Se considera cilindrul circular drept cu sectiunea axiali ABCD si punctul E P

mijlocul arcului CD. Aflati distanta dintre punctele 4 si £, masurata pe suprafata
laterala a cilindrului (figura alaturata), stiind ca lungimea cercului de baza este de
32 dm si indltimea cilindrului de 7 dm.

E O piesa din metal are forma unui con circular drept cu raza bazei de 18 cm 4

si indltimea de 10 cm. Se topeste piesa si din ea se confectioneaza o alta H G

piesa sferica. Stiind cd prin prelucrare se pierde 10% din volum, calculati

E raza piesei sferice. YN £
m Un cub din lemn ABCDEFGH are muchia de 24 cm, iar punctele M, N, P E

sunt mijloacele muchiilor £4, EF, respectiv EH. M :

a) Aratati cd piramida EMNP este piramida regulata. e

b) Daca se indeparteaza piramida EMNP, calculati volumul corpului ramas. :

m O bucata de carton este suprafata unui triunghi echilateral ABC cu aria
64 /3 cm?2. Se impart laturile triunghiului in cate patru parti egale,
notam M, N, P mijloacele laturilor AB, BC, respectiv AC si se Inlatura
triunghiurile mici cu varfurile B si C.
a) Aratati ca suprafata ramasa poate fi desfasurarea unui trunchi de piramida
triunghiulara regulatd avand baza mare triunghiul MNP.
H_H b) indoim suprafata de carton rimasa dupa dreptele MN, NP, PM si DE,
pand cand se formeaza o cutie avand forma unui trunchi de piramida
triunghiulara regulatd. Aflati indltimea cutiei.

m Dintr-un bol in forma de semisfera cu raza de 15 cm se toarna apa intr-un
vas cilindric gol, dimensiunile vasului cilindric fiind raza R = 10 cm si generatoarea G = 25 cm. Stiind
ca apa din bol ocupa 75% din capacitatea acestuia si s-a turnat 1n vasul cilindric jumatate din cantitate,
aflati inaltimea apei din vasul cilindric.
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TEST FINAL 1 Se acorda 10 puncte din oficiu.
Subiectul 1.

La cerintele urmatoare alegeti litera care indica varianta corectd; doar un rdaspuns este corect.

-2

5p|1. Numarul apartine intervalului:
2t \/g part

A. (-1;0) B. 0; 1) C. (1;2) D. (1;+©)
5P |2. Daci E(x) = (1 —x)(2 +x) + x, atunci E(ﬁ ) este:
A 0 B. 1 C. 2 D. 4
2
9p|3. FiexeR- {—E ,E }. Simplificand raportul 4 +6x se obtine:
22 4x* -9
A -2 — C— Y
2x-3 2x+3 2x+3 2x-3
3P |4. Pentrux # 3, rezultatul calculului + este:
X — — X
A. 1 B. -1 C. X D. —x
5p|5. ABCDEFGH este un cub cu muchia de 9 cm. Distanta de la punctul 4 la dreapta BH este:
A. 6+/3 cm B. 34/6 cm C. 4f3em D. 4J6cm
5p|6. Suma muchiilor unui tetraedru regulat este 60 cm. Aria totald a tetraedrului este:
A 1003ecm2 B, 10043 cm? C. 1003cm> D, 10033 cm
5p|7. Un cilindru circular drept si o sferd au razele egale si volumele egale cu 36w cm? . Inaltimea
cilindrului este egala cu:
A. 4 cm B. 6 cm C. 8 cm D. 12 cm
5p|8. Sectiunea axiald a unui con circular drept este suprafata unui triunghi dreptunghic cu aria 81 cm?2.

Calculand volumul conului obtinem:
A, 252mcm’ B. 243n cm?3 C. 2lémem? D. 324ncm’
Subiectul al I1-lea.

1. Se considera functia f:R — R, fix) =3x+a,a € R.

3 p | a) Pentru a = 2, trasati graficul functiei /-

3 p | b) Aflati numarul a stiind ca punctul A(a, 8) este situat pe graficul functiei f.

3p|c)Calculatia - f(2) + (a—1) - f-2)

(x+3)" —2(x+1)-4
x* +3x

oricare ar fi x € R—{-3, —1, 0}.

Subiectul al ITI-lea.

1. Pentru a urca pe o cladire in formad de paralelipiped dreptunghic
ABCDEFGH, un pompier se deplaseaza pe scara fixa MN, lunga de
24 m. Stiind ca dreapta MN face cu o, planul solului, un unghi de 30°,
cu planul (4BFE) (al cladirii) un unghi de 45° si cé planele a si (ABFE)
sunt perpendiculare, se cer:

3P | a) distanta de la capitul M al scirii la cladire;
10p | b) indtimea cladirii;
109 | ¢) dacd P = pr 5, M si O = pr, N calculati lungimea segmentului PQ.

10 p | 2. Fie expresia E(x) =

,x € R—{-3,—-1,0}. Aratati ca E(x) este un numar rational,

Arii si volume ale unor corpuri geometrice 221




TEST FINAL 2 Se acorda 10 puncte din oficiu.
Subiectul 1.
La cerintele urmatoare alegeti litera care indica varianta corectd; doar un rdaspuns este corect.

ap

ap

ap

ap

ap

ap

ap

ap

1Y 1 1 1Y
1. Rezultatul calculului || x—— | —| 2x—— || x+— |+]| x+— 47" este:
2 2 2 2

A. 2x-3 B. 2x+3 C. 3x-2 D. 3-2x
2. Ecuatiile 6x2 — x — 1 =0 si 3x2 + @ = 0 au o solutie comuna pentru:

A ae —3;—l B. ace —i;—3 C. ace —E;—3 D. ae —i;—l
4’ 3 3 4 373

S < A L . X
3. Cel mai mic numar intreg solutie a inecuatiei —2x + 3 < Y + 5 este:

A -1 B. 0 C. 1 D. 2

4. Reprezentarea grafica a functiei f: [-2; +o0) —> R, fix) = —x — 3 este o semidreaptd inchisa,
cu originea 4. Coordonatele punctului 4 sunt:

A (-1,-2) B. (-2,-1) C. (-2 D. (-2,1)
5. Numarul planelor determinate de varfurile unui patrat si un punct exterior planului patratului este:
A7 B. 6 C. 5 D. 4

AG
6. ABCDEFGH este un cub. Valoarea raportului CH este:

3 V2 V6 b Y6

2 3 -3 )
7. Volumul unui trunchi de piramida este 93,6% din volumul piramidei din care provine trunchiul.

Valoarea raportului dintre inaltimile celor doud corpuri este:
A. 04 B. 0,2 C. 0,6 D. 0.8

8. Daca un cilindru circular drept are Tnaltimea egala cu o treime din lungimea diametrului bazei si
diagonala sectiunii axiale de 2+/10 cm, atunci volumul cilindrului este egal cu:
A. 12mcemd B. 18mcm? C. 24ncm? D. 16mcm?

Subiectul al II-lea.
In urmatoarele reprezentari lungimile segmentelor sunt in cm. Rezolvati cerintele.

1. PA 1L (ABC), PA=3,6 cm, P
IBAC=90°, AB = 2a,
BC=2a+2,AC=a+2.

2. DEFG este un patrat,
OD1(DEG),0D =40 cm,

0 EF=4b, FG =3b + 40.

(5p) a) Aflati numarul a. 4 a B (5p) a) Aflati numarul b.
(10p) b) Calculati distanta de  a+2 (5p) b) Calculati distanta de la
la punctul P la dreapta BC. C punctul Q la dreapta EG.

Subiectul al III-lea.

ap
ap

ip
10p

222

3
1. Fie functiile /: R — R, flx) = —Ex +4,g:R >R, g(x)=2x-3.

a) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
p;: »,Punctul P(4, -2) apartine graficului functiei f.”

1
p,: »,Punctul O( 5 3) apartine graficului functiei g.”

p5: ,,Punctul de intersectie a graficelor functiilor f'si g este M(2,1).”
b) Trasati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor f'si g.
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INDICATII ST RASPUNSURI
Test 1 (pag. 9)

90
L1.A;2.F;3.A;4.A;5.F; 6.F;7.F; 8. A. 1L 1. Fie p pretul initial. Atunci, > 100 ‘(p —10) =27 . Se obtine
p =40 (lei). 2. DE || BC'si BD || CE. Rezulti ca BCED este paralelogram si DE = BC =9 cm. In triunghiul

CDE, <CDE =90°, CD=AB =12 cm, DE =9 cm, rezultd CE =15 cm. IIIL. 1. a) a = 1. Ecuatia devine
x+2 x-1 4 2-1

2
3 —T=151S {1}.b)x =2 este solutie, deci E—T—l deundea—g 2.a) AO = BO, deci O

apartine mediatoarei segmentului AB. Segmentul 70 intersecteaza AB in C si cercul in D. Atunci, d (O, AB)

r —
=0C= 3 Se obtine <A0C = 60°. Cum A AOD si A BOD sunt echilaterale, obtinem AB = <40B = 120,

b) in triunghiul 40T, AC 1L OT, C € OT si OA>=12,iar OC - OT = % - 2r=172. Rezultd ca «0AT=90°si in
triunghiul dreptunghic AOT, obtinem AT = r3=8 J3 (cm). Din AAOT = A BOT (LUL), rezulta

XOBT =90°, deci d (O, BT) = OB = r, iar BT este tangenta la cerc.

Test 2 (pag. 10)

L.1.2;2.150;3.3;4. -3 51 3; 5. 4,2 cm; 6. 8 cm?; 7. 20 cm; 8. 18 cm. Il-lea. 1. a) \/; e M si

n=10"m + 4, meN. 4=10-0 + 4 si 394 =10-39 + 4. Multimea M contine 40 de elemente. b) /n € N = n=#
k € N. Dar, u(n) =4 = u(k)e { 2,8 }. Conditia este verificatd de numerele 22, 82, 122, 182, iar
MNN={2,8,12,18}.¢)in sirul de numere naturale 4, 14, 24, ..., 394, doar patru sunt patrate perfecte,
deci multimea M N (R\Q) contine 40—-4=36 elemente. 2. AC=2nsi BD=2n+2,n € N.

Fie AC N BD={ O }. Rezulta AO = n, BO=n+ 1 si <AOB = 90°. In triunghiul AOB din tgx4BD =% =

3
L:Z de unde n = 3. Atunci AO =3 cm, BO =4 cm si AB =5 cm. Il 1. a) Din enunt, obtinem:

[ V2-al+| 6-3 =0 | V2-al=| 6-3|=0=a=25ib="3.

S={2,-7),(2,7)}. 2. a) Fie EF L CD, Fe(CD. Din triunghiul CEF se obtine CF = ar .
AE +CD BE-AD

b) dyep = Ausep & 5  AD=——— . Rezulti BE=AE+ CDsaub=3 - a. ) Fie BM L CE.

M e CE.Din CE - BM = BE - AD se obtine BM =3 V10 ¢m si apoi CM =3 V10 cm. Rezultd <BCE = 45°.

Test de autoevaluare INTERVALE DE NUMERE REALE. INECUATII iN R (pag. 40)

Subiectul I. 1.D;2.C;3.D;4.A;5.D;6.B;7.C; 8. A.

Subiectul al II-lea. 1.|r-3|<10<r+3 = re {8;9;10; 11;12}.2. M={-3;-2; -1, 0; 1; 2; 3; 4} si

M N I contine doar numere consecutive avand suma 5. Exista posibilitatile: 2 + 3 =5, deci M N (a; b) = {2; 3},
rezultia=1,b=4sau—-1+0+1+2+3=5deci M N (a; b)={-1;0; 1;2; 3}, rezultd a = -2, b = 4.
Subiectul al III-lea. 1. a) B=[-3;-2);b). A U B=[-3; —%), ANB=(-3;-2),4A\B=[-2; —%),

1 1 1 1 o111 5
= = (—oo —(_- . =(L. —<—<= -
B\A={-3}.2. a)§, (oo,4),S2 (6,-i-<no),b)SlﬂS2 (6,4),neN§1 < 4.Rezu1tan 5.
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Test autoevaluare CALCUL ALGEBRIC iN R (pag. 82)
Subiectul I. 1. A;2.B;3.D;4.A;5.C;6.C;7.B;8.C.

Subiectul al II-lea.1 =2;b)x=2,y= 3 2.a) F(a ,b) = (a+b)2 __ath .
ubiectul al II-lea.1.a) x=2;b)x =2,y 2..a) a, (a+b)(a+b+1) il
3-3 3x2 3x’ 3y’ 2x+1 ¥ -1 x-1
+h=B-1 siF=""2 - = = - :
bya+b="3-1siF T o Ty e RO T e T e
n-1 _2n-2 1 . o . _
c) 2. =1- € Z. Se obtine n =0 si n = 1. Convine doar n = 0.

2n—-1 2n-1 2n—1

Test autoevaluare FUNCTII (pag. 112)

Subiectul I. 1. C; 2. B; 3. C; 4. A; 5. D; 6.A; 7. B; 8. A. Subiectul al II-lea. 1. a) u = 4; b) v=—1;

¢) 0(0,0);d)A(2,4) e d,B(2,-1) € d’; OB> + OA2=AB* = OA L OB < d L d’. 2. a) Spatile libere se
completeaza cu: 240000; 264600; 277830; b) 1034430 autoturisme.

Test de autoevaluare ELEMENTE DE GEOMETRIE N SPATIU (pag. 188)

Subiectul I. 1. F; 2. A; 3. A; 4. F. Subiectul al II-lea. 1. a. 4; b. 5; ¢c. 3; d. 2.

Subiectul al IlI-lea. 1. a) desen; b) Fie P=P7y4. Se obtine pr,,,, AH = PH=2+/30 em;

) 2 ACD)BH = BD, ABDH este dreptunghic isoscel si «(BH,(ACD)) = 45°; 2. a) MD este linie mijlocie in

triunghiul ACE, deci AE || MD; b) Luand P mijlocul muchiei BC, obtinem BE || DP si <(AD; BE) = «(AD; DP)

J6 \3 w2

=u. sinu cosu+tgu—T— +2=—"

Test autoevaluare ARII SI VOLUME ALE UNOR CORPURI GEOMETRICE
Subiectul I. 1.C;2.D;3.C;4.B;5.A;6.D;7.D; 8. A

Subiectul al Il-lea. 1. a) 7 =80 m; b) V.= 3432 - 10° m?.2. a) H ,=3,9-3,2=0,7 m.
Ve = Vit Veen =1 - 2,432+ 1 - 2,42- 0,7 =19,776m = 62,09(m?); b) Fie O centrul bazei cilindrului.

d(E, 0)=4,8=ED+ DO =ED + 2,4, deci ED = 2,4 (m). La fel FC=2,4 (m). AADE =ABCF (C.C).
Se obtine AE = BF = 4. Lungimea franghiei folosite este 2 - 4 m=8m. 3. R, =9 cm, R, =12 cm si 4, + 4,= 4.
Din egalitatea 41 R} + 4n R; =4n R; , rezulti R, = 15 cm.

Test final 1
Subiectul I. 1.B;2.A;3.D;4.A;5.B;6.C; 7.A; 8. D. Subiectul al II-lea. a) grafic; b) a =2; ¢) 3.
Subiectul al IlI-lea. a) pr,z;) M = P, rezultd d(M, (ABE)) = MP. pr 3z MN= PN si MNP = 45°.

Se obtine MP = MN : \[2 = 12+/2 (cm); b) pr,MN= MQ si <NMQ = 30°. Atunci d.. ... = 12 m;

¢) In triunghiul NOP, <NOP =90°, NO = 12 m, NP = 12 m si aplicand teorema lui Pitagora, PQ = 12 m.

Test final 2

Subiectul I. 1.D; 2. A; 3. B; 4. B; 5. A; 6. D; 7. A; 8. B. Subiectul al II-lea. 1. a) a =4; b) AQ = 4,8 cm,
d(P, BC)=PQ =6 cm. 2. EF = FG si atunci b = 40 cm; b) DP =20 cm, d(Q, EG) = QP =20 cm.
Subiectul al III-lea. 1. a) p, : A; p,: F; p;: A; b) desen.
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Programa scolara poate fi accesata la adresa:
http://programe.ise.ro.



Manualul este prezentat in varianta
tiparita si Tn varianta digitala.

Varianta digitala are un continut

similar celei tiparite.

in plus, cuprinde o serie de activitati
multimedia interactive de Tnvatare
(exercitii interactive, jocuri educationale,

animatii, filme, simulari).

= Tot ce e gandire corecta este sau
matematica sau susceptibila de
matematizare. Invatand matematica

inveti sa gandesti.
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