(248)2 o

—

02
+2db+62
' digr g be

d=\a’>+b* +c

__________

MINISTERUL
EDUCATIEI S|
CERCETARII

CONSTANTIN BASARAB CATALIN CRISTEA
DANUT DRACEA DAN SECLAMAN

MATEMATICA

Manual pentru clasa a Vlll-a

==

EDITURA CD PRESS

www.cdpress.ro



Acest manual scolar este proprietatea Ministerului Educatiei si Cercetarii.
Acest manual a fost aprobat prin ordinul ministrului educatiei si cercetarii nr. 5523/07.09.2020.
Acest manual scolar este realizat in conformitate cu programa scolara
aprobata prin OM nr. 3393/28.02.2017.

116.111 = numarul
de telefon de asistenta
pentru copii



MINISTERUL EDUCATIEI SI CERCETARII

CONSTANTIN BASARAB CATALIN CRISTEA
DANUT DRACEA DAN SECLAMAN

Matematica

Manual pentru clasa a VIlI-a

EDITU RAj{CD PRESS

www. cd ])‘ ress.rao




MATEMATICA

Manual pentru clasa a Vlll-a

Editor: dr. Costin DIACONESCU

Layout, tehnoredactare: Irina SUCIU
Coordonator tehnic si IT: Rizvan SOCOLOV

Referenti de specialitate:

Prof. univ. Vicentiu RADULESCU — Departamentul
de matematica, Universitatea din Craiova
Prof. dr. grad | Raluca CIURCEA, Colegiul National

»Carol I”

Credite foto/ilustratii:
Dreamstime; Wikimedia Commons — Domeniu Public

Credite video:

Videoblocks, Audioblocks, Dreamstime

EDITURARCD PRESS

www.cdpress.ro

REVISTE  CARTE $GI}[AII[\ °
MANUALE DIGITALE  DOTARI SCOLARE

Prima alegere in domeniul produselor si al proiectelor
educationale roménesti de calitate pentru scoald si familie

—
mICNet § AC

Inspectoratul Scolar al Judetului/Municipiului

Scoala/Colegiul/Liceul

DESCRIEREA CIP A BIBLIOTECII NATIONALE A ROMANIEI

MATEMATICA : MANUAL PENTRU CLASA A VIII-A / CONSTANTIN
BASARAB, CATALIN CRISTEA, DANUT DRACEA, DAN SECLAMAN. -
BUCURESTI : CD PRESS, 2020

ISBN 978-606-528-518-7

I. BASARAB, CONSTANTIN
1. CRISTEA, CATALIN
1. DRACEA, DANUT
IV. SECLAMAN, DAN

51

ISBN: 978-606-528-518-7

© Copyright CD PRESS 2020

Aceasta lucrare, in format tipdrit si electronic, este protejata de legile
romane si internationale privind drepturile de autor, drepturile conexe
si celelalte drepturi de proprietate intelectuald. Nicio parte a acestei
lucréri nu poate fi reprodusa, stocata ori transmisa, sub nicio forma
(electronic, fotocopiere etc.), fara acordul expres al Editurii CD PRESS.

Editura CD PRESS

Bucuresti, str. Logofatul Tautu nr. 67, sector 3, cod 031212

Tel: 021.337.37.17, 021.337.37.27, 021.337.37.37 Fax: 021.337.37.57
e-mail: office@cdpress.ro e www.cdpress.ro « B Editura CD PRESS

Comenzi:

< manuale@cdpress.ro e & 021.337.37.37
B www.cdpress.ro

Scaneazd codul si consulta catalogul
complet de titluri al Editurii CD PRESS.

ACEST MANUAL A FOST FOLOSIT DE:

Aspectul manualului*
Anul Numele elevului Clasa | Anul scolar format tipdrit
la primire la predare
1
2
3
4

*Pentru precizarea aspectului manualului se va folosi unul dintre urmdtorii termeni: nou, bun, ingrijit, neingrijit, deteriorat.
- Cadrele didactice vor verifica daca informatiile inscrise in tabelul de mai sus sunt corecte.

« Elevii nu vor face niciun fel de insemnari pe manual.



Cuprins

Multimi. Numere

1 INTERVALE DE NUMERE REALE. INECUATII iINR

Lectia 1. Multimi definite printr-o proprietate comund a elementelorlor........ooeeiiiiiiiiiiiiinnnnn.. 7

Lectia 2. Intervale numerice si reprezentarea 1or pe aXa NUMETElOT « v v v v v v vvvteetneennensnesseesseeseeennns 10
Lectia 3. Inecuatii de forma ax + 5> 0(<,<,>), unde @,h ER vttt iv i ittt iinennennens 16
Lectia 4. Rezolvarea unor probleme cu ajutorul inecuatiilor e o v vvvvveeeeeeeeeeeeereeereeereenneeeneannnns 21
TEME DE SINTEZA ...\t tutaeeaeeaeenennsnnsnnsessessossenseaseaseaseassassans sassnnsnns 23
PROBLEME RECAPITULATIVE ... .titiiiititieeerensssotocassnsssosossssssssosasossssnsnsasos 23
TEST DE AUTOEVALUARE . ...t titttetetesnerecesssrosasassotosassesossassssssassssssasssss tos 24

2 CALCUL ALGEBRIC iN R

Lectia 1. Operatii cu numere reale reprezentate prin [itere . . .o vvveeiiiiiiiiiiiinieeeeeeeeeeeeeennnnnnnns 25
Lectia 2. Formule de calcul prescurtat . .o vve e e e inniiiiiiiiitieeeeeeeeeeeeennnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnns 29
Lectia 3. Descompuneri in factori utilizand reguli de calcul in R (factor comun, grupare de termeni, formule de

CALCUL PIESCUITAL  « ¢ v v v v et a e e e eeeeoe e osensenssassassosnssassassnssssssssssnssnssasnsss 33
ILagitn &, Pl elZEbED 0 0000000000000000000000000006000600060000000000000000000000000000000000C 36
Lectia 5. Operatii cu fractii algebrice (adunare, scadere, inmultire, impartire, ridicare la putere) .. oo ooevvvennn.. 39
4 0 01551 00 03 O {00 DAYALN B 0JN 2 365 68 66 6600000 6006 6000000006 600000005806000060800000000060800000030 000 44
Lectia 6. Ecuatii de forma ax? + bx+c =0, unde a,b,C ER « ot v tvu ittt i ieieinenneneeenns 45
Lectia 7. Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatieide gradul doi...ovvveereeneiiiiiiiiiiiiinnnnnnns 49
PROBLEME RECAPITULATIVE ...t iitiiiiiititeeietorsossessesossscssasssssassassesssssanse 51
T3S 103D, ANOTROIINZAV LAY, 600 60000000006000006000066000060000000006000060300000060000000000030 0OG 53

3 FUNCTII

Lectia 1. Functii definite pe multimi finite, exprimate cu ajutorul unor diagrame, tabele, formule ................ 54
Lectia 2. Graficul unei functii, reprezentarea geometricd a graficului unor functii NUMEriCe . v vvveeeeeennnnnnnn. 60
Lectia 3. Functii de forma f: D - R, f(x) = ax + b, unde a si b sunt numere reale si D este 0 multime finitd de numere

Tl e SN/DSIR00000000000000000060000006000000000000000000000000000063000000000 06000000C 63
Lectia 4. Functii de tipul f: D >R, f1 (x) = ax+b, unde D este un interval nedegenerat . ..o veveeeeeneeennnaennns 67
Lectia 5. Interpretarea geometrica

LeCturl Grafice o v v v v ettt it ieeiee ettt eeeeneeoseostossossossssssnasnssassas sassnssnns 69
Lectia 6. Elemente de statistica: indicatorii tendintei centrale (frecventd, medie, mediand, mod si amplitudine a unui

TS0 LI F 1) P 72
PROBLEME RECAPITULATIVE ...t iitiiiiiitttieietorsosscssesossssssassssssscosossassanse 77
4 1 01551 000 3. O {00 DAYAEN B10JN 2 336568 66 6600000 0006 660000006006 6000000008606000060500000000060000000030 008 78

Geometrie

4 ELEMENTE ALE GEOMETRIEI iN SPATIU
Lectia 1. Puncte, drepte, plane: conventii de NOtAre . . oo v vv v v e inuuenueeeneenssessseeeeeeeeeensnannnnnns 80
Lectia 2. Determinarea dreptei, determinarea planului, relatii intre puncte, drepte siplane ...........oooennn... 84
Lectia 3. Corpuri geometrice: piramida, piramida regulatd, tetraedrul regulat . . . ....ooviiiiiiiiiiiiiiiee, 88



TEME DE SINTEZA ...ttt et etetneetneetseantennsensonesonesoneeen sasennsens
Lectia 4. Prisma dreaptd, paralelipipedul dreptunghic, cubul .......cooiiiiiiiiiii it
Lectia 5. Cilindrul circular drept. Conul circular drept . ..o vvvveee i iiiiiieennnnnnnns
Lectia 6. Paralelism: drepte paralele, unghiul a doud drepte . oo vvevvnen e iiiiiiiniininnnennnneenns
Lectia 7. Dreaptd paraleld cu Un Plan o o oo oo v v v vt inniiienienneeneseeeeeeeeeennnnnnnnnnsnseeeeeeos
Iagitn &, Peme pafElE 0 0 560000000 000000000000000000000000000000600600060006009000003900000050000
TEST DE AUTOEVALUARE . . ..ottt iiiiiiitt e tneeeeteenneteonnaaasseonnnnanses
Lectia 9. Aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpuri geometrice studiate . . oo ovvevee e,
Lectia 10. Perpendicularitate: drepte perpendiculare, dreaptd perpendiculard peunplan........covveeinnnnnn..
Lectia 11. Distanta de laun punct [a un plan . . iniiinnnineeeeeeeeeennnnnnnnsesssssseessnnns

Lectia 12. Distanta dintre doua plane paralele. Iniltimea prismei drepte si iniltimea paralelipipedului dreptunghic . . .

TEMA DE SINTEZA ...ttt ittt et tttnntetaneteuneetueeenneeerunes sovnneeens
108510101 3 ANORIGIBN/ANUIANRD 6 60000000000000000000060000063000000 0A000000000000000000300000000000C
Lectia 13. Proiectii de puncte, de segmente side drepte pe unplan...oovveeeeeeeeeeeeriiiinnnnnneeeeeenns
Lectia 14. Unghiul dintre o dreapta si un plan. Lungimea proiectiei unui segment peunplan.........cooeeenn..
Lectia 15. Teorema celor trei perpendiculare « o oo v v v v v tteneneeennneneneeeeeeeeeeeeennnnnnnnnnnnssns
Lectia 16. Unghi diedru. Unghi plan corespunzitor diedrului. Unghiul adoud plane ...........ovvvvvenanna...
Iagitn 17, Pleine peipeieiEuliie o 0 0 00 00000000000000000000000000000000000000000000000003000600000000C
Lectia 18. Calculul distantei de la un punct la un plan. Calculul distantei dintre doud plane paralele..............
TEME DE SINTEZA ... .0ttnntttnt ettt ettt etuneetuneetnneeeuneeennnsecns snesonnnss

Geometrie

S ARII SI VOLUME ALE UNOR CORPURI GEOMETRICE
Lectia 1. Prisma dreapta
Distante si unghiuri pe fetele sau in interiorul unei prisme drepte (cu baza triunghi echilateral, patrat sau
hexagon regulat), ale unui paralelipiped dreptunghic siale Unui cub . oo vvvviiiiiiiiineeeeeeeeeeeens
Lectia 2. Arii si volume ale prismei drepte (cu baza triunghi echilateral, patrat sau hexagon regulat) ale
paralelipipedului dreptunghic siale cubulti. ..o ovvviin ciiiii it ittt ittt e
T 101, ANUIIONENVAN IANRIS, 600 000000000000000000000600060000600000000660000600A0000006000600aC
Lectia 3. Piramida regulatd. Distante si masuri de unghiuri pe fete sau in interiorul piramidei regulate (cu baza
triunghi echilateral, patrat sau hexagon regulat) « v oo ve v ietienne et ineseenneeneesensesnsonnsss
Lectia 4. Aria si volumul piramidei regulate cu baza triunghi echilateral, patrat sau hexagonregulat..............
TEME DE SINTEZA ...ttt ittt ittt ettt eetaeetaneeenneseenn sneeennnes
IS 1018 ANTQIBN/ANUUANRT 6 6600000000000000000000000060000000 00000000000000000000000000000000C
Lectia 5. Trunchiul de piramida regulatd. Distante si mdsuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul trunchiului de
piramida regulatd. Aria si volumul trunchiului de piramidaregulatd .. ...oovveviiiiiiiiiiiiieeenn
TEME DE SINTEZA ...ttt ettt ettt etiaaeeeettaniees ereennnns
TEST DE AUTOEVALUARE . . ..ottt itiiiiittiiiiiite sttt tnnaeeteeneeteonnasesseonnnnansas
Lectia 6. Aria si volumul cilindrului circular drept . o oo vve ettt i ittt ittt
Lectia 7. Aria si volumul conului circular drept e oo vveeeeee ettt e ennenreenrenneieneeeneeeeeeeeeeeens
Lectia 8. Aria si volumul trunchiului de con circular drept .. oooeeeiin it iei i iiiiiiiiiinnnnnneeeeens
Lectia 9. Aria $1 VOIUMUL STETEI « v v vttt e ittt vttt itteettnniiiiineseeeeeeeeeeeennnnnnnnnnnnnns
TEME DE SINTEZA ...ttt ettt ettt ettneeetneetuneeennnseins snesennnns
TEST DE AUTOEVALUARE ... ....u.uutttuueeeeeeeoueneesassaeonssssaeesssaeeasssssnesssssas
VARIANTE DE TEZA PENTRU SEMESTRUL | $I SEMESTRUL alll-lea.............
Teste pentru pregitirea examenului de Evaluare Nationald . .......... ..o ittt

INDICATII SI RASPUNSURI [ PP



PREZENTAREA MANUALULUI

Manualul dezvolta capacitatea elevilor de a efectua operatii
logice de analiza, sintezd, comparatie, generalizare, concre-
tizare, de a explica pe baza de argumente, de a efectua ratio-
namente inductive, deductive si analogice, de a gandi
divergent, de a transfera cunostintele in situatii diferite si de
a se autoevalua.

Se vizeaza, formarea capacittii elevilor de a operationaliza
cunostintele dobandite, de a le utiliza in situatii concrete de
viatd, In cotidian. Manualul nu se reduce la prezentarea unor
descrieri si exemplificari, ci, prin scheme, modele, propo-
zitii lacunare, intrebdri si indicatii, probleme, elevul este
indemnat sa facd demersuri cognitive, investigatii, fiind
implicat direct 1n activitatea de ,,descoperire ”.

Fiecare unitate didacticd, numita lectie, reactiveaza sistemul
de cunostinte anterior asimilate, 1l familiarizeaza pe elev cu
terminologia cercetdrii, 1l antreneaza in descoperirea de noi
cunostinte, de tehnici de lucru, de procedee, proprietiti,
notiuni, pornind de la conditii date, prin aplicarea unui
rationament inductiv.

In cadrul fiecdrei unititi didactice sunt sistematizate noti-
unile si procedeele prezentate, realizand o sintezd riguroasa
si accesibild, aceasta realizdndu-se prin comentarii, exemple
si observatii.

Sectiunea Probleme rezolvate oferd modele pentru rezol-
varea unor tipuri noi de probleme, probleme referitoare la
cunostintele nou dobandite.

Sectiunile Teme de sintezd si Teme pentru lucru in
echipe permit profesorului realizarea unor mini colective de
elevi, in asa fel Incat, intr-o formd modernd, sd se rezolve
anumite teme mai complexe care necesitd dezbaterea mai
multor tipuri de idei.

Continuturile cuprinse in programd au fost distribuite pe
unitati didactice (lectii) grupate in cinci capitole.

Subiectele au fost astfel inlantuite incat sd se permitd
tratarea diferitelor parti ale programei in ordinea lor fireasca
si progresiva.

Activititile si exercitiile relativ independente si foarte vari-
ate servesc scopurilor propuse, in concordantd cu capaci-
tatile elevilor.

Ansamblul favorizeazd imbinarea dintre munca indepen-
dentd a elevilor si activitatea dirijatd din clasa.

Manualul poate fi utilizat diferentiat in functie de capaci-
tatile de intelegere ale elevilor si de obiectivele urmarite.

=

Sectiunea Probleme, din cadrul fiecdrei unititi, oferd
aplicatii variate prin care elevul are posibilitatea sa-si fixeze,
sa aprofundeze, sd dezvolte si sd aplice creator cunostintele
dobandite, iar profesorul poate sa evalueze continuu
cunostintele, priceperile si deprinderile elevilor. In acelasi
timp, aceastd sectiune permite elevului sa se autoevalueze,
folosind si raspunsurile care sunt prezente in manual.
Manualul cuprinde rubrica de Probleme recapitulative,
care realizeaza, prin problemele propuse spre rezolvare, o
legatura ntre ultimele cunostinte dobandite.

Rubrica Test de autoevaluare permite realizarea unui por-
tofoliu pe intregul an scolar de fiecare elev in parte.

In rubrica Variante de tezd pentru semestrul I si, res-
pectiv, pentru semestrul al Il-lea, sunt propuse spre
rezolvare cate doud variante realizate in concordantd cu
subiectele propuse la examenul de Evaluare Nationala. Pen-
tru finalizarea pregatirii examenului de Evaluare Nationala
sunt propuse Teste pentru pregitirea examenului de E.N.

Descopera in manualul digital activitati multimedia interactive de
invatare (AMII) legate de tema lectiei. Acestea sunt evidentiate in
varianta digitald si in cea tipdritd prin simbolurile urmétoare:

H



COMPETENTE GENERALE. COMPETENTE SPECIFICE

Competente generale conform programei

informationale
’

pentru o situatie datd

1. Identificarea unor date, mdrimi si relatii matematice, in contextul in care acestea apar
2. Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, calitativ, structural, cuprinse in diverse surse

3. Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in diverse contexte matematice
4. Exprimarea in limbajul specific matematicii a informatiilor, concluziilor si demersurilor de rezolvare

5. Analizarea caracteristicilor matematice ale unei situatii date
6. Modelarea matematicd a unei situatii date, prin integrarea achizitiilor din diferite domenii

6dentiﬁcarea unor date, mdrinb

relatii matematice, in contextul in care
acestea apar

1.1. Recunoasterea apartenentei unui nu-
mar real la o multime

1.2. Identificarea componentelor unei
expresii algebrice

1.3. Identificarea unor dependente func-
tionale in diferite situatii date

1.4. Identificarea unor figuri plane sau a
unor elemente caracteristice acestora in
configuratii spatiale date

1.5. Identificarea corpurilor geometrice
si a elementelor metrice necesare pentru
calcularea ariei sau a volumului acestora

N /

éxprimarea in limbajul speciﬁcb

tematicii a informatiilor, concluziilor §i
demersurilor de rezolvare pentru o situ-
atie datd

4.1. Folosirea terminologiei aferente no-
tiunilor de multime, de interval numeric
si de inecuatii

4.2. Exprimarea matematica a unor situ-
atii concrete prin calcul algebric

4.3. Utilizarea unui limbaj specific pen-
tru formularea unor opinii referitoare la
diferite dependente functionale

4.4. Descrierea in limbaj matematic a
elementelor unei configuratii geometrice
4.5. Utilizarea unor termeni si expresii
specifice pentru descrierea proprietatilor

figurilor si corpurilor geometrice

6relucrarea unor date matem@

de tip cantitativ, calitativ, structural,
cuprinse in diverse surse informati-
onale

2.1. Efectuarea unor operatii cu inter-
vale numerice reprezentate pe axa nu-
merelor sau cu multimi definite printr-o
proprietate a elementelor ei

2.2. Aplicarea unor reguli de calcul cu
numere reale exprimate prin litere

2.3. Descrierea unei dependente func-
tionale intr-o situatie data, folosind dia-
grame, tabele sau formule

2.4. Reprezentarea, prin desen sau prin
modele, a unor configuratii spatiale date
2.5. Prelucrarea unor date caracteristice
ale corpurilor geometrice studiate in ve-
derea calculdrii unor elemente ale aces-

A /

6nalizarea caracteristicilor mateb

tice ale unei situatii date

5.1. Interpretarea unei situatii date utili-
zénd intervale si inecuatii

5.2. Interpretarea unei situatii date utili-
zand calcul algebric

5.3. Analizarea unor functii in context
intra si interdisciplinar

5.4. Alegerea reprezentdrilor geometrice
adecvate in vederea descrierii unor con-
figuratii spatiale si a calcularii unor ele-
mente metrice

5.5. Analizarea conditiilor necesare pen-
tru ca o configuratie geometricd spatiala

(Utilizarea conceptelor §i a algor%

lor specifici in diverse contexte mate-
matice

3.1. Utilizarea unor procedee matema-
tice pentru operatii cu intervale si rezol-
varea inecuatiilor in R

3.2. Utilizarea formulelor de calcul pre-
scurtat si a unor algoritmi pentru rezol-
varea ecuatiilor si a inecuatiilor

3.3. Reprezentarea in diverse moduri a
unor functii cu scopul caracterizarii
acestora

3.4. Folosirea unor proprietdti de para-
lelism sau perpendicularitate pentru ana-
lizarea pozitiilor relative ale dreptelor si
planelor

3.5. Alegerea metodei adecvate pentru
calcularea unor caracteristici numerice

sa verifice anumite cerinte date

ale corpurilor geometrice

Competente specifice conform programei

@odelarea matematicd a unei situa}

date, prin integrarea achizitiilor din di-
ferite domenii

6.1. Rezolvarea unor situatii date, utili-
zand intervale numerice sau inecuatii
6.2. Interpretarea matematica a unor pro-
bleme practice prin utilizarea ecuatiilor
sau a formulelor de calcul prescurtat

6.3. Modelarea cu ajutorul functiilor a
unor fenomene din viata reala

6.4. Modelarea unor situatii practice in
limbaj geometric, utilizdnd configuratii
spatiale

6.5. Interpretarea informatiilor referi-
toare la distante, arii si volume dupa mo-
delarea printr-o configuratie spatiald a
unei situatii date din cotidian




Multimi. Numere

Lectia 1. Multimi definite printr-o proprietate
comund a elementelor lor

Notiuni recapitulative

Matematica poate fi descrisd ca o stiintd a numerelor, a formelor, a structurilor si a relatiilor dintre acestea.
Notiunea de numdr este esentiald in studiul matematicii. Primele numere utilizate de oameni au fost numerele
naturale. Cu ajutorul numerelor naturale, putem stabili numarul elementelor unei multimi finite sau putem preciza al
catelea loc il ocupa un obiect intr-o succesiune de obiecte.
Numerele naturale se dovedesc insuficiente in procesele de masurare. De cele mai multe ori, rezultatele
masuratorilor se exprima sub forma fractionara.
Putem 1intelege necesitatea de a extinde succesiv multimea de numere in care lucram, pornind de la rezolvarea
unor ecuatii:
e Ecuatia x+a=»b, unde a si b sunt numere naturale, nu are intotdeauna solutie in multimea numerelor
naturale. De aici, necesitatea introducerii numerelor intregi.
e Ecuatia ax = b, unde a si b sunt numere intregi cu a # 0, nu are intotdeauna solutie in multimea numerelor
intregi. De aici, necesitatea introducerii numerelor rationale.
e Ecuatia x> = a, unde a este un numdr rational pozitiv, nu are intotdeauna solutii in multimea numerelor
rationale. De aici, necesitatea introducerii numerelor reale.

v/ Multimea numerelor naturale S

N={0,1,2,34,..}

OV TRV RS cuprinde numerele naturale si opusele lor:

Z=1{.,—-4-3-2,-10123,4,..}

Orice numar natural este In acelasi timp Intreg, deci N Z.
v A G @ ST B este multimea tuturor numerelor ce se pot scrie sub forma unor

rapoarte de numere intregi. Denumirea de numadr rational este legatd de cuvantul “ratio”, insemnand raport.
Aceastd multime se defineste astfel:

Q={%|m,neZ,n¢O}

Din faptul ca orice numar intreg n se poate scrie sub forma %, rezultd cd Z < Q.

Un numdr rational se poate exprima intr-o infinitate de moduri sub forma de fractie ordinard si in mod unic sub
formd de numar zecimal (fractie zecimald). De exemplu, —% =— % =— % =..=-0,4.

Transformarea fractiilor ordinare in fractii zecimale se realizeaza Tmpartind numdrétorul la numitor. Se obtin
fractii zecimale cu un numar finit de zecimale sau cu o infinitate de zecimale care se succed periodic.

-7-



De exemplu, 1 = 4,75, 1= 1,857142857142... = 1,(857142); 11 =2,833 . =2,3.3).
Reciproc, orice fractie zecimald finitd sau periodicd se poate transforma in fractie ordinard dupa regulile
cunoscute.

De evemplu, 2,175 = 2175 _ 8T, 2,175) = 2813

A 175-17 479 . A 175-1 529
2,17(5)=2 %00 =270 2,1(75)=2 560 = 27¢s-

Deci, multimea numerelor rationale poate fi caracterizata si astfel:

Q este multimea numerelor zecimale finite sau periodice

v/ Multimea numerelor reale

Relatiile metrice In geometrie furnizeaza exemple de numere care nu pot fi exprimate sub forma de fractie
ordinara.

Exemple

1. Dacd masurdm lungimea unui cerc folosind ca unitate de masurd diametrul cercului, obtinem numarul 7.

S-a demonstrat de cétre J. H. Lambert in anul 1767 cd numarul  nu este rational (nu poate fi exprimat sub forma
unui raport de numere intregi). Se pot calcula (utilizind metode neelementare) orict de multe zecimale ale lui 7.
Intrucat acest numir este irational, el se scrie cu o infinitate de zecimale care nu se succed periodic.

Valoarea aproximativa a lui 7 cu doud zecimale exacte (folosita de obicei 1n calcule) este 3,14. Pentru a memora
primele 8 zecimale ale lui 7, se poate folosi propozitia:

,Asa e wusor a scrie renumitul si utilul numar .
o~ ~ Y Y , —

3 1 4 1 5 9 2 6 5

Scriind cifrele ce aratd cate litere contin cuvintele propozitiei considerate, gasim 7 = 3, 14159265 ... .

2. Lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghic isoscel de catetd 1 este /2 . Folosind metoda reducerii la
absurd, demonstrim cd y2 nu este numdr rational. Presupunem cd 2 este numir rational si notim cu %
reprezentantul acestui numir sub forma de fractie ireductibild, adicd avem 2 = %, unde m, n € N* si (m,n)=1.
De aici rezultd ci 2n® = m?; 2 | m? deci 2 | m, prin urmare existi p € N astfel incat m == 2p. Inlocuind in relatia
2n* =m?, obtinem 2n* =4p?, echivalent cu n? =2p*. Deducem cd 2 | n? deunde 2 | n. Faptul cd m si n sunt
divizibile cu 2 este in contradictie cu presupunerea cd m si n sunt prime intre ele. Contradictia la care am ajuns
dovedeste ¢ /2 nu este numdr rational.

Un numir scris sub forma de fractie zecimala infinitd, neperiodicd se numeste numdr irational.

Se poate demonstra prin metoda reducerii la absurd urmatoarea
Proprietate  Daca n este un numar natural care nu este patrat perfect, atunci /n este numar irational.
J2; Y3 J10; m; 0,121221222122221 . ... sunt exemple de numere irationale.

Multimea numerelor reale este reuniunea multimii numerelor rationale cu multimea numerelor
irationale.

Multimea numerelor reale se noteaza cu R. Din definitia multimii numerelor reale rezulta:
e multimea numerelor irationale este R\ Q;
e are loc incluziunea Q < R.
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Retine!

NcZcQcR

Se foloseste notatia R* pentru multimea numerelor reale nenule (analog notatiilor N*, Z*, Q*, reprezentand
respectiv multimea numerelor naturale nenule, multimea numerelor Intregi nenule si multimea numerelor rationale
nenule).

Comentariu Multimea numerelor naturale, multimea numerelor intregi, multimea numerelor rationale si
multimea numerelor reale sunt reprezentate si prin simbolurile urmatoare: N, Z, Q,R.

in continuare vom utiliza ca simboluri pentru aceste multimi pe cele folosite in definitiile anterioare.

v Multimi definite printr-o proprietate comuni a elementelor

Orice submultime a multimii R se individualizeaza prin proprietdti specifice.
Exemple 1. Multimea numerelor reale pozitive notatd R, se defineste astfel:
R.={x | xeR,x>0}.
2. Multimea numerelor reale strict negative, notatd R* se defineste astfel:
R*={x | xeR,x<0}.
3. Multimea numerelor reale care sunt solutii ale ecuatiei x/2 = /3 se defineste astfel:

A={x|xeR,xJ/2 =3}
Aceastd multime este formata dintr-un singur element, anume x = \/g .Deci 4 = { \/g }

4. Multimea numerelor reale care sunt solutii ale ecuatiei x> = -2 se defineste astfel:
B={x|xeR x*=-2}.
Deoarece nu existd numere reale al caror patrat este —2, concludem cd B = .

O multime 4 de numere reale ale carei elemente verifica o proprietate P, o putem reprezenta astfel:
A= {x | x €R, x cu proprietatea P}.

1 Fie multimea 4 = {-1,5; 0; V2 ; —2; 0,(3); 3 Determinati elementele multimilor urmatoare:
9; 971 2,12 J6,25 1. a)A={x|xeR 2x+1=/2};
Determinati multimile urmitoare: b)B={x|xecQ,x*=5};
a)B={x | xeAsixeN}; ¢) C={x | xeR,x* <0};
b)C={x | xedsixeZ}; d) D={x | xeR,Ix =3}.
¢)D=ix|xedsixeQy & ric multimea
d)E={x | xeAdsixeR\Q}. 111

m={HL- /7 L0 7 /16 1- 2 }

Determinati multimile:
a) M NN; b MNZ OMNQ;

dMNR\NQ), e)d={xe M|xe Z\N};
f)B={xeM|xe Q\Z}.

Z Scrieti multimile de mai jos cu ajutorul unor
proprietati ale elementelor lor:

9A={0.1.49.16..3; bs={1 23 }
¢)C={-1,1,2,-2,5,-5,10,-10};
dyD=1{0,7,14,21,...}; e E={-1,1}.
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Lectia 2. Intervale numerice si reprezentarea lor
pe axa numerelor

v Intervale mirginite

Consideram cateva exemple din viata cotidiand care conduc la notiunea de interval.

e Valorile normale ale unor indicatori din domeniul sanatatii nu sunt fixe, ci oscileaza intre anumite valori
extreme. Astfel, glicemia g (exprimata in mg/dl) se considerd normald, dacd ia valori cuprinse intre 70 si 110, adicad
70 <g<110.

Spunem ci g ia valori In intervalul marginit cu extremitdtile (capetele) in 70 si 110. Se noteazd acest interval cu
[70, 110]. Extremitatile intervalului sunt elemente ale acestuia, adicd 70 € [70, 110] si 110 € [70, 110]. Spunem cd
intervalul este inchis (vezi Figura 1).

L 1

L 1
70 110

> Figural

o Daca mdsurdm capacitatea unui vas cu ajutorul unui pahar de un decilitru, obtindnd 20 de pahare pline si

al 21-lea incomplet, atunci avem 20 < ¢ < 21, unde am notat cu ¢, capacitatea vasului exprimatd in decilitri.
Spunem cd numarul real ¢ ia valori intr-un interval marginit cu extremitétile (capetele) in 20 si 21. Pentru a
exprima faptul ca extremitétile nu sunt elemente ale intervalului, spunem ca intervalul este deschis si il notdim cu
(20, 21); (vezi Figura 2).

(

20

2)1 > F igura 2

o Pentru a masura timpul 1n care un sportiv parcurge o distantd datd, utilizim un cronometru al carui ac
indica fiecare secundd. Daca cronometrul indicd 35, deducem ca timpul ¢ exprimat in secunde verificd relatia
35<t<3e6.

Numadrul real ¢ ia valori intr-un interval marginit cu extremitatile n 35 si 36, astfel incat extremitatea stangd, 35
apartine intervalului, iar extremitatea dreaptd nu apartine.
Spunem ci intervalul este inchis la stinga si deschis la dreapta si il notdm [35, 36); (vezi Figura 3).

I )
8 7

35 36

> Figura 3

Definitiile intervalelor marginite sunt rezumate in tabelul urmator, unde a,b €R, a < b:

Multimea Notatia Denumirea Reprezentarea geometrica

{xe Rl a<x<b} | [a,b] Interval inchis de ex- r 1 >
tremitdti a si b a

{xe Rl a<x<b} | (a,b) | Interval deschis de ex- . L
tremitati a si b a b

{xe R| a<x<b} | [a, b) Interval de extremitati
a st b, inchis la stanga . E >
si deschis la dreapta a b

{xe Rl a<x<b} | (a, b] Interval de extremitati
a si b, deschis la stan- ¢ —>
ga si inchis la dreapta a b

-10 -
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Observatii
1. Definitia poate fi extinsd si pentru cazul cand a = b.
o L L
Acest tip de intervale se mai numesc si intervale degenerate.
2. Intervalele de forma [a, b) si (a, b] se numesc intervale semideschise.
3. Fiecdrui interval marginit i corespunde un segment pe axa reala.
Notdm cu 4 punctul de abscisd a si cu B punctul de abscisd b, unde a < b.
Intervalului [a, b] i corespunde segmentul inchis AB, care 1si contine capetele.
Intervalului (a, b) 1i corespunde segmentul deschis 4B, care nu-si contine capetele. Intervalului
[a, b) 1i corespunde segmentul AB, care isi contine doar capdtul din stdnga. Intervalului (a, b] ii
corespunde segmentul 4B, care isi contine doar capatul din dreapta.

v Intervale nemirginite

Sé considerdam mai intai doua exemple din viata cotidiand care conduc la notiunea de interval nemarginit.
In meteorologie o zi caniculard se defineste ca fiind ziua in care temperatura la umbra depaseste 35 °C,

fara a exista un prag maxim impus!
In acest caz spunem ci temperatura T ia valori mai mari sau egale ca 35 °C, adicd 7> 35 °C.
fn mod asemanitor pentru zilele geroase, temperatura T verifica conditia 7<—10 °C, firi a exista un prag
minim impus!
Pentru scrierea intervalelor nemarginite avem nevoie de doud simboluri matematice —oo si+co. Semnificatia
acestor simboluri este precizatd prin definitiile intervalelor nemarginite din tabelul urmator:

Multimea Notatia Denumirea Reprezentarea geometrica

{xe Rl x>a} | [a, +) | Interval inchis la stin-

ga, nemdrginit la dreap- f >
ta a

{xe R| x>a} | (a,+o) | Interval deschis la stin-
ga, nemarginit la dreap- ¢ >

a

ta

{xe R| x<a} | (—o, a] | Interval inchis la dreap- X >
ta, nemarginit la stinga a

{xe R| x<a} | (~oo, a) | Interval deschis la dreap- . >
ta, nemarginit la stinga a

Atentie! +00 $i —oo nu sunt numere, ci simboluri matematice.

Observatii 1. Uneori, semnul din fata lui +oo este omis. De exemplu, in loc de (0, + o) se poate scrie (0, o).
2. Multimea numerelor reale poate fi scrisd sub formi de interval: R = (—o0, + o0).
3. Fiecdrui interval nemarginit 1i corespunde o semidreaptd pe axa reala.

Intervalelor de forma [a,+o0) si (—o0, a] le corespund semidrepte inchise, adicd semidrepte care isi contin
originea. Intervalelor de forma (a, + o) si (—o, a) le corespund semidrepte deschise, adicd semidrepte care nu-si

contin originea.

=1-
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v Reprezentarea unor intervale folosind aproximarea numerelor reale

o Daci /=(4/2,/5 ),atunci pentru reprezentarea lui / pe axa reald folosim aproximiri rationale pentru
capetele 2 si /5. Astfel pentru y2 putem folosi aproximarea prin lipsi v2 ~ 1,4, in timp ce pentru /5 folosim
aproximarea prin adaos /5 =2, 3. Atunci reprezentarea lui / este

2 J5
: —k L, » : >
0 1 1,4 2 23 3 Figura 4

o Daci /= ({3 ,),atunci aproximand pe /3 prin lipsi cu valoarea /3 = 1,7 reprezentarea lui / este

. _ ! ,
0 1 1':7 ~ Figuras

v/ Operatii cu intervale

Cu intervalele, fiind reprezentdri ale unor multimi, se pot efectua operatiile cunoscute: reuniunea si intersectia.
Astfel, daca 7 siJ sunt doud intervale, avem:

o Reuniunea intervalelor: /UJ={xe R | xelsauxeJ}.
o Intersectia intervalelor: /NJ={xe R|xelsixeJ}.

Probleme rezolvate

1 Folosind reprezentarea pe axa, scrieti sub forma mai simpla:

a) (0, 5)U(3,7); b) (0,5 N (3,7).
Solutie ( ; ) N > Fi 6
>»  Figura
0 3 5 7 ¢
a) (0, 5)U(3,7) =(0,7); b) (0,5)N(3,7)=(3,5).
Z Scrieti sub forma mai simpla:
a) (—OO, 4] U [29 OO), b) (—OO, 4] N [27 OO)
. 2f <
Solutie . T2 ~ Figura7
a) (—0,4]U[2,0) = R; b) (o0, 4] N [2,0) = [2,4].

v’ Caracterizarea unor intervale cu ajutorul modulului

Fie @ un numar real, a > 0. Reprezentim pe axa reald punctele 4(a) si 4 (—a). Punctele sunt simetrice fatd de
origine.
A ’

A

: ;
x’ -a 0 a x

\ 4

Figura 8
Pentru punctele 4 si 4, distanta la originea axei este egald cu a.

Pentru punctele segmentului deschis 44 °, distanta fata de origine este mai mica (strict) decat a.
Pentru punctele semidreptelor deschise Ax si 4 'x ', distanta fatd de origine este mai mare (strict) decét a.

=12 -
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Tinand seama ca distanta de la origine la un punct de abscisd x este egala cu |x|, obtinem proprietati ale
modulului, utile in rezolvarea unor ecuatii sau inecuatii care contin module.

Retine!

Dacda a >0, avem:
Ix| = a echivalent cux € {—a, a}
x| < a echivalent cu x € [~a, a]
|x| < a echivalent cu x € (—a, a)
|x| > a echivalent cu x € (-0, — a]U [a, )

lx| > a echivalent cu x € (o0, —a) U (a, o).

X _ Probleme rezolvate

\\j“/ o o _ o

- ¥ | Determinati multimile: A={x|xe R, |2x-3| =5};
B={x]|xe R |2x-3|<5}; C={x|xeR |2x-3[>5}.

Solutie |2x — 3| =5 echivalent cu 2x—3 =5 sau 2x — 3 = —5 echivalent cu x =4 sau x = — L Rezultd 4 = {— 1, 4};

|2x — 3| < 5 echivalent cu 2x — 3 € [ 5,5], de unde —5 <2x -3 <5, deci —2 < 2x < 8 echivalent cu —1 < x < 4.
Rezulta B=[-1, 4].

|2x — 3| > 5 echivalent cu 2x -3 € (—o0, — 5]U[5, o), de unde 2x—3 € (—o0, — 5] sau 2x— 3 €[5, ).
2x—3 € (-, — 5] echivalent cu 2x—3 <-5, de unde x <—1 rezultd x € (-0, —1].

2x -3 €[5, ) echivalent cu 2x —3 > 5, de unde x > 4, deci x € [4, ).
Rezultd C= (-0, — 1] U [4, x).

Z Demonstrati ¢4, daci x, y € (8, 10), atunci (x—9)(y—9) € (-1, 1).
Solutie Cum x € (8, 10), rezulti 8§ <x < 10, deci—1 <x—-9 <l avem |x-9| < 1;
Cum y (8, 10), rezultda 8 <y < 10, deci—1<y—-9<1avem|y-9| < 1.

fnmultind membru cu membru inegalititile |x—9] < 1 si [y—9] < I (reamintim cd doud inegalititi cu termeni
pozitivi se pot inmulti membru cu membru), obtinem |(x —9)(y—9)| < 1, adicd (x-9)(y-9) e (-1,1).

v Partea intreagi si partea fractionari a unui numar real

Consideram numerele a = % = O%, b=-5,c=.,7 =2,6458....

e g are partea intreagd 20 si partea fractionarad %;
o b are partea intreagd — 5 si partea fractionard 0;
e care partea intreagd 2 si partea fractionara 0,6458 ...

Pentru orice numar real x, existd un interval unic de forma [n, n+1) cu » numar intreg, astfel incat
x € [n, n+ 1). Numarul intreg n cu aceastd proprietate este partea Intreagd a lui x.

=13-
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Definii,:ie

o Partea intreagd a numirului real x este numarul intreg n cu proprietatea n <x <n+ 1.
o Partea fractionard a unui numdr este diferenta dintre numdrul considerat si partea sa intreaga.

Partea intreagd a numarului real x se noteaza [x], iar partea fractionara a lui x se noteaza {x}.

Retine!

[x] =nechivalentcune Zsin<x<n+1

() =x—[x]

Exemplu Daca x =-5,43, atunci, cum —6 < —5,43 < -5, obtinem [x] = —6.
{x} ={-5,43} =-5,43 - [-5,43] =-5,43+6=0,57.

r/’ B
_ )  Problemd rezolvata
e — 2 Rezolvati in R ecuatiile:
a) [x] =1; b)[x]=-2; o) [x+1]=3; d) {x} =x.

Solutie a) [x] =1 echivalentcu 1 <x <2, S=[1, 2);
b) [x]=—-2echivalentcu -2 <x<-1,S=[-2, — 1),

¢)[x+1]=3echivalentcu3 <x+1<4, deci2<x<3,S=][2, 3);

d) {x} = x echivalent cu x — [x] =x, deci [x] =0, de unde x € [0, 1), S=]O0, 1).

1 Stabiliti valoarea de adevar a fiecareia dintre 3 Scrieti, sub forma mai simpla, multimile:
propozitiile: a)0e[-1,1); a) (-1, U{-1, 1} b) (=00, 3) U3, 00);
, 11 _ ¢) [0,4] U (4, ); d) [2,10] N(2,10);
1
d) 3¢ (0,3; 0,4); e) V2 €[1,4;1,42); & Scrieti, cu ajutorul intervalelor, multimile:
f) -3 e(-2;-1; ) —2,(5) € (-2,6;+0). a)A={xeR| x| <3}; b)B={xeR| x|l <4};

) C={xeR| x| >1};
d)D={xeR| -1<x-1<2};
e) E={xeR| 2<x+2<4};
f) F={xeR]| 3<3x};

g) G={xeR| 6<3x+3<9}.

2 Scrieti, sub forma de intervale, multimile:
a)d={xe R| -1<x<2};
b)B={xe R|2<x<3};
c)C={xe R| -1<x<3};

S)) éj):_ {{;: lli || j;g}f 4 5 Scrieti multimea numerelor reale care au:
f)F={xe R| x>-2); a) partea intreagd egald cu +3;

) b) partea intreaga egala cu —2;
g)G={re Rlx<-/2}; c) partea intreaga egald cu —1 sau cu 0.
hyH={xe R| x> /3 };
i)I={xe R| _% Sy> _%}; 6 Precizati valorile lui [x] In fiecare dintre cazurile:
DJ={re R| x>-1}. a)xe[3,4); b)yxe(3,4);c)xe (3,4]; d)xe(-2;1].

- 14 -
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7 Reprezentati pe axa intervalele: a) [-1;2];
b) (1;4]; ¢) (=o0,-2]; d) [-3;4,5);

e)[V2,0);  D[-1,50,3)); —{J2;21].

8 Dacd I=[-5,5;4]; J=(-5;3]; K=[-6,+x);
L=(-7,5;5), care dintre urmitoarele propo-
zitii sunt adevarate?

a)lcJ, b)IcK;, ¢c)JcK;, d)JcL; e)K>DL.

9 Precizati cate numere intregi contine fiecare
dintre intervalele:

a) (-5;5); b) [-7;7];

d) [7;8); e) (9;10);

o[431] mpsasy

c) (—4;4];
f) (-3;12];
i) (—m;n);n e N*.

10 Folosind reprezentarea pe axa, scrieti sub forma

de intervale urmatoarele multimi:
a) [2,5] U[3,7]; b) (-3, 0) U[0,7];

¢) [0,4] U(1,%0); d) [1,7] N[2,10];
e) (—0,0) N(-2,5); ) (2,9) N[2,9];

g) [0,4] U[L,2]; h) (=3,2) U[0,5];
i) [1,6] U(3,); j) [10,11] N [2,10];
k) (—0,2) N (=2, 1); 1)(2,3) N[2,3].

n Scrieti, cu ajutorul intervalelor, urmatoarele

multimi si reprezentati-le pe axa numerelor
reale:

A={xeR|Ix|<5}; B={xeR]|Ixl<1};
C={xeR| x-2]<4};
D={xeR|Ix-1]>3};

E={xeR|Ixl=x}; F={xeR]|I|xl==x};
G={xeR| 1<lxl <3};

H={xeR| Jx-1)* >1}.

12 Precizati care dintre multimile urmétoare repre-
zintd intervale:

»0.20[L3: Ho.Hu{3};

c) [-2,0]1NQ.
12 Dacar =[-2,4), 1, = (1,3], efectuati:
a)l, Uly; b) I, N1y;
C) [2 ﬂN, d) 11 ﬂZ

14 Determinati multimile:

a)A={xe R| x| >0};
b)Bz{xe R | Ix] :17}};
c)C={xe R| Ix+1]=-2};
d)D={xe R| [x]=5};

e) F={xe R| [x+4]=-1};
NG={xel:2] | x}=7}:
g)H={xe[2,3) | {x}<0,5}.

15 paca a,be Rsia< b, ardtati ca:

(5a6+b a+5bj (a:b).

16 Fic /- (0,00) si a,b € I,a <b. Verificati daca:
a) atb (a,b); b) Jab €(a,b);

2
C) e (a,b).

2“b > e (a,b); d)%

17 Precizati cate numere intregi sunt in fiecare dintre

intervalele:
a) (-8,7); b)[-9,91; ¢ (-nn), neN;
d) [_l’l, n)a n EN*a e) [n,n+p], n,p EN,

f[nn+J29],neZ;, g)[nn+1],neR\Z

18 Dacd a,b €R, a < b, demonstrati ca:

2) 2“3”9 e (a,b); b)3a+5b e (8a,8b).

19 Pentru a nu uita parola de la adresa de e-mail,
Bogdan a ales-o in felul urmator:
a) este formatd din sapte cifre scrise in ordine
descrescatoare;
b) fiecare cifra este element al multimii
{(xeR| [x-3|<4}.
Care este parola lui Bogdan ?

200 persoand doreste sd cumpere un teren dreptun-
ghiular cu latimea de 20 m, cu cel mult 15000
euro. Pretul terenului este de 10 euro/m? si
proprietarul nu vinde mai putin de 500 m2. in ce
interval poate lua valori lungimea terenului pe
care vrea sd il cumpere persoana respectiva ?

21 Pe cele dou laturi ale unei alei, lungd de 340 m se

planteaza brazi. Intervalul dintre doi brazi
consecutivi variazd intre 8 m si 9 m. Arétati ca
numdrul de brazi plantati apartine intervalului
[37; 42].
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Lectia 3. Inecuatii de formaax+5>0 (s, <, >),u

Notiuni recapitulative

In clasa a VII-a ati invdtat cum se compard doud numere reale. In tabelul urmator (in care, cu a, b, ¢, d, am notat
numerele reale), sistematizam proprietatile relatiei ,, <”.

1) | a <apentru orice a €R. Relatia ,, <” este reflexiva.
2) | Dacda<bsib<a, atuncia=b. Relatia ,,<” este antisimetrica.
3) | Dacda<bsib<c, atuncia <c. Relatia ,,<” este tranzitiva.
4) Dacd a < b, atunci a + ¢ < b+ c si reciproc. Daca adundm sau scidem in ambii membri ai unei
Dacd a < b, atunci a —c < b — ¢ si reciproc. inegalitati acelasi numdr, obtinem o inegalitate
echivalentd cu cea data pastrand semnul inegalitatii.
5) | Fiec>0. Avem: Daca Inmultim sau impartim ambii membri ai unei
Dacd a < b, atunci ac < bc si reciproc. inegalitdti cu acelasi numdr strict pozitiv, obtinem o
Daci a < b, atunci % < % si reciproc. inegalitate echivalenta cu cea datd, pastrand semnul
inegalitatii.
6) | Fie c<0. Avem: Daca inmultim sau impartim ambii membri ai unei
Dacd a < b, atunci ac > bc si reciproc. inegalitati cu acelasi numar strict negativ, obtinem o
Daci a < b, atunci % 2% si reciproc. inegalitate echivalentd cu cea datd, schimband
semnul ,,<” cu semnul ,,>".

Deoarece a < b este echivalent cu b > a, proprietdtile relatiei ,,>"" se deduc imediat din cele de mai sus.
Relatiile ,, <" si,,>" sunt relatii de inegalitate nestrictd. Relatiile ,,<” si,,>" sunt relatii de inegalitate stricta.

Avem a < b dacd si numai dacd a < b si a # b; de asemenea, a < b dacd si numai dacd b > a. Deducem ci relatiile
de inegalitate strictd au proprietiti asemandtoare proprietatilor 3), 4), 5), 6) din tabelul anterior.

v Rezolvarea in mulgimea numerelor reale a inecuagiilor
de formaax+b>0 (<, <, >), unde a, b e R

Relatiile de tipul ax+b>0, ax+b <0, ax+b >0, ax+b <0, unde a, b sunt numere reale date
se numesc inecuatii cu necunoscuta x.

o Pentru rezolvarea unei inecuatii este necesar sd stim multimea D < R in care se poate afla necunoscuta x.

o A rezolva o inecuatie de forma celor din definitie inseamna a determina toate valorile necunoscutei x din
D care verifica inegalitatea datd de inecuatie, (inlocuite in inecuatie conduc la propozitii adevarate). Aceste valori
ale necunoscutei x din D poartd denumirea de solutii ale inecuatiei date.

o Notam cu S multimea solutiilor din D ale inecuatiei.

Douad inecuatii cu aceeasi multime S a solutiilor se numesc inecuatii echivalente.

-16 -



.

Atentie! Doud inecuatii echivalente se obtin una din cealalta prin aplicarea proprietatilor relatiei de

inegalitate in multimea numerelor reale.

Rezolvarea se realizeazd scriind inecuatia succesiv sub forme echivalente (inecuatii care au aceeasi multime a

solutiilor). Din tabelul cu proprietati ale relatiei <, <, >, >rezulta:

e Dacd intr-o inecuatie trecem un termen dintr-un membru in celdlalt schimbandu-i semnul, obtinem o
inecuatie echivalentd cu cea data.

e Dacd intr-o inecuatie inmultim sau impartim ambii membri cu acelasi numadr strict pozitiv, se obtine o
inecuatie echivalentd cu cea data.

o Daca intr-o inecuatie inmultim sau impartim ambii membri cu acelasi numdr strict negativ schimband
semnul inegalitatii (adica se schimba ,<” in ,,>", ,>" 1n ,<”, ,<”1n,>", ,>” 1n,<”), se obtine o inecuatie
echivalentd cu cea data.

Algoritmul rezolvarii unei inecuatii de forma ax + 5> 0,unde a, b € R
Pentru rezolvarea unei inecuatii de forma ax+ b > 0(>, <, <) este necesar s cunoastem multimea D, in care se
poate afla necunoscuta x.
Notim cu S, multimea solutiilor din D ale inecuatiei, adicd multimea valorilor lui x €D, care inlocuite in
inecuatie conduc la propozitii adevarate.
Rezolvarea in R a inecuatiei ax + b > 0 constd In urmatoarele etape:

Pasul I

e Adundam in ambii membri — b si obtinem inegalitatea echivalentd ax > —b.

Pasul I1

e Dacid a > 0, impartind prin a, obtinem x > —%, deci S = {x eER| x> —%} = (—%, oo).
e Daci a <0, impartind prin a, obtinem x < —%, deci S = {x eR|x< —%} = (— o0, —%).

e Dacd a=0sib>0,propozitia 0 - x + b > 0 este adevdratd pentru orice x R, deci S=R.
e Dacda=0sib<0, propozitia 0 - x+ b > 0 este falsd pentru orice x R, deci S = .

Observatii

1. Pentru a determina multimea {x eZ ‘x > —% } sau multimea {x eZ ‘x < —% } este util
sd incadrdm numdrul — intre doi intregi consecutivi si sd folosim reprezentarea pe axa.

2. Inecuatiile de forma ax+b >0 (<, <) se rezolva in mod asemandtor.

3. In cazul 1n care inecuatia se cere a fi rezolvata in D, pentru determinarea solutiei finale
vom intersecta solutia obtinutd ca in algoritm cu multimea D.

v Inecuatii de tipul ﬁ< 0 (> <,2),undea,b cR,ccR

Tinand cont de semnul unei fractii, pentru a rezolva o inecuatie de forma bxczrc < 0, unde a,b eR*, ceR

deosebim doud cazuri.

Cazul 1

o Dacid a > 0, atunci inecuatia este echivalentd (are aceleasi solutii) cu inecuatia bx + ¢ <0, a cdrei rezolvare
a fost studiata anterior.
Cazul I1

o Dacid a <0, atunci inecuatia este echivalentd cu inecuatia bx + ¢ > 0, inecuatie studiatd anterior.
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Observatie
1. Inegalitatea de forma 2 _ <0, unde a,b €R* si ¢ € Reste echivalenti cu inecuatia —%— < 0.
bx+c : 2 e

2. In mod analog se rezolvi inecuatiile de forma —%— >0 si —%— >0, unde a,b €R* sic<€R.
’ bx+c = i b :

. <_ . Probleme rezolvate
1 Rezolvati in Z si R inecuatiile: a)-2x+ .2 <0; b) 2 —xJ3 >4

J3
Solutie a) —2x+ 2 <0 echivalent cu —2x < — /2 echivalent cu x > 5

x>@ }z {1,2,3, ...} =N* (vezi Figura 9).

Cum0<g < 1,obtinem S = {er
a2
[l [ % [l [ [l [l [l N
1 0 1 2 3 4 g
J2

in multimea R solutia inecuatiei este: S = (T’ o0

b) % —xJ3 >4 echivalent cu x—3x > 4.3 echivalent cu —2x >4.,/3 echivalent cu x <23 . Calculand o
valoare aproximativd a lui —2/3 , aritim cd -4 < —2./3 <=3, deciS={xeZ | x<-2J3 } = {4, -5, —6,...}.

fn multimea R solutia inecuatiei este § = (—o0,—2./3 ).

Figura 9

Z Fie inecuatia ax+ b < 0.
a) Rezolvati in R inecuatia pentru a = —% sib=1;
b) Aflati a €R, stiind cd b = -2, iar multimea solutiilor inecuatiei este R.

Solutie a) —%x + 1 <0, echivalent cu —%x < -1, echivalent cu x > 2. Rezulta § = 2 , ).

b) Dacd a > 0, atunci ax—2 <0, echivalent cu ax < 2, echivalent cu x < 5, de unde S = ( 00, %] #R.
Prin urmare, a < 0. Dacad a < 0, atunci ax — 2 <0, echivalent cu ax <2, echivalentcu x> %.

Deci S = [%,+oo) +R.

In consecinti a ¢ (—,0). Deci a = 0. Intr-adevir, inecuatia 0 - x — 2 < 0 are ca multime a solutiilor S=R.

2 Aflati multimea numerelor reale cu proprietatea ‘ 1 —32x ‘ <1

-_ 2 .
Solutie Folosim o proprietate a modulului: —% < 1 —32x % Inmultim relatia cu 6 obtinem: -3 <2 —4x < 3.

|U1

Adunam —2 si obtinem: —5 < —4x < 1. Impartim prin —4 avem: 5 >x > —%.

, . . 5 1 5 15]
Ultima relatie este echivalenta cu — 4 SX<7, decix € [ 12

—

& Rezolvati in Z, respectiv R, inecuatiile:
2 -1 2 3 -
a) ‘/_— <0; b) 5 <0; ‘/_ > 0; d) _n-3
J3x+1 x—43 - J_ Sx+1

Solutie a) Cum /2 —1 > 0, inecuatia devine /3 x+1 <0, de unde x < — Jf ,(1).

3 3 . ) ) . .
Deoarece % €(0,1), rezultd 0 > —% >—1 si atunci solutia in Z este S={..., =3, =2, —1}. In R, tinind

cont de (1), solutia este S = {— 0, — g}



b) Deoarece 5> 0, inecuatia este echivalentd cu x— /3 <0, adici x < /3 (2). Deoarece 1< /3 <2,
solutia in Z a inecuatiei este S = {..., — 1, 0, 1}. In R inecuatia (2) are solutia S = (-0, /3 ).
¢) Intrucat J2 — /3 <0, inecuatia este echivalentd cu —/5x+1<0, adicdi —./5x<-1, de unde

. 5 5 . . ..
obtinem x > %, (3). Deoarece 0 < % <1, solutia In Z a inecuatiei este S = {1, 2, 3, ...}.

5 : : 5
In R inecuatia (3) are solutia S = [g, OOJ'

d) Avem 7 —3 > 0 si atunci —x+ /3 >0, de unde —x>— /3 ,adicix < /3 ,(4).
Cum 1< /3 <2, obtinem in Z solutia inecuatiei S={..., —1, 0, 1}.
Inecuatia (4) are in R solutia S = (— o0, /3 ).

l Fie A= {-3;5;2009; —14; 0; 25; —2025; 49}. 1 Rezolvati in Z si R inecuatiile: a) x+7 < 10;
Precizati care dintre elementele multimii 4 sunt b) —x+2> é © ) 2x=3>0; d) —x + 1% > 0;
solutii ale inecuatiilor:

a)7x<21; b)3x+5<14 C) 2x+3>£, e)4,1x+1,5£7,17; f)2x+3<5x—2;

d) —%)H— 17,5 ¢) 5 +4>1,1(6); f)2x< 2. g -5x+1,2)<7,16);  h)—x</10.

2 Reprezentati pe axa numerelor multimea solu- 8 Pentru fiecare dintre inecuafiile de mai jos pre-
tiilor reale pentru fiecare dintre inecuatiile: cizati trei numere intregi, solutii ale inecuatiei:

' ' a)Tx—12>0; b) 2x + 1 <-5;
a)x<—4; b)2x<-18; c¢)-2x<6; d)4-2x<6.
0 -Fx+224.5  d)5+35<-525

3 Rezolvati in N inecuatiile:

a)3x+12<2x-3; b) 3x+6> 6x—2; 9 Rezolvati in R inecuatiile: a) x;— L. 0;

1—x
SGa-2)<-4x-7+1;  d)3x-5<-FF _

9 -5(-2) <~4lx=7) Iy b Eelo0 o35 i<

lI' Rezolvati in Z inecuatiile:  a) 2x < 4; 0 2%—3 . x=1 _ o f drtl 21,
b)—4x>8; c)x+3<10; d)2x+2>§, 4 2 =7 5 7 37

Sx+3 _ 10x+1 3x-4 6x-9
&) -3 >x-1; B ax+2>-x+7. g) 2 > h) 2 < 2

5 Rezolvati in R inecuatiile: i) x+1 7x5— L 2)6101 + 2, i) 200;4 > 0;

a)2x+9<5x+4; b)3x+5>6x+1; k)x+1 Tx=3 1. h 6x—1 4x+l 7

0) 3x+4)—2(x+ 1) <2(x—5)— 1; 10 S 2 376

Rezolvati in Z si apoi in N inecuatiile:

d) lx-3]<4; e) J3x-3<3x-3; ’ ’ ’

) ) a)x<.2; b) -2x>-J7;

) (V2 -2)x>/2 -2; g 7x_54>2x—7. ox+1</15; d)xJ2 >4.

6 Aflati multimea valorilor reale ale lui x cu pro- TI Aflati:
prietatea: a) cel mai mic numar intreg care verifica inecuatia

— 1
0 253 ¢ (oo, S5
1 —10x 4_0y b) cel mai mare numar intreg care verifica inecuatia
b)TE[—13,00); C)TE[—7,2]. 2x+3) < % 210
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'|2 Rezolvati in Z inecuatiile:
a)3x+1<0; b)2x-7>0;
¢) —5x—3<0; d)lx<9;

)x55 2x6 150,1(6)-x+1

13 Rezolvati in R inecuatiile:

a) 5x—LsO;
1

4
1 _~1
€)=2,5x+375 <735

e)2xJ_—JW>O;
g)xJ2 <2;

2

15 1
b)Fx-172

d) —0,(6)x +

f) 3xJ/5 < J/80;
h)xJ3 > 12,

Rezolvati in R inecuatiile:
2x+5  S5x+7. —x+1 _ Ix+8
9= <73 by >

3x+2 2x+7.
2 =T

e)
Ix+12 1.
f) =—x— 3 > 4dx +45,

x+2 +3 _x+4.
) 3 2 6 ’
2x+5_3x +5 _ bx+11
5 3 15 °
N Ix+9  x+3
L S
~ 4x+7
A TR I
3x—-4 x+5 2x+5.
1)6x+9_2x+9 3x+12
5 4 10 -
15 Rezolvati in R inecuatiile:
a)xy2 +2<2x+ 2 ;
b)xJ3 =25 2xJ5 -2J3;;
(3 -Dx-3<2x(J/3 +1)-33.

16 Rezolvati in R inecuatiile:
a) [2x—1] <5 by | 25 <1
3x—
o | 25

l
4°
>

3.
6’

w|._.

14

+1;

g

h)

X,
2°
X

+5.
5

5

<

~1)<6 lr-55L <

l1FiexeR
a)Dacix+2e[-2,1), atuncix €. ..
b) Dacix—2 € (—x,3], atuncix €. ..
c) Daci —2x+3 €(2,+ o), atuncixe. ..
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18 Rezolvati in R inecuatiile:

3
a) ) >0 b) — +3 >0;
Bom g g 2B
xJ_ +7 3x-2J2 ©
19 Rezolvati in R inecuatiile:
3- 2—
) T = = 345 <0; b)—F—=~ 2-42 >0;
3xJ5 - /80 xJ2 =2
2 -2
93225 o 42202
xJ3 —12 2./3 —xJ5

20 Determinati elementele multimilor:
A={xeN|2-x>-5};

B:{xe xsl};
c={xer | 251 i}
D={reN' |32 <1};
E={xeN|-J2x >-2};
F={xeZ|2x>-5silxl =—x}.

21 Fie inecuatia —2x+3 > 7.
a) Rezolvand in N*, multimea solutiilor este . . .
b) Rezolvand in R, multimea solutiilor este . . .

c¢) Cel mai mare numar intreg negativ care verifica
inecuatia este . . .

22 e inecuatia |x| < 3.
a) Rezolvand in N, multimea solutiilor este . . .
b) Rezolvand in Z, multimea solutiilor este . . .
¢) Rezolvand in R, multimea solutiilor este . . .

23 ric inecuatia [x+3| < 1.
a) Rezolvand in Z, multimea solutiilor este . . .
b) Rezolvand in R, multimea solutiilor este . . .
c¢) Rezolvand in N, multimea solutiilor este . . .

24 a) Rezolvand in R inecuatia 2 x <22, multi-
mea solutiilor este . . .
b) Rezolvand in N inecuatia 3 — 1 <2, multimea
solutiilor este . . .
¢) Rezolvand in multimea numerelor intregi nega-
tive inecuatia 2.3 +.3 >-3/3, multimea
solutiilor este . . .



Lectia 4. Rezolvarea unor probleme cu ajutorul inecuatiilor

Etapele rezolvarii unei probleme cu ajutorul inecuatiilor de forma ax + b > 0 sunt:
Stabilirea necunoscutei si notarea acesteia cu o litera.
Stabilirea legdturilor dintre datele cunoscute si necunoscute si formarea inecuatiei, stabilirea domeniului
in care se rezolva inecuatia.
Rezolvarea inecuatiei.
Interpretarea rezultatului si stabilirea solutiei.

Probleme rezolvate

1 Care este cel mai mare numar natural de patru cifre care da restul 25 prin impirtire la 30?

Solutie Numarul cautat este de forma 30x +25,x €N si este cel mai mare care verifica relatia 30x + 25 < 10000,
deci rezolvarea problemei se reduce la determinarea celei mai mari solutii intregi a inecuatiei de mai sus. Obtinem
30x < 9975 adica x < 332, 5. Cea mai mare solutie intreagd este 332, deci numarul cdutat este 30 - 332 +25 = 9985.

Z La impartirea a doud numere naturale nenule, citul este mai mic decat impartitorul cu 5 si mai
mic decat restul de 4 ori. Ce valori poate lua deimpartitul?

Solutie Notam catul impartirii cu x. Atunci, impartitorul este x + 5, iar restul este 4x. Exprimand faptul ca restul
este strict mai mic decat impartitorul, obtinem inecuatia 4x < x + 5, avand multimea de solutii (—00, %) Cumxe N,
rezultd x € {0,1}.

Dacd x ar fi egal cu 0, atunci Impdrtitorul ar fi 5, si restul ar fi 0, deci s-ar obtine deimpdrtitul 0-5+0 =0,

contradictie!
Deci x = 1; impartitorul este 6, restul este 4, iar deimpartitul este 1 - 6 +4 = 10.

3 Anaa citit o carte in 5 zile, astfel: in fiecare zi, incepand cu a doua zi, a citit mai mult decat in ziua
precedentd cu acelasi numdr de pagini; In primele trei zile a citit jumétate din carte, iar in a patra zi a citit mai mult
de 30 de pagini, dar mai putin de 40. Cate pagini are cartea?

Solutie Notdm cu x numdrul de pagini citite in prima zi si cu y diferenta dintre numarul de pagini citite Intr-o zi
fata de ziua precedentd. Deci, in cele 5 zile a citit: x, x +y, x + 2y, x+ 3y, x + 4y.
Avemx+x+y+x+2y= %(x+x+y+2y+x+3y+x+4y), de unde x = 4y. In a patra zi a citit x + 3y = 7y.
Din 30 < 7y < 40, cum y este numadr natural, rezultd cd y = 5, deci x = 20.
& Un triunghi ABC are perimetrul de 20 cm si AC =2 - 4B.

a) Determinati intervalul in care ia valori BC.

b) Aflati lungimile laturilor in cazul in care sunt exprimate in centimetri prin numere intregi.

Solutie a) Notdim BC =x si AB =y, deci avem AC =2y si x+y+2y=20,de unde y = 203—x'

Numerele pozitive x, y si 2y formeaza un triunghi dacd si numai dacd oricare dintre ele este mai mic (strict) decat

suma celorlalte doua.

x < 3yechivalent cux <3 - 203—x , de unde x < 20 —x, adica 2x < 20. Obtinem x < 10.

y <x+ 2y echivalent cu 0 < x +, ceea ce este adevarat pentru x, y pozitive.

2y <x+y echivalent cu y < x. Avem 203—x <x, de unde 20 —x < 3x, adicd —4x < —20. Obtinem x > 5.

Avem 5 < x < 10, deci x € (5, 10).
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b) (5,10)N N =1{6,7, 8, 9}.

Pentrux=6,y=203—_6=13—4 ¢ N.

20-8

Pentrux =8, y= 3 =4eN.

Deci, solutia este BC=8cm, AC=4cm, AB=8cm.

Pentru)c=7,y=203—_7=13—3 ¢ N.

Pentrux=9,y=T=T

1 Determinati cel mai mic numar natural al carui
triplu, mérit cu 76, 23, depéseste 115, 5.

Z Care este cel mai mic numar natural de patru
cifre al cdrui succesor este un multiplu de 17?

3 Aflati ce valori intregi pot avea dimensiunile
unei gradini In formd de dreptunghi, stiind ca
aria acesteia este cel mult egald cu 28 cm?,iar
lungimea este dublul latimii.

lI' Suma varstelor Iui Alin, Daniel si Cosmin este
mai micd decat 14. Varsta lui Cosmin este
dublul varstei lui Alin, iar Daniel este cu 3 ani
mai mic decat Alin. Aflati varstele celor trei
copii (exprimate prin numere naturale nenule).

5 O sumd de bani mai micd decat 100 lei este
pldtitd In bancnote de 1 leu, 5 lei si 10 lei,
numdrul bancnotelor de 1 leu fiind egal cu cel al
bancnotelor de 5 lei si reprezentand % din nu-
marul bancnotelor de 10 lei. Aflati suma.

6 Aflati trei numere naturale nenule, stiind urma-
toarele: dacd se Tmparte al doilea numar la
primul, se obtine catul 1 si restul 0, dacd se
imparte al treilea numadr la al doilea se obtine
catul 5 si restul 2, iar suma celor trei numere
este mai micd decat 55.

7 Dupa ce a cheltuit doud treimi din suma pe care
o0 avea si inca 8 lei, apoi a cheltuit jumatate din
suma riamasd, Daniel a constatat cd i-au ramas
mai putin de 10 lei. Ce se poate afirma despre
suma cu care a plecat Daniel la cumparaturi?

8 Un turist a parcurs un traseu astfel: in prima zi
25% din traseu, a doua zi doud treimi din rest,
ramanandu-i pentru a treia zi mai putin de
12 km. Evaluati lungimea traseului.
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9 Latimea unui dreptunghi este cu 3 cm mai mica

decat % din lungime, iar perimetrul este mai mic
decat 90 cm. Precizati intervalul in care se
gaseste lungimea dreptunghiului.

10 Un numar real se adund cu 14, apoi % din suma

obtinutd se adund cu dublul opusului numarului
considerat. Din rezultat se scade 55 si se obtine
un rezultat care nu depaseste 101. Precizati
intervalul in care se afla numarul necunoscut.

Puteti preciza valoarea maximad a numadrului
necunoscut? Dar valoarea minima?

TI O cutie contine bile albe si negre, cele albe fiind

cu 6 mai multe decat cele negre, iar probabi-
litatea ca la o extragere sd se obtind bild alba

depaseste % Aflati numdrul maxim al bilelor din
cutie.

12 Intr-un parc auto sunt 30 de autobuze si micro-

buze. Un autobuz poate transporta 50 de per-
soane, iar un microbuz 20 de persoane. Care este
numdrul minim de autobuze din parcul auto
pentru a putea transporta 1000 de persoane, stiind
cd fiecare mijloc de transport face o singurd
deplasare?

13 Aflati trei numere naturale nenule stiind urma-

toarele: daca se imparte al doilea numar la
primul, se obtine catul 3 si restul 3, dacd se
imparte al treilea numdr la al doilea se obtine
catul 5 si restul 2 iar suma celor trei numere este
mai micd decat 55.



TEME DE SINTEZA

Recomandate pentru lucru in echipe

1 fintr-un vas sunt 5 / de apa la temperatura de 12 °C. Pana la ce temperatura trebuie incélziti 3 / de apa, astfel

incat, facand un amestec cu apa din vas sa se obtind apa la temperatura de cel mult 25 °C ?

2 Se amesteca 10 g de solutie de sare cu concentratia de 20 % cu 10 g de solutie cu altd concentratie. Ce

concentratie trebuie sa aiba a doua solutie astfel incat sd se obtind un amestec cu concentratia cuprinsa intre 25 % si
30%?

<% Un triunghi ABC are laturile exprimate prin numere naturale, astfel 4AB=x—-9, AC=x+1 s1 BC=x cm. Aflati

laturile triunghiului 4BC astfel incat perimetrul acestuia sa fie mai mic de 25 cm.

k.

10
11
12

13
14

15
16

PROBLEME RECAPITULATIVE

Recomandate pentru portofoliu personal

Care este cel mai mare numar intreg care marit cu 5,5 nu depaseste /10 ?
Aflati probabilitatea ca, dacd ludm la intdmplare un numdr natural de doud cifre, acesta sd apartind
intervalului [\/ﬁ , /850 ].
Aflati probabilitatea ca, dacd luam la intamplare un numar din multimea 4 ={ /n | n€ N, n <100}, acesta
sa fie: a) numar rational; b) numar irational; ¢) mai mare sau egal cu 5.
Daci a € (1,3), precizati intervalele in care se gisesc numerele a + 2, 2a, a —4 si —a.
Fie a si b doud numere reale. Stiind ca a € [25, 30] si b € [10, 17], precizati care dintre numerele urmatoare
poate reprezenta produsul dintre a si b.

A.221; B. 1007; C.511; D. 242
Fie x si y doud numere reale pozitive. Stiind ca partea intreaga a lui x are 4 cifre, iar partea intreagd a lui y are

3 cifre, precizati care dintre numerele urmétoare poate reprezenta suma dintre x si y.
A. 1025; B. 2345,15; C. 12349; D. 25000.

Precizati un interval in care se gdseste numdrul real x, stiind cd valoarea aproximativa a lui x cu 2 zecimale
exacte este 2,03.

Precizati intervalul in care se gdseste numarul real x, stiind ca prin rotunjire la sutimi s-a obtinut 3,26.

Aflati valorile numarului natural n, stiind cd intervalul [- /n, /n ] contine 5 numere intregi.

Demonstrati ci \/30 +430+/30 €(5,6).
Care este numirul intreg cel mai apropiat de 100./14 ?
Fied={xeR| [x]€{-1,0}}siB={xe R | x| <1}\{1}. Aratati ci 4 = B.

[2x — 1] }
T <3.

Incadrati intre doud numere intregi consecutive fiecare dintre numerele urmatoare:
~J23,1007, V2 + /15, 42T, [1-J6 |, (V2 + /T )*.
Rotunjiti la cel mai apropiat intreg, fiecare dintre numerele y10, — /10, 2/10 si

Determinati multimea 4 = {x eR

1
V10
Dupa ce a cheltuit doud treimi din suma pe care o avea si incd 8 lei, apoi a cheltuit jumétate din suma ramasa,

Daniel a constatat cd i-au ramas mai putin de 10 lei. Ce se poate afirma despre suma cu care a plecat Daniel la
cumparaturi?
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TEST DE AUTOEVALUARE

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu

Sp
Sp
Sp
Sp
Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp
Sp

Sp
Sp

Sp
Sp

SUBIECTUL T - Pe foaia de rezolvare scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)
Cel mare numir intreg din intervalul [-5; 3./3 Jeste . . .

Suma numerelor intregi din intervalul (=7; 6) este . . .
[4; 4]U[-6; 0] =. ..

Intersectia intervalelor (=3; 6] si [2; 8) este intervalul . . .
Solutiile naturale ale inecuatiei 2x < /17 sunt . . .

Multimea solutiilor reale ale inecuatiei 8x — 5(2x—4) < 8 este . . .

SUBIECTUL al IlI-lea - Precizati litera corespunzdtoare raspunsului corect. (30 de puncte)

Multimea solutiilor reale ale inecuatiei [2x — 3| < 5 este:

A. [-1; 4] B.(-x,4) C.{0,1,2,3} D.(-1;4)
Reuniunea intervalelor (—5; 3] si [-1, 7] este intervalul:

A. (-5;7] B. [-1; 3] C.[3;7] D. [-5; 7]
Multimea 4 = {x eR | [x— 1| =x—1} este egala cu:

A. (oo, 1) B.[1,) C. [0,0) D. (1,0)
Dacd x eRsi o1 < 0, atunci x apartine multimii:

A. [1,+o) B.(~o,1) C.(1,) D. (-, 0]
Fiea=(x+3)® +(x—1) six € (=3; 1). Valoarea lui a este:

A. 4 B.2 C.2x+2 D.2x-4
Solutia reale a inecuatiei 2(x +3) — 4 < 6 este:

A. (oo, 1] B.[0,2) C.(-m,2) D. (- ,2]

SUBIECTUL al IIl-lea - Pe foaia de rezolvare scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)

— . < 2 3 5 8
Flenumarula—3.5+5.8+8_13+13_21.

a) Calculati numarul a.

b) Demonstrati ca a € (%, %)
Fiemultimile A= {x e R [ 1< 23 <3} sip={xer || 23] <1},

a) Determinati multimile 4 si B.

b) Determinati: ANZ, BNN,AUB st ANB.
Raspunzand la toate cele 100 de intrebari ale unui test, un elev a obtinut 340 de puncte. Pentru fiecare

rdspuns corect se acordd 5 puncte, iar pentru fiecare raspuns gresit se scad 3 puncte.

a) Cate raspunsuri corecte a dat elevul?

b) Care este numdrul minim de rdspunsuri corecte pe care ar fi trebuit sd le dea pentru a depasi 450 de

puncte?
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Algebrd

CALCUL ALGEBRIC INR

Lectia 1. Operatii cu numere reale reprezentate prin litere

Deosebirea esentiald intre aritmeticd si algebrd este aceea cd, in timp ce aritmetica opereazd cu numere, in
algebra operam cu litere care sunt simboluri ale numerelor.

Rezolvarea multor probleme cu caracter concret, rezolvarea ecuatiilor si a inecuatiilor, exprimarea unor formule,
reguli sau legi din domeniul matematicii, al fizicii si al chimiei necesitd utilizarea literelor ca simboluri ale
numerelor reale.

v’ Sume algebrice. Reducerea termenilor asemenea

Cele mai simple operatii ce se pot efectua cu numere reale sunt adunarea si sciderea. Insa, in timp ce adunarea
are proprietati care sunt utile in calcule, scdderea nu are asemenea proprietiti (nu este comutativd, nu este
asociativa). De aceea, In algebra este preferabil sda Inlocuim scdderea prin adunarea dintre descazut si opusul
scdzdtorului. Astfel, o succesiune de adundri si scdderi poate fi ganditd ca o succesiune numai de adundri, ceea ce
permite aplicarea proprietatilor adunarii.

Exemplu Tx+9y—10x—25y—13x—y =Tx + 9y + (=10x) + (=25y) + (=13x)+ (=) = Tx + (=10x) +
+(=13x)+ 9y +(-259) + (=) =x(7-10-13) +y(9-25-1) =— 16x—17y.

o Prin sumd algebricd intelegem o succesiune de adundri si scaderi.

o Fiecare termen al unei sume algebrice este de forma cL unde ¢ este un numar real numit coeficient, iar L
este partea literald, adica un produs de puteri (cu exponenti intregi) de numere reale reprezentate prin litere.

o Daca un termen nu contine parte literald, atunci acesta reprezinta termenul liber.

Exemplu Suma algebricd S=2xy' —x?—7xy ' +5 are patru termeni. Termenul 2xy~!' are coeficientul 2 si
partea literald xy~!, termenul —x?2 are coeficientul —1 si partea literald x? etc.. Termenul 5, format doar din
coeficient, este un termen liber.

e Doi termeni care au aceeasi parte literald se numesc termeni asemenea.
Exemplu Termenii 2xy ' si —7xy ' sunt termeni asemenea. Suma lor este 2xy ™' —7xy ' = (2-7)xy ' = - 5xp~1.

Observatie
Putem scrie pe baza distributivitatii Inmultirii fatd de adunare,
. - - 7
adicd suma unor termeni asemenea se obtine ficdnd suma algebricd a coeficientilor si pastrand
partea literala.

o Inlocuirea termenilor asemenea prin suma lor poarta numele de reducerea termenilor asemenea.

v Inmultirea si ridicarea la putere a numerelor reale, reprezentate prin litere

Pentru a scrie sub o forma mai simpla produsul unor numere reale reprezentate prin litere sau puterea unui
numdr real, aplicam proprietatile inmultirii sau regulile de calcul cu puteri.
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Exemple
1. Produsul numerelor 2x si —3x° este (2x) - (=3x%) =2-(=3) - x- x> =— 6x5.
2. Produsul numerelor 2 ab? si 5.2 ac? este

(V2 a*h?)-(-5J2 ac?) =2 -(-5J2)-a*-a-b*- c* =—10a*b*c?.
3. Puterea a patra a numarului (- 2x%)%) este (-2x3)%)* = (=2)* - (x3)* - (13)* = 16x20y12.

Retine!
e Pentru a inmulti doud numere reale reprezentate prin litere, Inmultim coeficientii intre ei,
respectiv partile literale intre ele.
e Pentru a ridica la o putere un numar reprezentat prin litere, atdt coeficientul cat si partea
literala se ridica la acea putere.

Inmultirea unui factor cu o suma algebrica
Inmultirea unui factor cu o suma algebrici se realizeaza cu ajutorul distributivitatii inmultirii fata de adunare.

Exemple (=3)(x—y—z)=-3x+3y+3z 22y~ 2(x2 + 2 — 1) = 2x4y 2 + 2x% = 2x%y 2,

Produsul dintre doué sume algebrice
Ne propunem sa gasim procedeul de calcul al produsului dintre suma a + b+ ¢ si suma x + y +z. Pentru aceasta,
notdm x +y +z = S si aplicdm distributivitatea Inmultirii fatd de adunare:
(a+b+c)x+y+z)=(a+b+c)S=aS+bS+cS=alx+y+z)+bx+y+z)+cx+y+z)=
=ax+ay+az+bx+by+bz+cx+cy+cz

Retine!

Pentru a Tnmulti doud sume algebrice, inmultim fiecare termen al primei sume cu fiecare termen al
celei de a doua sume si apoi facem suma algebrica a termenilor obtinuti.

Exemplu (x+y)(=x+y+3)=-x>+xy+3x—xy+y>+3y=—x2+3x+y2 +3y.

e Impirtirea numerelor reale reprezentate prin litere

A Tmparti doud numere reale x si y (unde y # 0) inseamnd a inmulti numarul x cu inversul lui y sau, echivalent, a
gdsi numadrul z cu proprietatea x = yz.
Exemple
2

1. Catul numerelor 16x°y? si 2xy este 8x*y, pentru cd (8x*y)(2xy) = 16x3y%. Altfel, scriem cétul sub forma de
54,2

o oud
fractie si o simplificam: 2y 8x*y.

2 2
xXyz . Xyz g? a’xyz
2. Cétul numerelor reale —Z si —i;z (unde a #0, y +0) este —z . —gz _4Z_axz

Probleme rezolvate

\\_,/ ¢ 1 Calculati [(x —y)(x+2y) — (x+y)(x —2)]* : (49%), unde x,y €R, y £ 0.
i ~ Solutie Tindnd seama de regulile privind ordinea operatiilor si folosirea parantezelor, avem:
[x2 4+ 2xy —xy =292 — (22 = 2xp +xp = 2y%)]% : (4y?) = (x® +xy — 2y —x% +xy 2)?)% :
S (4y%) = 2xp)” s (4?) = (4x2)?) - (4y?) =x2.
Z 0O formatie muzicala a sustinut doua spectacole. Dupi ce la primul spectacol s-au vandut toate
biletele, la al doilea spectacol s-a marit pretul biletului cu 25%, dar incasarile au crescut numai cu 10%. Cu ce
procent s-a micsorat numarul spectatorilor?
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Solutie Notdm cu a numdirul spectatorilor si cu b pretul biletului la primul spectacol. Suma incasatd la primul
1lab

spectacol este ab. Suma incasata la al doilea spectacol este 110% din ab, adica 10 Pretul biletului la al doilea
spectacol este 125% din b, adica 112050b = Sf .
llab . 5b _ 22a _ 88
Deci numarul spectatorilor la al doilea spectacol a fost 10 4 25 = 100% Numarul spectatorilor la al

doilea spectacol reprezinti 88% din numairul celor de la primul spectacol. In concluzie, numirul spectatorilor a
scazut cu 100% — 88% = 12%.

1 Aduceti la forma cea mai simpla: &, Efectuati: a) (x?)-(-=2x); b) (%xy) -(—%xzy);
Q) x—x+x; b) 2a° —a+a’ —4a’; 5 ( 2J2 J )
b)-|—=—b d) (2x?)7;
c)2x—x3+%x2+\/_—2,5x+0,5x3—x2; 0 (24 : ) (%)
d) l%x+2xy—2x+ 5,(6)x — 3xy; e) (—702) ; f) (5x> -T2
e)1—61x2 +5a—2xy—0,5xy* + Txy — 9x% — g) (=3x%) : (+x), x # 0,
- %xyz _1,8(3)x2, h) (<14x?%y) : (7xy), x, y € R%;
1
Z Efectuati:  a) 2a+5a; b)a®-4a?; )( zbz) ( 14 ) a#0;
0 ~Tay+4wy; d)3b-20+0,4b; a7 (22x%), x e R%;
2 v+ du—2x;
92 * 0 (4a): (+3a2).ac R,
f) 4x%y = 3xy? — 2x%y + 3xy%;
» L1, ) 1 5 Efectuati: a)2a(a—3b);  b)-2x*(x*>-3x+1),
g) —3d +ab® — 2% h) —ab+§ab—zab; ¢) 2ala+b) —2b(a—b) - 2(a® + b*);
) 2x-tr-2x-Lrex d)(@+2)-(a+3); e (a—b)-(a®+ab+b?),
2 . *.
3 Efectuati, reducand termenii asemenea: b ((8a —36a1)2. (;; 2“?’ a)e R*; .
2) 2a— (-3a) + (-5a)— b (-b); g) (0% ~12x7) : (=3x), x 20,
h) (5x2y—12x?) : (=3xp), x, v R*;
b) Lop—(car)-a2- lab; Joxy— iy WA
2 ; 1)(—x i b +3x) (ixzj x+0;
¢) 2a+3)+Qa-3)-Qa+1)—(-3a+2) 5 5 1077 ’
2 3) . 4 *
d) 2 +3y)+ (<dx+ 5y— 1) — (= 3x + 8y —4) D20 Gx)- (Ax?): (&), xe R

e)x® —5x2+2x—7—(x* +4x— 1)+ (2 + 6x+2), 6 Efectuati
£) (r+2y—4) - (C3x—y—5)— 3y a) Qx—1)Bx—2) —4x(x+3)+2(x + 1)(x-2),

b) (x+1)Bx—5)-3(x+2)(x—4) - 2x(x +6)
) Qx+Dx+2) -+ DQ2x+1)—x(x—1)

d) —3ab(a® + b?) + ab(a® — b?) + 2ab(a® + 2b%);
e) Ba-2)a*>-3a+4)-Q2a-3)a*>-a+1)

) (63 — 12x2 +4x) : (=2x) + (12x* — 8x3) :
K)(@+a*+a+1)-(a®-a’+a-1)-Qa%+2). ((=4x3), xe R*.

g) —(%)ﬁ —%xz —3x+5) (%)ﬁ +%x -3x+ 1);
h) (-2x? +x-5) - (=x2+3x-2) + (x? = x-9);
) Qx+/3y)+(4x+2/3y-1)-GBx+3./3y-4)

Dea+y+2)+G-y+2)-G+y-2z)-(x-y-2z)
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1 Efectuati inmultirile si reduceti termenii
asemenea:
a) 2(x+y+5z);
b) =5(x—y)+3(x+y)+(=2) - (—=y);

¢) x(x+y) —ylx—y);
d) 2(x +y)(x —y) = 5(x% +y?);
e) (a+b)x?—ab+b%)- b3
) a® —(a—b)a? +ab+b?);
g) (x+xp) - (=2p) + Txp? +x(x —y) = 2(x + y)x
8 Efectuati:a) (2x°) - (xy)2 c(x+x2—y) i x%
b) a'(a® +ab) - (b?)’ +(ab®)*;
¢)(V2a)’ - (J3b) :(ab)- 3 alb?)>-b7;
5
d) {%xsz (V2207 +y-(0,25-)°)" - %)’s
e) (%xy (B + %xz ORI
Hxx+y+1)—plx-1);
) [0,(3) -2 : B0
14 , 1

h) 597 =0 =3,20=1,(0)( )™ +5xy+3,4x

i) (e +y)x+2y)+ %(x —y)x+y) =331 +y?) : x%
j) (@a—2b)a+b)2a—b)+5ab(3a - 4b);
k) x+y+2)(y—z) - (x +2)(y—2z).

a) x—Dx-1);
c) x+Dx+2);
e) (x? - 5a)(x* - 2a),

9 Efectuati:

b) (x+y)x+y);
d) (x+2a)(x +3a);

) (2 +2)(x*-7);
) (T+x+x3+x*)- (e —1)+2065 +x7 +x¥) 1 13,

h) 2(a-b)a-b)+3(a+b)a+b)+(a—b)a+b)
) 203 +x2=5x+3)(3x> —2x2 —x—4).

V1O Dacs 4 = 12344991000 . 120410, (5 (T
siB=(y—y) - (x®+x° +x* +x> +x2+x+1)-
-y, calculati (B—4)*".

TI Calculati:

a) J64a2b? +a(2b-3a), (a, b<0);

b) [(ab—1)a?b? +ab+1)+1]: ab+ J121a*b* ;

c) J48x3y*t — [75x2p* — 192 - Ixl -y — /3 Ixly?.

12 Daca a, b € R, stabiliti valoarea de adevar a pro-
pozitiilor:
1) (@® +b)a® -5b) =a* —4a’b - 5b°.

2) (a—2b)a—4b) =(a—4b)a—b)+(J2 b)°.
3) (a+4b)3a+b)=(a+9b)a+4b)+2ala+b) -
-32bla+b).

13 Pretul unui obiect a crescut cu 25%, apoi s-a

redus, revenind la pretul initial. Cu cat s-a redus
pretul?

.IlI' Demonstrati ca:

a) produsul a doud numere naturale terminate in 25
se termind in 25;

b) produsul a douda numere naturale terminate in 76
se termind in 76.

15 pacia-»- 1, calculati (a—b)(a+b)—2b.

16 Ionut i1 propune colegului de bancd Dragos urma-

torul test:
* Alege un numdr intreg fard ca eu sa-I stiu.
* Scade din numarul ales pe 2.
o Inmulteste rezultatul obtinut cu numarul initial
madrit cu 3.
* Din noul rezultat scade produsul dintre numarul
ales si succesorul lui.
Dragos rdmane surprins cand lonuf i-a comu-
nicat rezultatul final, si anume — 6.
a) Cum a procedat Ionut pentru a determina
rezultatul final?
b) Propuneti si voi colegului (colegei) de bancad un
test asemanator in care rezultatul final sa fie — 20.

11 Iata un truc prin care putem afla varsta unei per-

soane si luna 1n care s-a ndscut:

Cerem persoanei sd scrie numdrul de ordine al
lunii In care s-a niscut, si dubleze acest numar,
sa adauge 5, sd inmulteasca rezultatul cu 50, la
rezultat sd adune varsta pe care o are (trebuie ca
persoana sa aiba mai putin de 100 de ani), apoi sa
scadd 250 si sd ne comunice rezultatul. Ultimele
doua cifre ale rezultatului indicd varsta persoanet,
iar restul numarului reprezintd numarul de ordine
al lunii in care s-a nascut. De exemplu, daca
persoana ne comunicd rezultatul 1126 inseamnad
cd are 26 de ani si s-a ndscut In luna a unspre-
zecea. Gdsiti explicatia matematicd a acestui
truc.
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Lectia 2. Formule de calcul prescurtat

In cele ce urmeaza, vom stabili formule pentru calculul unor anumite expresii intalnite frecvent, formule care ne
ajuta sa efectudm calcule mai rapid. Aceste formule de calcul, numite formule de calcul prescurtat, sunt utile atat in
calculul unor expresii reprezentate prin litere, cat si pentru efectuarea unor calcule numerice.

v Formuli de calcul prescurtat pentru (a + b)*,undea,b € R

Calculand (a+b)?, avem:
(a+b)? =(a+b)a+b)=a®>+ab+ab+b*=a>+2ab+b>.

Retine!
(a+b)* =a*+2ab+b?, unde a,b €R.

v Formuli de calcul prescurtat pentru (a - b)2 ,undea, b € R

Inlocuind in formula precedenti pe b prin — b, obtinem formula:

Retine!
(a—b)* =a®-2ab+b?, unde a,b €R.

Exemple
L e+3)=x2+2-x-3+32=x2 + 6x+9;
2.2a-5)" =(a)* -2 -2a-5+5% = 4a*> - 20a + 25,
3.(ca-4) =[(—a) + (D =(-a)’ +2-(-a) - (-4) + (-4)* = > + 8a + 16;
4.212=(20+1)*=202+20-2+ 1 =400 +40 + 1 = 441.
Invers, in unele situatii este util sa scriem expresia a? + 2ab + b* sub forma (a % b)*, adica sa restrangem pdtratul.

Atentie!  Cele doud formule stabilite anterior este util a fi retinute si sub formele:
a’+2ab+b*=(a+h)’ unde a,b €R.
In acest caz, spunem ci restrangem pétratul unei anumite expresii.

Exemple
LA +4x+1=02x)"+2-1-2x+12=(2x+1)*, xeR.
2.9x2 12 = 12xp+4=0Bxy)* =2-Gxy) - 2422 =Gxy-2)", x,y €R.

334242 = 24202 +1 = J(J2) 4202 -1+12 = [(J2 +1)* = /2 +1.

Observatie
Cu ajutorul formulelor de mai sus se poate stabili o formuld de calcul prescurtat pentru ridicarea

la patrat a sumei de trei numere reale.
Astfel, dacd a, b, c €R, atunci: (@a+b+c)* =a? +b? +c? +2ab + 2ac + 2bc.
Formula se poate demonstra scriind (a + b + )’ = [(@+b) +c]? si apoi aplicand succesiv formule

pentru (x+¢)” unde x = a + b etc.
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Exemple 1. (c+y+1)° =x2 4+ +1+2xp+2x + 2.
2. (k=y+2) =[x+ (1) +2] =2+ (=) +22+ 20 () +2x- 242+ (=p)- 2=
=x?+)?+4-2xy+4x—4y.
3.0 G—y=2 =[x+ )+ (P =2+ (=) +(=2) +2x- (=) +2x - (=2) + 2+ (=p) - (-2) =
=x?+y? +4-2xy—4x+4y.

v’ Formuli de calcul prescurtat pentru (a - b)(a + b), unde a, b € R

Calculand (a +b)(a - b), avem (a + b)(a—b) = a®> —ab + ab — b*> = a® — b*. Retinem formula:

Retine!
(@a+b)a-b)=a?>-b? unde a,b €R.

Observatii
1. Formula stabilitd anterior se mai numeste formuld pentru produsul sumei prin diferentd.
2. Formula anterioara este util a fi retinuta si sub forma a® —b? =(a+b)(a—b), unde a,b €R.
In acest caz o putem numi formula diferentei de pdtrate a doud numere reprezentate prin litere.

Exemple
1. BGx+2)3x—2)=(3x)*-22=9x2—4;
2. (e+y+5)x+y—=5)=(+p)* =52 =x2 + 20y +12 - 25.
3. (53 +642)(5/3 -642)=(5/3 ) -(6/2)* =75-72=3;
4. 99101 =(100+1)(100— 1) = 10000 — 1 = 9999;
5. /3372 -288% = /(337 +288)(337-288) = /625-49 =25.7=175.

v O aplicatie a formulelor de calcul prescurtat: rationalizarea numitorilor unor fractii

in clasa a VII-a am vizut ci pentru a rationaliza numitorul de forma k./a , unde k€ Z*,a >0, al unei fractii se
amplifica fractia cu /a . Ne propunem in continuare sa stabilim cu ajutorul formulelor de calcul prescurtat metoda
de a rationaliza un numitor de forma J/a + b, unde a > 0si b > 0. Cu ajutorul formulei produsului sumei prin
diferenta, avem: (ﬁ +.J/b ) . (ﬁ ¥/b ) =a—b. De aici deducem ci expresia conjugatei lui Ja + /b este
expresia Ja F Vb .

Rezultatele anterioare pot fi sistematizate in urmatorul tabel:

E (expresia) C (conjugata) E-C
Ja Ja a
Ja +b Ja —.b a-b
Ja -.Jb Ja +.b a->b
- 2 . o
Exemple 1. Pentru fractia —=——, amplificim asadar cu — V3 si obtinem:
p fa = AP , J5 — /3 siobt

» U 5o a) A5
Befi (BB s-3 - 53~

2. Pentru fractia > L G ,amplificim cu 2+ /6 si obtinem:
1 2+./6 _2+J6  2+/6
2-J6  (2-Je)2+J6)  4-6 — -2
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3. Pentru fractia m, amplificdim cu 2,/5 —3/3 si obtinem:
7 72/5 -3/3) __7QJ5 -3J3) _
2J5 +3J3 (/5 +3/3)2J/5 -3/3) T (2/5)*-(3/3)°
7245 -3J3) _72J5 -3J3)
=7 20-27 7 =343 -245.

" Probleme rezolvate

1 Demonstrati ci numirul /5 + /3 este irational.

Solutie Presupunem ci /5 +./3 € Qsinotima= {5 + 3.
Atunci a2 =5+2/15 +3=2/15 +8. Rezultd /15 = d

2 8 i
7 S1, cum am presupus cd a € Q, rezultd

15 € Q, ceea ce este fals, deoarece numarul natural 15 nu este patrat perfect. Deci J_ +J3 € R\Q.
2 a)Dacia,beR, a,b>0sia’-b>0, atunci: \/a+\/_ = \/a+c +

b) Folosind eventual punctul a), ardtati cd /3 +2J2 =1+ 2.

¢) Ardtati ca numarul x = \/ 7+4/3 - \/ 28-10./3 este irational.
Solutie a) Prin ridicarea la patrat a ambilor membri ai egalitatii propuse se obtine:

2_ 2 _ . .
at Jb = a;c +2 |4 7 ¢ .4 > € egalitate evident adevarata.

b) Folosind punctul a), avem a =3,h =8,c = 1 si atunci /3 +22 =\/3J2rl +\/3£1

c¢) Folosind rezultatul de la punctul a), obtinem x =2+ J3 —=(5-/3)=-3+2./3 care este evident un

numar irational.

a—c
,unde c=Ja’>-b.

=1+2.

Comentariu Rezultatul stabilit la punctul a) al problemei anterioare se numeste formula radicalilor compusi.

1 Calculati:  a) (x+1)7; b) (x—1)7; 3 Completati spatiile libere, folosind formulele de
0) 2-x)% A Qx-)% e (a2 + T2 calcul prescurtat:
) 5 1 2 Q) x+2)x-2)=x>—-..;
f(2x-3/3)% g (/5 -2%)7 h) (§+x) ; b) 2a+3)2a-3)=... = 9;
: 1Y, (x> 3Y X 2, o (drs1)(Lx-... =lx2—l'
1)[x3—3), J)(3—2), k)[s—l,(6)], )(2 )(2 1

D) s (%

0) ( 92a) ’

PV (22 Y.
+5); “{2‘3)3

p(3-0.5 -y“)z;

irationale.

d)(0,1x+1)2=ﬁx +1+.

lI' Demonstrati ¢ 2 —/5siy2 + /3 sunt numere

) (xJ_ +342 )% r) (/3 —aJ7 )
2 b3 ag 2 5 Scrieti sub forma de patrat al unei sume sau al unei
s) (aﬁ + 7) ; t) { ﬁj : diferente:
a) x> +6x+09; b)4a*—4a+1;
2 Dezvoltati: a) (x+1)7; b) 2+x)*; ¢)x?+2x+1; d)3+2J2;
o)2x+17%  d) (%x+1)2; e) (la+i)2; e)8-2/15; f)x?+2J2x+2;
, 2) 2% =202 +1; h)5+2/6;
Nla-1): @204 (32 —2x) : 4-2/3; N 11-4J7;
) (2J2 —x)% ) Qx+y+1)% k) G-2p+1)% k) 14-65 ; Da*=2a+1;
m) 4a%+9b% + 12ab;  n)7+2/10.
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6 Calculati:
a) (x—5)x+5); b) (7+)(T7-y);
¢) (2x+3)(2x-3); d) (1 —x)(1 +x);
e) (2 +/3)x2=3); DT +20)(T -2y);
g) (x —2y)(x +2y); h) (5x + 4y?)(5x — 4y2);
3 3
(5055 e o)
k) 96 - 104; 1) 37-43;
m) (7-4/3 )(7+4J3),
n) (V101 —10)(/T0T +10).

1 Calculati:

) - D+ D+G+1)* -G =-1)%

b) 62+ Dx=1)+(+1)%

) Qx+1)* +Qx =) = Gx+y)Bx—y);
d) (3)(—2)/)2 + (x+4y)2 —(5x—y)(5x +y);

e) (xV3 - V2 ) +(xJ2 +3)* -
-(J14 +3)(J14 -3);

) (20,397 + G +0,2) - 13(x 35 (v + 35 );
g) (x+2)2 +(x—2)2 + G +2)x-2);

h) 2x—y)* = Qx+3y)" + (x+y)x +2y) -
—(x+3y)x-3y);

D (505 2545 +25)+(2+1)
§) 992 +100%+1012-3-99-101;

K) (1= 21 +2) +(/2 - 3T +43) +
4.+ (J98 = /99 )(,/98 + /99 )

DI9-11+19-21+29-31+ ... +99-101 - 10% -
-202-..-902-100? ;

m) 1052; n) 1982 +202% - 198 - 202.

& o) Calculati GO, Gk+1)% (3k+2)%;
b) Ce valori poate lua restul impartirii unui
numar natural patrat perfect la 3?7
c) Aratati cd numerele 30000005 s1 9 MZ nu

de2009 ori
sunt patrate perfecte.

9 a) Ce valori poate lua restul Tmpartirii unui
numar natural patrat perfect la 4?7
b) Ardtati cd nu existd numere intregi a, b astfel
incat:

a?+b*=(19-3/2)19+3/2).

10 Rationalizati numitorii si efectuati calculele:
2) 8 5 5 4 )
Jo -2 Je+1 J2-1 J6+/2'
23 63 .\ 33 403
3/3 -5 2/3+3 2/3-3 J3+2
‘" Determinati numarul » natural nenul pentru care:

1 1 1
+ + ot
1+/2 2+J3 J3+/4

b)

1
P ——
Jyn—=1+/n

12 Dacd se mareste latura unui patrat cu 3 cm se

obtine un pitrat cu aria mai mare cu 39 cm? decét
aria patratului initial. Aflati perimetrul patratului
initial.

13 Calculati rapid, folosind formule de calcul pre-

scurtat:
a) 97-103; b) 1996 - 2004; c) 4992;
d) 30057; e)87652 — 8764 - 87606;

f) 25999 - 26001 —260007;
2 2+1DQ22+ D24+ 1R+ 12" +1)-232,

llll Dacdx eR* six+ % =5, calculati:

1 1
a)x2+x—2; b)x4+x—4.
15 pacixer’ six+ % = 17, calculati valorile lui
Y

16 Calculati media geometricd a numerelor

a=/T5 - /6 sib=/T5 + 6.

11 Un elev decupeaza dintr-o bucati de carton in
forma de patrat o bucata formatd din patratele
aldturate de laturd a, respectiv b. Comparati aria
suprafetei hasurate cu aria suprafetei nehasurate.
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Lectia 3. Descompuneri in factori utilizand reguli de calcul in R
(factor comun, grupare de termeni, formule de calcul p

Scrierea sub forma de produs este utild pentru efectuarea impdrtirilor, pentru simplificarea unor fractii, pentru
demonstrarea unor proprietdti de divizibilitate sau pentru rezolvarea unor ecuatii. Metodele de descompunere in
factori se bazeaza pe formulele de calcul prescurtat si pe proprietatile operatiilor cu numere reale.

v’ Metoda factorului comun

Aceastd metoda consta in aplicarea distributivitdtii Tnmultirii fatd de adunare (scadere). Cand aplicim formulele

ab+ac=alb+c) siab—ac=alb-c),

spunem ca am scos factor comun pe a. Formulele se extind pentru cazul sumelor algebrice cu mai multi termeni.

Exemple 1. 2x+2y+4z—6u=2(x+y+2z-3u);
2. xy+xyt—xp+x=x(y+y> -3+ 1) 3. alx+ D) +b(x+1)=(+1)a+b)

v Metoda restrangerii unui pitrat

Aceastd metoda consta in aplicarea formulei:

a’+2ab+b? =(a+b)*

Exemple 1.9a% + 12ab+4b* = 3a)* +2 - Ba) - 2b) + 2b)* = Ba +2b)%;
2 2
2.x2—x+%=x2—2x-%+(%) z(x—%) ; 3.(a+b) =2a+b)+1=(a+b-1)

AV EGIERT O TR ETETE G Aceasta constd in aplicarea formulei:

a*—b*=(a+b)a->b)

Exemple l.a*-4=a>-2>=(a+2)a-2)
2.16-b* =42 (b))’ =(4-b)4+b) =Q+b)2-b)b2 +4);  3.3-x2=(/3) —x2=(J3 +2)(/3 —x).

v Metoda grupirii termenilor

Sunt situatii in care aplicarea metodelor prezentate anterior nu se poate face in mod direct. In acest caz termenii
trebuie grupati in mod corespunzdtor, in asa fel incat aplicAnd succesiv metodele de mai sus sd poatd apdrea un
factor comun tuturor termenilor expresiei date. Astfel, rezolvarea se reduce la metoda factorului comun.

Comentariu In multe situatii, pentru a realiza gruparea termenilor, este necesar ca anumiti termeni ai expresiei
sd fie scrisi ca o suma de doi sau mai multi termeni.

Exemple

1. X +2ax+a*+3x+3a=G+a)’ +3(+a) =k +a)x +a+3).

2. ax+bx—Ta-Tb=x(a+b)-Ta+b)=(a+b)x-17).
3 x24+5x4+6=x2+2x+3x+6=x(x+2)+3(x+2) =(x+2)(x + 3)

4, x> +4x-5=x+5x—x-5=x(x+5) - (x+5) = (x+ 5)(x — 1)sau altfel,
X244 —5=x?+4x+4-9=(x+2)* =32 =(x+2+3)x+2-3)=(x+5)x—1).
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v/ Metode combinate

Metodele prezentate anterior se pot aplica succesiv in cadrul aceluiasi exercitiu.

Exemple
1. @ +b*+2ab-c2 =(a+b) —c* =(a+b+cNa+b—c).
2. x*+(a+b)x+ab=x*+ax+bx+ab=x(x+a)+b(x+a)=(x+a)x+b)
32+ 2x—10=x2+2x+1-11=(x+ 1) =(JTT )* = (x+ 1+ JIT )(x + 1 -J11).
402+ 202 +1=x2+2x2 +(J2)P = 1=+ V2 ) =12 =(x+ V2 + D(x+/2 - 1).

. Probleme rezolvate

1| Demonstrati ca pentru orice 7 € N*, numarul 7° + 312 + 2n se divide cu 6.

Solutie n’> +3n*>+2n=nn>+3n+2)=n(n>+n+2n+2)=n[nn+1)+2m+1)]=nm+1)n+2).
Concluzia se obtine tindnd seama cd, dintre trei numere consecutive, unul este divizibil cu 3 si cel putin unul este
divizibil cu 2.

Z Aflati catul impartirii lui x? +2x4/3 +3—)? lax+y+ /3, unde x, y sunt numere reale cu proprietatea
x+y+.3 %0.
Solutie x> +2xJ3 +3—)>=(x+ 3 ) =2 =(x+ V3 +y)x+ /3 —y), deci catul impartirii este x+ 3 —y.

3 Stiind cia+b+c=3sia-b+c=7, calculati a® — b + ¢ +2ac +2b - 1.
Solutie a* —b*+c?+2ac+2b—1=(a*+2ac+c*)— (B> =2b+1)=(a+c)* —(b—1)* =
=(a+c+b-1a+c-b+1)=C-1D(T+1)=16

& Aflati valorile numarului natural n, pentru care a = n? + 87 — 9 este numir natural prim.
Solutie a=n>+8n—9=n>+8n+16-25=(n+4)-52=(n+4+5)n+4-5)=m+9)n-1).
Pentru ca numarul a si fie prim, trebuie ca unul dintre factori (si anume cel mai mic) sa fie egal cu 1,
adicd n—1 =1, de unde n = 2. Pentru n = 2, obtinem a = 11, care este numar prim.

l Scoateti factor comun: Z Descompuneti in factori prin metoda restrangerii

a) 3a—3b; b) 3x2 +3; unui patrat:

¢) 9a — 6b; d) 12a* +9; a) x2 — 10x +25; b) x* + 8x+ 16;

¢) 3a* —6ab+9; f) 4x—6y; ¢) 4x? +4x + 1 d) 25x2 + 10x + 1;

. 2 ..

g) 120a+5129+25, h) xy2+xy ix’ . e) 4x? —20x +25; f) x? +x+%;

1) X%y +xy°; i) 2a°b +3ab* — 5a°b;

)y k§4a+8a2b—l2ajlz3; g) 3x2—2xﬁ+1; h) 5a2—4aﬁ +4;
Dalx+1)+bGc+1)+clx+1); i) 5x% = 2xp/10 +2y%;  j) a®+ 16a + 64;

m) ab(x— 1) = b*(x—1); n)2(x+3)-5(x+3); X . 5 5.

0)3x(1—x) +4(1 —x)  p) iy~ 200° + 20y k) 25a% —20ab +4b%;  1)3a®+2a/6 +2b%
Q) (2x=5)(x +7) + 2x = 5)(5x - 3). m)2a*+2a*J2 +1;  n)a*+24*J5 +542.
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3 Descompuneti in factori prin metoda diferentei

de patrate:
a) x> —52; b)9—x*  ¢)9x?-4%;
d) 27 -x?; e) 8x? - 3.

ll' Descompuneti in factori:

a)x2+7x+12; b) x2 + 7x + 6;
) x2 +5x+4; d) x2 + 12x + 20;
e) x2 +10x +21; f) x2 +11x +28;
g) x> + 13x + 36; h) x2 +12x + 32;
i) x2 — 10x + 16; j)x?—10x+24;
k) x2—10x+9; 1) x2 = 7x +10;
m) x> —12x+11; n) x2—11x+24;
0) x2 — 13x + 40, p) x* —11x+30;
q) x> +9x - 10; 1) x2 +6x— 16;
s) x> + 8x—33; t) x% + 7x - 30,
u) x2 —4x-5; v) x? —6x-27,
X) x% — 5x — 36; y) x2—T7x—18.
5 Descompuneti in produse de doi factori:
a)a*+a’*+1; b)a*+1;
c)a*—a’+1; d) x* + 64;
e)x* +4x2+16; ) a* +9a® + 81,

g)x?+3x+2+ax+a; h)x*—4x+3-bx*+b.

6 Produsul a doud numere este x>+ 12x + 35, iar
unul din factori este x + 5. Aflati celalalt factor.

7 Descompuneti in factori x? + 6x + 7.

8 Aria unui dreptunghi este x*+ 8x+ 13, iar una

dintre dimensiuni este x+4—.3. Aflati peri-
metrul dreptunghiului.

9 Ardtati cd urmdtoarele numere sunt patrate
perfecte:
a)9"+4.3"+4, neN;
b) 36" — 6" +9, neN;
c) (2 +3k) (k> +3k+2)+1, keZ;
d)n(n+1)n*+n—4)+4,nel.

10 Determinati numerele naturale x si y, stiind ca
a)x?-97=y% b) x2-97% =%

1 Suma dintre varsta Corinei si cea a Ralucdi este
16 ani, iar diferenta dintre patratul varstei Cori-
nei si patratul varstei Ralucdi este 32 ani.

Cati ani au cele doua fete?

12 Descompuneti in factori:
a) a*+2ab + b* +5a + 5b;

b) x2 - 2x+1+alx-1)
c)4a’*+4a+1+2ax+x;

d) 3x2—2x/3 +1+3xJ/3 -3;
e) (x+y)’ +x2 =%

) Qa—b)* —4a? + b?;
g) x> +8x+16-b?%;

h) Gx—a®)* —18x% +24°;
) (r=3)-Tx-21-(x=3)x+1)+alx?-9);

x> —6x+9—a’ k) 2a* - 2b%;

) 3x2 - 12;

m) 4x? —a? + 14x + Ta; n) 3a® - 16;

0) a’> - 9b* —ax + 3bx;

p)x*+4x+4-b? qQa’-x>-2x-1;
r) (x+5)* +4x +20;

s) (5x—3)* —25x% +9;
t) 49x% + 14x + 1 + 35ax + 5a;
u) (x=3)x+7)+x>—6x+9,
v) 81x2 —18x+1 -2

13 Demonstrati ¢a numarul a=(n+2)’ —n—2 este

multiplu de 3, oricare ar fi n €N.

.IlI' a) Demonstrati ca % +% >2, oricare ar fi nume-

rele reale pozitive a si b.
b) Daci a, b, ¢ € (0,0), demonstrati cd

a+b  b+c , c+ta
c tTa tTp =6

¢) Daci a, b, c € (0,0), aritati ci
(@ +1)B>+1)c?+1) > 8abc.

15 Daci a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi
si a*+b* =c*+2a’b?, demonstrati ca triunghiul

este dreptunghic.

stati ci numaryl Lot 6+9
16 Aritati c¢d numadrul 49713

tratul unui numar natural pentru orice n €N.

17 Determinati x, y € R daca:
x2 = 10x + 74 + 14y +y? <0.

—3 este pa-
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Lectia 4. Fractii algebrice

In algebra, folosim literele ca simboluri pentru numere reale, in diverse situatii:
e pentru a prezenta, sub o forma generald, proprietati valabile pentru o larga categorie de numere reale sau
legi, reguli, formule din diverse domenii;
o pentru a efectua calcule cu numere necunoscute, a caror determinare revine la rezolvarea unor ecuatii sau
inecuatii.

v Expresii algebrice
Valoarea numerici a unei expresii algebrice

o Numim expresie algebricd o expresie matematicd care depinde de una sau mai multe variabile ce
iau valori In multimi date.

e Daca expresia algebrica este o fractie al carei numitor este format din numere reale reprezenta-
te prin litere (variabile), atunci expresia algebrica este o fractie algebricd.

Notatii
O expresie algebrica se noteaza cu litere mari urmate de paranteze intre care se scriu variabilele de care
depinde aceasta. Astfel, o expresie algebrica care depinde de o singurd variabild x o putem nota cu E(x),0
expresie algebrica care depinde de doua variabile a si b o putem nota prin E(a, b) etc.

Exemple
1. In Figura 1 este desenat un pitrat de laturd 2x si un semicerc avand ca
2 Y
diametru una dintre laturile patratului. Aria portiunii hasurate este 4x* — % 2Ax
2
Expresia matematicd 4x? — % este o expresie algebricd depinzand de .
. Figural

variabila x € (0, o). Putem pune in evidentd acest lucru, notind expresia cu A(x). '

2
Relatia A(x) = 4x? — % permite calculul ariei hasurate in figura 1 pentru orice valoare a lui x > 0.

122
Astfel, dacd x =3, aria este A(3)=4-32— % =36-— 9_27z Numirul A(3) reprezintd valoarea numerici a
expresiei A(x) pentru x = 3.

2. Intr-o cutie se gisesc a bile albe si b bile negre. Probabilitatea ca la o extragere s obtinem o bila alba este
a
a+b’ a
Expresia matematica o+ Ssteo fractie algebrica, depinzand de variabilele a, b € N*. Notam expresia cu

P(a, b). Formula P(a, b) = p f_ , permite calculul probabilititii in cazuri particulare.

Astfel, probabilitatea ca, dintr-o cutie cu 10 bile albe si 7 bile negre, sd obtinem la o extragere o bild alba este

P(10,7) = 10__ m, reprezentind valoarea numerica a expresiei P(a, b) pentrua =10 si b="17.
10+7 ~ 17 g
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Numim valoare numericd a unei expresii algebrice care depinde de una sau mai multe variabile
numadrul ce se obtine prin inlocuirea variabilelor cu valori numerice date.

Exemplu Daca E(x) =2x>—3x+3, x €R, atunci pentru a calcula valoarea numerici a lui E(x) pentrux =3 se
inlocuieste x cu valoarea 3 si obtinem: E(3) =2-32-3-3+3=12.

In calculele cu numere reale reprezentate prin litere, folosim proprietdtile operatiilor cu numere reale, regulile de
calcul cu puteri si radicali. De asemenea, tinem seama de conventiile privitoare la ordinea operatiilor si folosirea
parantezelor.

e Conditii de existentd pentru o fractie algebrica

Precizarea valorilor variabilei (sau variabilelor) pentru care o fractie algebricd are sens este numita stabilirea
conditiilor de existentd pentru aceasta fractie.

Fractia algebrica scriindu-se sub forma unui raport, trebuie pusa conditia ca expresia algebricd de la numitor sa
nu se anuleze pentru nicio valoare atribuita variabilelor date.

Exemple

1. Pentru fractia algebricd E(x) = 1

x+1

X
. oo Xl
are sens pentru orice valoare reald a lui x diferita de —1.

¥ 4xy+y?+2
x2-9y?
E(x,y) are sens pentru orice valori reale x si y cu x # +3y.

trebuie pusd conditia x + 1 # 0, adicd x # —1. Asadar, E(x) =

2. Pentru E(x,y) = , trebuie pusa conditia de existentd x> — 9y? + 0, adicd x # +3y. Asadar,

v Amplificarea si simplificarea fractiilor algebrice

Proprietate Daca inmultim sau impdrtim atat numaratorul, cat si numitorul unei fractii algebrice cu aceeasi
expresie diferitd de zero, valoarea fractiei nu se modifica.

¢ In cazul iInmultirii, operatia se numeste amplificare.
o In cazul impartirii, operatia se numeste simplificare.
Exemple

1. Amplificand fractia algebrica X

x—1

(unde x € R\{1})cux+2,x+2+0, avem

x  xx+2) X242
TS o6 +2) =0, pundexe R\{-2, 1}.

(unde a/3 +bJ2 £0)cua/3 —byJ2, avem

2. Amplificand fractia algebrica

1
aJ3 +bJ2

1 B a3 =byJ2 _a\/_—b«/f
a3 +bJ2 @3 +bJ2)aJ3 -bJ2)  3a2-2b%

3x+3 _ 3G+ 1)
2x+2  2(x+1)°

unde a/3 +b/2 +0.

unde x # — 1 se simplifica prin x + 1, obtinand raportul %

3. Fractia algebrica

- . 3a2-3p*  3@*-0b*)  3(a-b)a+b) TR
4. Fractia algebrica 6> +12ab+6 ~ 6(a+2ab+bY) ~  6ash) unde a + b + 0, se simplifica prin
A . . «_a—b
3(a +b), obtinind fractia algebrica aih)
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1 Fie fractia algebrica =3x 24

eD,DcR.

a) Calculati valoarea fractiei algebrice pentru
x =1 sipentru x =-2.

b) Aflati multimea valorilor reale ale lui x
pentru care fractia are sens.

. . . 2x
Z Fie fractia algebrica Z+30% € DcR.

a) Calculati valoarea fractiei algebrice pentru
x=1sipentrux= 2.

b) Puteti calcula valoarea fractiei algebrice
pentru x =0 sipentru x = —3?

—3 ,unde x € R*.

3 Fie fractia algebrica 2
Amplificati aceastd frac‘gle pe rand cu:

a)x?, x+0; byx+1,x=-1; ¢)2x+3, x+-1,5.

& Fie fractia ;;g ,unde x € R\{-3}.
Amplificati aceasta fractie pe rand cu:

a)x,x+0; b)x—3, x+3; )x+1, x+-1.

5 Simplificati fractiile algebrice:

a) 2 0, b) 2Ly s
c) );+;,x+2¢0 d) xz;z_xfrl,xqtil,
e) x2x_24—_x4+4,x¢i2;
D 1+ﬁx1}1x2’”_%;
g) x_;i—jlx_l,xqtil;
h =2 e R0, 1;
) LEBEAED o R\(£1),a,be R
6 Ardtati cd valoarea fractiei ’1228+5+15 este

numir natural oricare ar fi n € N.

1 Determinati numerele intregi a € Z\ {-2, — 1}

3a+6

at+3a+2 este

pentru care valoarea fractiei
numar intreg.

8 a) Ardtati cad valoarea fractiei algebrice

n*+9n+14
n+2

ne N.

b) Determinati valorile lui n e Z\ {-1} pentru
6n+6

2n2+5n+3

este numar natural oricare ar fi

care valoarea fractiei este numar

intreg.

9 Amplificati fractiile urmatoare, astfel incat ele sa
aiba acelasi numitor:

2 —3x+1

)5 20020 2 X FO;

2x —3x S5x+1 .
b) x—2° x+2° x2-4" X+ 12
ol x_2x=l" L0 xe-1

> x+1 x24+x°
10 Simplificati fractiile algebrice urmatoare, astfel
incat ele sd aibd acelasi numitor:

2) x+1 xX—=2 x+2

x2-x-2" x2-4x+4> x2-4°

xe€ R\{-1, -2};

)4x2+4x xP+x  xX*+3x+2
x2+2x 7 x24+3x+2° x2+4x+4°

xe R\{0, -2, —1}.

TI Efectuati:
a) 3x — (+2x) — (-3x) — (+4x);
b) —=6x — (=5x) + (+2x) — (+3x);
¢) -4y —(—6y) + (+4y) — (+3y);
d) —10x% — (+3x%) — (+2x?) — (—4x?);
e) —4x3 + (+2x3) — (=7x3) — (+3x3);
f) 6xy — (=5xy) — (+8xp) + (=xp).

12 Desfaceti parantezele si reduceti termenii aseme-
nea:
a) Bx—2)—(x+3)+Q2x+4)+2x+3;
b) —(2x+3) +5x+ (4 -2x) — (=x +3);
) 6x—(2x +y) +(x—4y)— (2y - 3);
d) (2x? +2x—4) - (x> +3x—7) + (—4x? +x - 8);
e) —(Bx? - 2x+2)+(x? —x—1)—(2x* +x—4).

12 pacia-= (x+3)* +2(x+3)x-3) + (x=3)7,
x €Z, atunci aratati cd numarul a este divizibil
cu4.
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Lectia 5. Operatii cu fractii algebrice
(adunare, scidere, inmultire, impirtire, ridicare la putere)

v Adunarea si scaderea fractiilor algebrice

Adunarea si scaderea fractiilor algebrice se efectueazd analog cu adunarea si scdderea fractiilor ordinare.
o Dacd fractiile au acelasi numitor, atunci se aplica formula:

E F _E+F

G~ G G

o Daci fractiile nu au acelasi numitor, prin amplificdri convenabile, le aducem mai intai la acelasi numitor.

Exemple 1 2a + da__2a+da __ba 2 X_x _Sx 3x _Sx-3x _ 2x_ x
P x5 T Y-85 T Tx=5 T x-5° "6 10730 30 30 30 15
2x—1 3x-2 , x 2x-1 3x—2

S T2V T A T2
Amplificam prima fractie cu 4, a doua cu 2 si a treia cu (x + 1) si obtinem

42x-1)-2Bx-2)+x(x+1) _8xr—4-6x+4+x’+x _ x>+3x

+ % Numitorul comun este 4(x + 1).

4x+1) 4x+1) A4 +1)
4. Amplificdm prima fractie cu — 1 si avem:
2 3 -2 3 =243 1

3—x +x—3 “x-3 +x—3 T ox-3 " x-=-3

5. Amplificdm fiecare fractie cu numitorul celeilalte, obtinem:

1 1 G+D-G+2) ~1
x+2 x+1 7 G+2)x+1)  G+2)x+1)
1 1 1 1

O S ay T v dabiabr - (@a—2b)a+2b) (a+2b)*"

Numitorul comun este (a—2b)(a+2b)*. Amplificand prima fractie cu (a +2b) si pe cea de-a doua cu (a—2b),

a+2b+a-2b _ 2a
(a-2b)a+2b) (a-2b)a+2b)*

v Inmultirea fractiilor algebrice

Doud fractii algebrice, % si % se iInmultesc astfel:
E G_E-G

F H F-H

obtinem

Cu alte cuvinte, pentru a inmulti doud fractii algebrice, Inmultim numaratorii Intre ei si numitorii Intre ei. Atunci
cand este posibil, descompunem numdrdtorii si numitorii in factori si efectudm eventualele simplificari.

1 x3 .30 _ 30x° 2
T S5x+100 3x2 7 5(x+2)-3x2 0 x+2°

5 X2-Tx+6  x+6 _G=Dx-6) x+6 _ 1
Cox2=360 1-x2 T (x-6)x+6) —(r-D+1)  x+D

Exemple unde x € R\{-2, 0}.

unde x € R\{-6, —1, 1, 6}.
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v Impirtirea fractiilor algebrice

Considerdm fractiile algebrice % si % Avem % . % =1. Spunem cd % este inversa fractiei % si scriem

-1

E . .. : - ) o .
(f = - Inversa unei fractii algebrice este definitd doar pentru acele valori ale variabilelor care nu anuleaza nici
numadratorul nici numitorul fractiei.

Exemplu

Inversa fractiei
X + 1

f—l unde x € R\{-1, 0} este x}'l. La fel fractia algebrica xil cux e R\{-1,0} este

inversa fI'aCtlel

Pentru a imparti doud fractii algebrice, se inmulteste prima fractie cu inversa celei de-a doua fractie. Deci:

x: . x2 _x* 6

Exemple 1. 363 2T 2, unde x € R*.

5, 3x=2  9-4x _x3-2¢)  G-D&+1) _ xx—-1)
T 2x+2 0 x2-1 0 2(x+1) (B-2x)3+2x) 202x+3)

unde x € R\{—%, -1, 1, %}

2
. . . . . . .. . . . . - X
3. Fractia dintre aria discului de razi x si aria triunghiului echilateral de laturd x este =

x2/3
4
=2 - 4 47'C _ 4'77:\/§
23 3 3
v Ridicarea la putere a fractiilor algebrice
Pentru a ridica o fractie algebrica la o putere cu exponent intreg, folosim formulele:
EN'_E". (EN"_(EY
(F) =F (F) _(E) ,unde n eN
2
Exemple 1. (%) = % unde x € R*.
1) . 1)’ -2Y
2. (Ej =(2x)* =4x2, unde x € R*. 3. (%) = (fﬁ_ 1) ,unde x € R\{-1, 2}.

" Probleme rezolvate

1 Aflati valorile variabilelor pentru care au sens expresiile urmatoare si scrieti-le sub forma cea

© mai simpla: a)E(x):(ﬁt? _ §+% _x26f1): xll;

_(a+b a-b 4a*b* a b 1.
b) Ela, b)_(a—b Ca+b b2—a2j'(b Ta +2)' dab+4°

o +20)’
x2=2xy )
Solutie a) Punem conditiile de existentd: x— 1 #0, x+ 1 #0, x> — 1 # 0, deci x e R\{~1, 1}.
Eo) = c+3)x+D)-G-2)x-D-6x 1

(x— 2y)2 + 8xy
(x+ 2y)2 —8xy

) Elx, y) = l

G-Dk+1) Tx-17
_ X x4+ 33 x4+ x+ 202 ox . _1 __ x+1 -1 =1
x=Dkx+1) "x=1 (-1Dkx+1)
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b) Conditiile de existentd sunt: a #b, a+—b,a+0, b+ 0, ab+—1.

Fa b)= (a+b)’—(a=b)’+4a’® a®+b+2ab __ 1 _ 4ab+4a®> (a+b) 1 _
’ (a+b)a->b) ab 4ab+1) (a+b)a->b) ab Aab+1)
4ab(1+ab) (a+b)’ 1 _a+b

“(a+b)a-b)  ab " Mab+1) a-b

Bley) = X2 —dxy+4y2 + 8\ (X% +2xy 3_ 2 +dy+ 42\ (X2 +2xy 3_
©) Elx,y) = ¥2+dy+42-8xy ) \x2-2xp) (2 -dy+d? ) (2 -2xy)

2772 3
- [Ex_f%} . [ﬁi—%%] , deci conditiile de existentd pentru E(x,y) sunt: x # 2y, x #—2ysi x 0.
x—2y -

- (x—2y)° ]2_ x+2y 3_ (x=2)° ) (x+2y)° x=2y
Ex, )_[(x+2y)2 (x—2yJ _(x+2y)4 (x—2y)3 X420

L Fie expresia E(x) = git% : (1 - 9x23— ] )

a) Calculati £(0).

b) Determinati valorile lui x € R pentru care E(x) nu este definita.
¢) Rezolvati ecuatiile £(x) =2 si E(x) =-2.

d) Aflati valorile lui x € Z pentru care E(x) € Z.

. _3-0+2 (, _ 3 (Ay.oa_ L.
Soluttea)E(O)—3_O_l.(l 9_0_1j—( 2):4= ok

by B(x) = X2, 9x2—4  3x+2 . (3x-2)(3x+2)
T 3x—1"9x2-1" 3x-1"QBx-1)3x+1)

Deci E(x) nu este definitd pentru x € {—%, - %, %, %}

¢) Ex) = git% . Egi — éggiig = gii% Ecuatiile E(x) =2 si E(x) = -2 trebuie rezolvate in multi-

mea R\ {—l, - %, %, %} Ecuatia E(x) = 2 are solutia x = 2

3
Ecuatia E(x) = -2 nu are solutii in multimea R\ { —%, - %, %, %}

L3
2 32

E(x) € Z daca 3x3—2 € Z,adici3x—2¢€{-3, —1,1,3}. Gisimx = 1.

e I
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l Efectuati:

Ix | 5x. 4x+1  4x .
ACIRCE D=5 3,0 * 0
1,1 5 Sx 3x  x 2x,
V3o tor 22 ¥ 70 Vg -4 73
5x 3x+35. S .
Dy R fa+onx#0;
y 2
g)x+y+ x—yr XFV; h)x—l—y+yx_x,x¢y;
N X X N3 2 )
LA B St SRR e Bl roa SRR
m x+2 5
k) 612 3x2,x¢0
5-8 1 )
1)4+ o , x#0; m)x+1+x_1,x¢1,
1 1 .
n) x+1_x_17x6R\{15_1}3
P x? X -x2 _
0) x+1 - x—1 ,XER\{I,—I},
S5x 4x 3x—5 .
P)y—2 " x—2t 72—y *ERNZL
-6 3x  3x*-9
D33 3ox w9 ¥E RAE3
Z a) Aratati ca:
1 1 __3 x € R\{0,-5}
Yox+5 xx+5)° »r
b) Calculati suma:
5 5 5 5 5
27Tttt o2 T2
3 Efectuati, impunénd conditiile de existenta:
16x 9. i
"9 "X b)3y yre
)(x—4)2 xrd g =25 2410
(x+4)> x-4’ (x=5)* x>+10x+25°
lI' Efectuati, impunind conditiile de existenta:
) a 3x . %Zx b) 12X 2x2;
x2-1 x—l_
©) X2—4 x-2
d) 2+3x+2  x*—4x-5
x2-4 - Tx+10"

5 Un triunghi echilateral si un pétrat au perimetre
egale. Calculati fractia dintre:
a) latura triunghiului echilateral si latura patra-
tului;
b) aria triunghiului echilateral si aria patratului.

6 Efectuati, impunand conditiile de existenta:
1)°. 2V,
a) (x) s b)(_:;x) P
2027, 2x-3Y7  x2-16
C)( 3a J ’ d)( ) " 4x2-9°
1 Efectuati, impunand conditiile de existenta:
X’ +4 (L _ 1)
a)( 4x _1)'(2_?5)’

2 1 . 10—x2)
b) (x2—4 T x-2 +x+2j : (x—2+ x+2 )

8 Efectuati:

a)X;y_x;y -2,x,y€ R¥%

b) 4 4= ae R\;

0 X+t B e R\,

d) x22;4 N 2xxj_4 _ xz)j-z2x’ xe R\{0,-2};
e)xi1‘1lx+x22_1,xeR\{J_r1};
f)le—9+x-}-3+3lx,xeR\{i3}.

9 a) Ardtati ca: %— xil =i 1) pentru orice
xe R\{0, —1}.
b) Calculati suma:

] ] ] ]
2.373.474.57+%99.100"

10 Ardtati cd sumele urmatoare sunt constante:

a) x33 + )_C , X+ 3;

b) 5x+1+3x+5 X#E2

x-2  2-
GRS L
TI Efectuati iInmultirile, impunand conditiile de exis-
tentd: a) % . x%;
RS IR
&) —4x- 35 - 2 o= Lo
ﬂiili'zngzx; ) az—j az-:%a
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12 Efectuati impdrtirile, impundnd conditiile de

existentd:
5x . 2X . —4x° . 6bx .
) 12)/’ b) 5y2 8y29
x—l,x+1, xXr+x x4+l
)42 At d o T e
e)x2—4x+4,x2—4_ f)x—l 11X
yi+y 14y 9—4x2 " 3x+2x%"

13 Efectuati, impunand conditiile de existenta:

a) (é)_l; b) (2_%)3; c) (xf3)_2;

x—1 (x+1 _1, x—1 (x-1 -1
d)x+1'(x—1) ’ e)x+2'(x+l)
.Ill' Efectuati, impunand conditiile de existenta:
2 3 2-5x.
a)(x—2+x+2) -4

b)( —2x x2-|1-2x +x22—4j : )c23xj46)c’
C)(l+x 14_Xx+ 1%;2)‘(1_1,_X+ 1)—Cx_ 1%);2)

ot - G-l

15 Fie po= 8220
a) Simplificati, punand conditiile de existenta.
b) Aratati ¢d E(x) > 6, pentru orice x € (1,00).
¢) Determinati x € Z, pentru care E(x) € Z.

16 Alina ii propune colegei sale Raluca un test de
inteligentd si o roagd sd efectueze pasii pe care
ea 1i dicteaza:

* Alege un numdr diferit de 0 si 2 pe care-1
numim numar secret.

* Calculeaza inversul acestui numir. Retinem
acest prim numar.

o Imparte pe 2 la numirul secret micsorat cu 2.
Retinem acest al doilea numair.

* Scade 1 din numarul secret, ridica rezultatul la
patrat, apoi scade acest rezultat din 1 si imparte
4 la rezultatul final. Acesta este al treilea numar
pe care il retii.

* Adund cele trei numere obtinute la pasii
anteriori.

* Spune-mi rezultatul si eu iti spun care este
numarul tau secret!
Cum a aflat Alina numarul secret?

11 Fie E(x) = W :

) 2x 2x & ). 2x-8

: [(Hz To-3x T 12 —4) Tx—2 J

a) Puneti conditiile de existentd pentru E(x).

b) Aduceti E(x) la forma cea mai simpla.

¢) Determinati x € Z, pentru care E(x) € Z.
X2+ 2x+1

18 Fiep = (2 - 21) S a2

a) Aflati valorile lui x pentru care E(x) este
definita (are sens).

b) Aridtati cd E(x) poate fi scrisi sub forma
3—x

x+1°

c) Aflati x €N, astfel incat E(x) > 0.

d) Aflati x € Z, astfel incat E(x) eN.
2 2
19 FieE(x):();Jrz) x? —3x x+3

X2-9  x2—6x+9 x2+6x+9°
a) Determinati valorile lui x pentru care expresia

are sens si ardtati cd E(x) = = 7
b) Determinati a € Z, astfel 1ncat Ela) eZ.

20 Adrian 1i propune colegului sdu de banca Ionut

sd aleagd un numar real diferit de 1 s1 —1 pe care
el sd nu-l stie si apoi sd parcurgd urmatorii pasi:
* Scade | din patratul numarului ales.
o Imparte rezultatul obtinut la pasul anterior la
numarul ales marit cu 1.
* Inmulteste rezultatul obtinut anterior cu inversul
numdrului micsorat cu 1.
In final, Adrian ii spune lui Tonut ci, daci a
rezolvat corect, trebuia sa obtind rezultatul 1.
Cum a aflat Adrian rezultatul final?
Propuneti si voi colegului (colegei) de bancd un
test asemanator.

21 Dénut vrea sd facd un truc cu cdrtile de joc si 1l
roagd pe prietenul lui Radu sd efectueze urma-
torii pasi:

* Alege o carte de pe masd si numdrul de pe aceastd
carte va fi numarul tdu secret.

* Calculeazi patratul sumei dintre acest numar si 1.

* C(Calculeaza patratul diferentei dintre numarul
secret si 1.

* C(Calculeaza diferenta rezultatelor obtinute ante-
rior, spune-mi rezultatul si iti comunic care este
numarul tau secret.

Cum a aflat Danut numarul secret?



;
TEST DE AUTOEYALUARE

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu
SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)

Sp Rezultatul calculului (3x + 8x—5x) : x esteegalcu. ..

5p Daci scoatem factor comun pe 3x, expresia 3x* — 6x devine . . .

— 2_
5p Dupa simplificare, fractia algebrica )3€x _g devine . . .

5p Calculand xi T+ ngl ,se obtine . . .

Sp DaCéE(X)=#+x;1,atunciE(z)z_._

5p Rezultatul calculului (x—1)(x+1) —x?este . . .

SUBIECTUL al II-lea - Precizati litera corespunzatoare raspunsului corect. (30 de puncte)

5p i E(x) L —2 Calculand E(2) se obtine:

-1 B. 1 C.-5 D.5
5p i] Daci x + % =2, atunci x* + x% este egal cu:
A. 6 B. 4 C.0 D.2
5p Dacd b+ c =5 si b? —c? =45, atunci valoarea expresiei 5b — 5¢ este egala cu:
A. =25 B. 45 C. 45 D. -200
5p Rezultatul calculului (x — 2x +3x)* : (—4x) este egal cu:
A x B.-x C.—3 D.-1
5p @ Rezultatul calculului & 22_xl+ L. xl T este:
1 x—1
A, x+1 B.x-1 C'x+1 D'x+1

5p Daca (x—2)° —9x+ 18 = (x+a)(x+ b)(x +¢), atunci a + b+ ¢ este egald cu:
A. 8 B.-8 C.-6 D.6

SUBIECTUL al Ill-lea Pe foaia de rezolvare scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)

Fie expresia E(x) = (x+1)° +2(x—7) + 1, unde x €R.

5p a) Aritati ci E(x) = (x —2)(x +6).
10p b) Aritati ca E(x) > —16 pentru orice x €R.
X 2 ). 2x>+x-6
i] Fie expresia E(x) = ( 25 5—x_x+5)' 795
5p a) Aritati ci E(x) = 2x+ 23 pentru orice x € R\{ 5, %, 5 }
10p b) Aflati x €Z, pentru care E(x) € Z.
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Lectia 6. Ecuatii de forma ax’+ bx + ¢ =0, unde a, b, c€ R ﬁ

Definitie
o O ecuatie de forma ax?+bx+¢ =0, unde a, b, c € R si a + 0 se numeste ecuatie de gradul doi
In necunoscuta x.
o Numerele a, b si ¢ se numesc coeficientii ecuatiei.
e Valorile lui x care Inlocuite in ecuatie conduc la propozitii adevarate se numesc rdddcini sau
solutii ale ecuatiei.

Observatie
Rezolvarea ecuatiei ax? + bx+c=0 in care a =0 se reduce la rezolvarea ecuatiei bx +c =0, care

este cunoscuta.

v Rezolvarea ecuatiei de gradul doi in cazuri particulare

Ecuatii de forma ax? + bx = 0 (cazul ¢ = 0)
Ecuatia ax? + bx = 0 (unde a # 0) este echivalenta cu x(ax + b) = 0, deci multimea solutiilor este S = { 0, —% }

Exemple
1. 5x2 + 10x = 0 echivalent cu 5x(x +2) = 0, de unde x =0 sau x+ 2 = 0. Se obtin solutiile x; = 0si x, =—2.

Multimea solutiilor este S = {0, —2}.

2. x2—=J2 -x=0echivalent cu x(x — /2 ) =0 de unde x=0 sau x— /2 =0.5={0, /2 }.

Ecuatii de forma ax? + ¢ = 0 (cazul b = 0)
Ecuatia ax? + ¢ = 0 (a # 0) este echivalentd cu ax> = —c sau x> =d, unde d = —%.

{—ﬁ,ﬁ} dacd d>0
Multimea solutiilor ecuatiei x> = d, este S = {0} dacd d=0 .
) dacda d<0

Exemple
1. x> =9, echivalent cu x € {-3,3}. Multimea solutiilor este S = {3, 3}.

2. x* =5, echivalent cu x € {~ /5, /5 }. Multimea solutiilor este S= {— /5, /5 }.
3. x? =0 daca si numai dacd x = 0, deci multimea solutiilor este S = {0}.

4. Ecuatia x> = =36 nu are solutie, pentru cd x > 0, oricare ar fi x € R, iar —36 < 0. Deci nu existd x € R pentru
care x* = — 36, deci multimea solutiilor este S = &.

5.2x? —50 =0, echivalent cu x? =25, deci S = {-5, 5}.

24 : 1_ 4 co_ ] 2 2
6. 81x*—4 =0, echivalent cu x* = 81,de01 S—{ 9° 9 }
7. =7Tx*>—-2=0, echivalent cu x? = —%, deci §=@.

- 45 -



v/ Formuli pentru rezolvarea ecuatiei de gradul doi

Vom deduce o formuld care permite determinarea solutiilor oricarei ecuatii de gradul doi. Pentru aceasta vom
considera mai Intai urmatoarele situatii:

Exemple
1.2x* =3x+ 1 =0. Pentru a pune in evidentd un pitrat perfect, inmultim ambii membri ai ecuatiei cu 8 si
obtinem ecuatia echivalentd 16x> —24x+ 8 = 0, echivalent cu 16x2 —24x+9—1=0.

Deci (4x—3)* =1, de unde 4x—3 = 1 sau 4x—3 = — 1. Obtinem S = {1, %}

2.x2=3x+2,25=0, echivalent cu 4(x> = 3x+2,25) =0, de unde 4x> - 12x+9 =0
sau (2x—3)* =0. Obtinem S = {%}

3. x> +2x+3 =0. echivalent cu x? + 2x+ 1 =—2, de unde (x+1)* = —2. Ecuatia nu are solutie, adici S = @.

Din aceste exemple deducem:

Retine!

O ecuatie de gradul doi poate avea doud solutii reale si diferite sau doud solutii reale si egale, dar
poate sa nu aiba nicio solutie reala.

Deducerea formulei de rezolvare a unei ecuatii de gradul doi

Consideram ecuatia de gradul doi ax?+bx+c =0, unde a #0. Pentru a pune in evidentd un patrat perfect,
inmultim ecuatia cu 4a si obtinem ecuatia echivalenta
4a2x? + 4abx + 4ac = 0 echivalent cu 4a>x* +4abx + b* — b? +4ac = 0. Deci Qax +b)* = b* —4ac.

Definit’:ie

Numirul 5% —4ac se numeste discriminantul ecuatiei si se noteazi cu litera A (se citeste delta)
din alfabetul grecesc.

Noténd 2ax + b =y, obtinem ecuatia y* = A, avind ca necunoscutd pe y. Existenta solutiilor acestei ecuatii (deci
si a ecuatiei initiale) depinde de semnul discriminantului.

. . bt JA - . . .
o Daci A>0, obtinem y=+ /A, adicd 2ax+b=%JA, x= TJ_. In concluzie, ecuatia are in acest caz
VVVVV -b-JA b+ JA
doua radacini reale x; = T, =T, X1 FX.

b

e Dacd A =0, obtinem y =0, adica 2ax + b =0, de unde x = 5—2. In acest caz x; =x; = E_a'

o Dacd A <0, ecuatia nu are nicio solutie reala.

Observatie
- bt UAL . . . o
In cazul A=0, formula x;, = —>,  rdmane adevarata; obtinem 1n acest caz radacinile
X
1 2 2 a



Retine!

Algoritmul de rezolvare a ecuatiei ax? + bx + ¢ = 0 cu a # 0 este urmatorul:
e Se calculeaza discriminantul ecuatiei, A = b? — 4ac.

b+ JA
2a

e Dacd A > 0, solutiile sunt date de formula x, , =
dacd A > 0, solutiile sunt distincte (diferite);
dacd A = 0, solutiile sunt egale, si anume x; =x, = 52 .

e Dacid A <0, ecuatia nu are solutii reale.

" Probleme rezolvate

1 Rezolvati in R ecuatiile:
a)3x?+7x+2=0; b)4x?—4x+1=0; )x?-2x+7=0.

Solutie  a)a=3,b="7,c=2.A=b>—-4ac=7>-4-3-2=25>0. Ecuatia are doud solutii reale diferite:

—h + _
Xi2= bzr 76+5 Rezultaxl——251x2———S { 2, }
b) 4x? —4x+1—0 a=4, b=—4, c=1. A=b*-4dac= (—4)2 4.4. 1—0 Ecuatia are doud radacini
b

realeegalexlzxzz—zzic)x —2x+3=0,a=1,b=-2, c=3.A=b*—4ac=(-2)"-4-1-3=—-8<0.
Rezulta ca ecuatia nu are radacini reale, adica § = &.
2 Rezolvati prin doud metode ecuatia x2 +x(J/7 + J2 )+ /14 =0.
Solutie Avema=1,b= 2 +J7,c= /14, deci
A=b~dac=(JT +J2)’ -4/14 =7+2/14 +2-4/14 =7-2/14 +2=(JT -2 ).
—(\/7+«/5)2i(\/7—«/§)

Obtinem x; , = ,deunde x; =— 7 six,=—2.

Altd metodd se bazeaza pe descompunerea in factori. Avem

2 +x(J7T +V2)+ J14 =x2+xJ7 +xJ2 + /14 =x(c+ JT )+ V2 G+ VT ) =G+ V7 )x+ V2 ).
Ecuatia se scrie (x+ /7 )Jx+ /2 ) =0, decix+ /7 =0 saux+ 2 =0,deunde x; =— /7 sixo=—2.

2 Se consideri ecuatia ax? + bx + ¢ =0, unde a,b,c €R, a # 0, cu radicinile reale x, $1x5.

a) Ardtati ca x; +x, = —%; XXy = %.
b) Folosind rezultatul de la punctul a), demonstrati ca are loc descompunerea: ax? + bx + ¢ = alx —x; )(x — x,).
¢) Descompuneti in factori expresia x* — 5x + 6.

. . . -b—-JA . -b+JA .
Solutie a) Radicinile x; six; fiind reale, au forma x; = TJ_ sixy = ;—a«/_. Atunci x| +x; =
_—b—\/z —b+JZ_ b . 3 -b—JA -b+JA b —A _4ac _c
=" 2¢ 7 2¢ <~ TaftNirna= 2a ' 2a T 4a? T 42 " a

b) Din punctul a) in expresia ax? + bx + ¢ putem sa inlocuim b = —a(x; +x,), respectiv ¢ = ax;x,.
Atunci: ax? + bx + ¢ = ax? —ax(x; +x2) +ax1xa = alx? —x - x; —x - x2 +x1x2) = afx(x —x;) —x2(x —x,)] =
=alx—x1)(x—x2).
¢) Pentru a descompune in factori expresia x> — 5x + 6, rezolvim mai intdi ecuatia atasatd, si anume:
x?—5x+6=0. Se obtin radacinile reale x| =2 si x, = 3. Folosind punctul b) are loc descompunerea: x> — 5x+ 6 =
=(x-2)x-3).
Comentariu Relatiile stabilite la punctul a) poarti numele de Relatiile luiViete.
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Algebrd

1 Copiati si completati tabelul: 6 Rezolvati in R ecuatiile:
Ecuatia 5 a)x?-9x+14=0; b) x> —17x+30=0;
ax?+bx+c=0| ¢ ¢ ¢)x?—15x+ 150 =0;
2% —5x—-2=0 d)5x*+14x-3=0; e) x> —12x+4=0;
2,5%% = 3x=0 f) (x+2)° +(c+3)* = 10x+13;
- +3 _1-
—x? +4x-2=0 g)l(x—2)12+2x21:4x+7;h)§+4=x_’2‘;
2 _ ) =4 —) 4 1
2x—x*=0 l)x+x+1+x+2_0'
2-3x*=0
7 Determinati a € R, stiind ¢ ecuatia (a—1)x—2=0
1 -1 | -2 are solutia x = a.
414 0 8 Rezolvati in R ecuatiile urmatoare:
J2 1 0 | —1 a) x2 =100; b) x> +100=0;
c)9x>-1=0; d)x>-J/3x=0;
-1 12 |-3 5 5
e)—Tx+x*=0; f) 4x =23 x2.
2 Se da multimea 4= {2, 1,2, - 3, ~ 1}. 9 Rezolvati in R ecuatiile urmatoare:
Precizati care dintre elementele multimii 4 sunt ) 49x> — 14x+1=0;  b)2x>—5x+2=0;
solutii ale ecuatiilor : a)x>-1=0;
b)xz—x—6=0; C)x2—x=0. c)2x2—3x+5=0;

A2 +G+3) —(c+4) =—4(x+1);

3 Rezolvati in R ecuatiile:
€)25x*—24x—-1=0; H2x>-7x+5=0;

a)x*-9=0; b) x> —-4=0; 1 5
) x2 =0; d)x*= -7, g)6xi+x—1:0;1 h) 27 =50
e)x?=28; f)4x?-16=0; i - _

g) 5x2 = 10; h) JIx2 =247 )x2—1 2x2-3x+1

i) 6x2 = —1930; j) x2 —40x = 0;

k) 9x2 + 6x = 0; 1) 20x2 +2/2 x=0; 10 Rezolvati in R ecuatiile:

a) 2x-5)3x-7) =0,
b) 4-x)(x+2)=0;

ll' Stabliti numarul elementelor fiecdreia dintre

multimile:
a) {xe R| 2x* +4x+2=0}; ¢)x(x-2)-3(x-2)=0;
b) {xe R | 2x*-3x+1=0}; d) x(x+5)=3(x-5);

) {xeR | 4x?—4x—1=0};

5x2=2xJ5 +1=0;
d) {xe R| x2+3x+2=01. e) 5x?—2x/5 +1=0;

Hx?—x+n-n*=0,
5 Determinati multimile: g2 +x(1-n) -7 =0;
a) {xe Q| 2x*~1=0}; h) x2J6 = (V2 + /3 )x+1=0.
b) {xe Z| 2x>-5x+2=0};

¢) {xe N| 36—x>=0};
d) {xe R\Q| x> +x-3=0}; 1 Aflati valoarea lui m si rezolvati ecuatia

e) (xeN* | x> +x=0}; x?+m?x+3 =0, stiind ca o radicina este — 1.
f) {xeR| x> +x+1=0}.
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Lectia 7. Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiei de gradul doi

Prezentdm in continuare cateva tipuri de probleme practice a caror rezolvare se face cu ajutorul ecuatiei de
gradul doi.

1 Aria unui triunghi dreptunghic este de 14 cm?, iar diferenta catetelor este de 3 cm. Calculati lungimile
catetelor.

Solutie Notam una dintre catete cu x, deci cealalta cateta este x + 3. Ecuatia problemei este:

w =14 < x? + 3x— 28 = 0. Radicinile ecuatiei sunt 4 si —7. Cum x este lungimea unui segment, avem x > 0,

deci lungimile catetelor sunt 4 cm si 7 cm.

2 Punctul M imparte segmentul AB in doud parti AM si MB, astfel incat jﬁ[ ;\4/% Calculati raportul f}g

Solutie Notam AM =a, MB=bsix= j_M’ decix = %. . a . b .

(Vezi Figura 2.) A M :

Figura 2
Relatia j—ﬁ = 5‘44—]\; se scrie azb A 4 echivalent cu 1+ Q = 3, de unde 1+ % =x. Decix? —x—1=0.
+ 1+
Solutiile sunt x; » = ZJ_ Cum x > 0, raspunsul problemei este f}g = 2J_ .
. g 1+ \/g . g . a+b a . .

Comentariu Numarul 5 este numit numdrul de aur. Proportia = = } ©ste numitd proportia de aur

sau proportia divind. Numarul de aur joacd un rol important in matematica, dar este prezent atdt in naturd, in
alcdtuirea fiintelor vii, cat si In domeniul creatiei umane: in picturd, sculpturd, arhitecturd. Proportia de aur exis-
tentd intre pdrtile componente ale unei opere de artd ii conferd acesteia echilibru, armonie si frumusete.

Tema pentru lucru in echipe
Folosind Internetul, realizati un referat in care sa evidentiati legatura dintre sirul lui Fibonacci, cu care ati facut
cunostiintd, si numdrul de aur. Acest referat va fi adaugat la portofoliul vostru individual.

3 Se consideri in spatiu # puncte, astfel incat oricare trei dintre ele sunt necoliniare. Unind punctele doua
cate doud In toate modurile posibile, se obtin 120 de drepte. Aflati numarul #.

Solutie Notdm punctele cu 44, 4, ..., A,. Dreptele distincte obtinute unind punctele doud cate doud in toate
modurile posibile sunt:

A1A27 A1A39 A1A47 oo AlAn—la AlAna
A2A3’ A2A4, AZAH*I, A2An,
A3A4, A3An—1, A3Al’l5

An72A n—1, An72Ana
A, A4,.
(n—1)n

Deci numirul dreptelor este (n—1)+(n—2)+(n—-3)+...+2+1=14+2+..+(n—1)= >

Putem justifica si altfel:
Fiecare dintre cele n puncte se uneste cu fiecare dintre celelalte n—1 puncte; n(n—1) reprezinta dublul

nln=1)

numarului de drepte (pentru ca fiecare dreapta a fost numarata de doua ori). Deci numarul dreptelor este ——=—— 3

(n)

Ecuatia problemei este ———— & = 120, avand solutiile 16 si —15. Cum n € N, raspunsul problemei este n = 16.
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Algebrd

4 Existi un poligon care si aibd 30 de diagonale?

Solutie Notam cu n numdrul laturilor unui poligon, n € N, n >4. Fiecare dintre cele n varfuri este unit cu n—3
varfuri (pentru cd dintre cele n—1 varfuri diferite de varful considerat, doud sunt alaturate acestuia, deci nu

formeaza diagonale).

Produsul n(n — 3) reprezintd dublul numarului diagonalelor (pentru ci fiecare diagonald a fost numaratd de doud

ori). Rezultd cd numarul diagonalelor poligonului cu # laturi este

3+ 249
2

~ .. n o .
Rezolvand ecuatia =30, gdsim n;, =

(n—3)
2
poligon cu 30 de diagonale.

n(n—3)
—5

care nu sunt numere naturale. Deci nu existd niciun

l Produsul a doud numere intregi impare conse-
cutive este 255. Aflati numerele.

Z Suma a doud numere reale este 18, iar produsul
este —40. Aflati numerele.

3 Determinati numdrul real care este mai mic cu
240 decat patratul sau.

ll' Inaltimea unui triunghi este mai mare decat

baza lui cu 10 cm, iar aria triunghiului este de
468 cm?. Aflati baza si indltimea triunghiului.

5 Un triunghi dreptunghic are perimetrul de

56 cm, iar una dintre catete este cu 1 cm mai
micd decat ipotenuza. Calculati lungimile
laturilor.

6 i Figura 3, MN || BC. Aflati valoarea lui x.
A

3x+3 x+2

x+6 X

Figura 3

B

1 Aflati valoarea lui a € R, stiind cd distanta de

la originea sistemului cartezian la punctul
A(a, a+2) este 10.

8 Aflati numarul laturilor unui poligon, stiind ca
are 44 de diagonale.

9 Multimile 4 si B sunt disjuncte. Stiind ci 4UB

are 15 elemente iar A X B are 44 elemente, aflati
cate elemente are fiecare dintre multimile 4 si B.

10 Numerele 1, 3,6, 10,... au fost numite de

Pitagora ,,numere triunghiulare” deoarece pot fi
reprezentate sub forma urmatoare:

Figura 4 i
° e o

° PP e 0o 0

L] [ e o0 0 O e o 0 0
1 3 6 10

Ce loc ocupd in sirul numerelor triunghiulare
(asezate 1n ordine crescdtoare), numarul 136 ?

TI O scard este alcatuitd din paralelipipede drep-

tunghice de dimensiuni egale (vezi Figura 5).
Cate trepte are o astfel de scard, dacd pentru
construirea ei s-au folosit 36 de paralelipipede?

Figura

12 Produsul lungimilor catetelor unui triunghi drept-

unghic este 48 cm, iar ipotenuza este de 10 cm.
Aflati lungimile catetelor.

13 Perimetrul unui dreptunghi este de 70 cm, iar dia-

gonala sa are o lungime de 25 cm. Aflati aria
dreptunghiului.
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@ PROBLEME RECAPITULATIVE

Recomandate pentru portofoliu personal

Rezolvati ecuatiile:  a) (x +2)(x+3) - (x+ 1)(x+4) =x? b) e+ 42 )+ (=2 )* =3x2;

1 _ 3 ) 1 1 1, 2_q1_
C)x2+x+1_x2_x+1’ d)x_2+x+x+2_0, e)(x+\/7+\/§) 1—0

Dacd ludm la intAimplare un numdr intreg din intervalul (- /15, 420 ), care este probabilitatea ca aceasta sa
verifice ecuatia x? + 5x +4 = 0?
Lungimea unui dreptunghi este mai mare decét latimea cu 8 cm, iar aria este de 308 cm?. Aflati dimensiunile

dreptunghiului.
Aflati valoarea lui a € R, stiind cd distanta de la originea sistemului cartezian la punctul 4(a, a +2) este 10.
Demonstrati ¢ numarul 22" +2"! + 1 este natural pentru orice n € N.

Stiind cd a* +b* +¢* =60 si a+ b+ c = 12, calculati ab + bc + ca.

a) Scrieti ca produs de doi factori (ac + bd)* + (ad — be)*.
b) Scrieti ca produs de patru factori (ac + bd)’ —(ad+bc)*.
Calculati:

1 1 1 b
D a0 T 6060 ooty P utheot Gat-0  coaeh)

2x+3y  2y+3
Demonstrati cd, dacd Y _ 2 X, atunci |x| = |yl.
3x-y = 3y—-x
dord - [ xx1  (x=1Y) ] 1
Considerdm expresia E(x) = [(x— 1) + (x+ 1) —21. (x2 _ 1)_

a) Aflati valorile reale ale lui x pentru care E(x) are sens.

b) Aduceti E(x) la forma cea mai simpla.

¢) Rotunjiti la zecimi numarul E(,/2 - 1).

d) Aflati valorile lui x € Z pentru care E(x) € Z.
Verificati ca oricare ar fi a, b, c numere reale are loc egalitatea:

(@a+b—-c)+(a—b+c)V +(~a+b+c)’ +(a+b+c)* =4(a +b* +c2).

4423 4-2J3
1-273 \/4+2J§ =4
Demonstrati ca daca x, y sunt numere reale strict pozitive si x* + y* + xy =3, atunci x+y < 2.
Laturile unui triunghi au lungimile a = 2/3 , b= J2 +J3,¢c=/6 —1. Stabiliti natura triunghiului.
Fie ecuatia mx? + (2m — 1)x +m — 1 = 0 unde m este un numdr real diferit de zero.
a) Rezolvati ecuatia pentru m=2.

b) Aflati valoarea numarului real m astfel incat x = 3 sa fie solutie a ecuatiei.
c) Ardtati cd pentru orice m, numar real diferit de zero, ecuatia are o solutie numadr intreg.

Verificati egalitatea: \/

16 Stiind ¢d 4 = 100? +2002 + 3002 + ...+ 19002 si B=99 - 101 + 199 - 201 +299-301 + ... + 1899 - 1901, calculati

17

A-B.

Fiea= |7-4/3 +/7+4/3 ,
b=(1-Y3)1+3)+(J3 =J53)J/3 + J5)+..+ (2007 — /2009 )(/2007 + 2009 ).
Calculati % si(b+7)2.




xz—_3 L xeDcRr

18 Se da expresia Ex) = (x+3)- 55 + 13>
a) Determinati valorile lui x € R pentru care E(x) are sens.
b) Calculati £(1) + E(5). ¢) Aflati valorile lui x € Z pentru care E(x) € Z.
. . _ 2x ) ( 3 3x2 )
19 Fie expresia E(x) = (x+ 1 +2) \I-722)x€DcR
a) Determinati valorile lui x € R pentru care E(x) nu este definita.
b) Calculati E(2) siE (@J
c) Aratati cd E(x) = gi — % .

d) Determinati valorile lui x € Z pentru care E(x) € Z.

20 Fie E(x)= [41@ +(2+%) : (%—2)] : (x? +4x), unde x € R\{%2}.

a) Aduceti E(x) la forma cea mai simpla.

b) Dacid E(x) = , calculati E(3) + E(4) + E(5) + ... + E(20).

1
(x=2)x+2)

¢) Determinati valorile lui x € Z pentru care E(x) - (x+2) € Z.

1 1-x> 1 ) x+2
37 x=1 x=3)72G-1)

a) Aratati cd E(x) =x +2.
b) Calculati £(4) + E(5) + E(6) + ... + E(30).

21 Fie expresia E(x)=x- (x unde x € R\{-2,1,3}.

2
22 Se consideri expresia, E(x) = (ajl_ I ) +a’+1,ae R\{-1}.

a) Calculati EQ2) + E(-2);
b) Aratati ca E(a) > 1 pentru orice a € R\{-1}.

x=3 x+3
23 Fie expresia E(x) = %, x € R\{-3,3}. Calculati suma: E(4)+E(5)+ ...+ E(2000).
x+3 x-3
: (_x _ x-3 X2 —3x+9
24 FleE(x)—(x_3+ T —1). T

a) Demonstrati ca x> —3x+9 > 2747 pentru orice x € R.

b) Aflati valorile lui x € R pentru care E(x) nu este definita.

¢) Demonstrati cd E(x) = %

d) Aflati valorile lui x € Z pentru care E(x) € Z.

E@4) E(5)  EG6) E(50)
4+5+6+"'+50'

e) Calculati

-52-



|

TEST DE AUTOEVALUARE

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu
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SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)
Solutiile reale ale ecuatiei 2x? +3x=0suntx; =...six; =...

Multimea solutiilor reale ale ecuatiei 9x> — 1 =0este . . .

Multimea solutiilor reale ale ecuatiei x*> +x—20 =0 este . . .
Multimea solutiilor reale ale ecuatiei x> —x + 1 este . . .

Eﬂ Suma radacinilor reale ale ecuatiei 2x> —8x+ 1 =0este egaldcu. ..

Un patrat are aria 12 cm?. Perimetrul patratului este . . . cm.

SUBIECTUL al II-lea - Precizati litera corespunzdtoare raspunsului corect. (30 de puncte)
Multimea solutiilor reale ale ecuatiei 2 __x-2
A, {2;-2} B. {22} C. {242} D. {2,222}

12 - 2 este:

Multimea valorilor reale ale lui m pentru care ecuatia x> — 2x +m = 0 are solutii reale este:
A. [1,) B. (—oo, 1] C.[0,1] D. (oo, 1)

Multimea valorilor intregi ale lui m pentru care ecuatia x> + mx + 9 = 0 are rddacinile egale este:
A. {-6;6} B. {6} C.{-6} D. {0,6}

Numirul solutiilor reale ale ecuatiei x> +(m+2)x+m* +m+2=0, m eR, este:
A. 1 B.2 C. depinde de m D.0

Daci x; si x, sunt solutiile reale ale ecuatiei X2 +2mx+m?—1=0, meR, atunci |x; —x,| are valoarea:
A. 0 B.2 C.2lml D.-2

Un dreptunghi are lungimea cu 3 cm mai mare decét latimea si aria 108 cm?. Perimetrul dreptunghiului
este: A. 42 cm B.21 cm C.54 cm D. 27 cm

SUBIECTUL al IIl-lea - Pe foaia de rezolvare scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)

T o 1 1 1 A 1 . e L
Rezolvati in R ecuatia T2t 3t1-2" 0, punand in prealabil conditiile de existenta.

Fie E(x) = ax? + bx + ¢, unde a,b,c €R.
a) Pentrua =3, b=—4sic=1, rezolvati in R ecuatia E(x) = 0.
b) Pentrua = b =1 si ¢ = -1, rezolvati in R ecuatia |E(x) — x*| + [E(x) — x| = 0.
¢) Pentrua=b=4sic=35, aflati valoarea minima a lui E(x) cdnd x €R.
Fie ecuatia x* +2(m+ 1) x+m?>+m—1=0, meR.
a) Determinati m, stiind cd ecuatia are solutia —m.
b) Determinati m pentru care ecuatia are doud solutii reale diferite.



Functii. Organizarea datelor si probabilitdti

FUNCTII

Lectia 1. Functii definite pe multimi finite, exprimate 1B
cu ajutorul unor diagrame, tabele, formule

In viata de toate zilele, folosim adesea cuvantul finctie, pentru a exprima faptul ci rezultatul unui anumit
fenomen depinde de unul sau de mai multi factori. De exemplu, timpul necesar parcurgerii unei distante date este in
functie de viteza. Cand cumpdram un obiect, il alegem in functie de pret si de calitate.

In matematica, notiunea de functie are un inteles precis. Functiile joaci un rol fundamental, nu numai sub
aspect teoretic (in matematicd si In stiintele ce folosesc aparatul matematic), ci si din punctul de vedere al
aplicatiilor matematicii In practica.

v Notiunea de functie

Definitie

Fiind date doud multimi nevide 4, B si un procedeu f prin care se asocieaza fiecarui element x
din multimea 4 un singur element, notat f(x), din multimea B, spunem despre tripletul (4, £, B)
cd reprezinta o functie definitd pe A cu valori in B.

Aceasta functie se noteaza /: 4 - B.

Pentru fiecare x € 4, elementul f(x) € B se numeste imaginea lui x prin functia f.

Multimea A reprezintd domeniul de definitie, iar multimea B reprezintd codomeniul sau mul-
timea in care functia ia valori.

Leonhard Euler, mare matematician elvetian, s-a nascut la 15 aprilie 1707 in Basel. El
a avut o contributie fundamentald in analiza matematicd si a creat teoria functiilor. Euler a
lucrat in aproape toate ramurile matematicii, printre care: geometrie, trigonometrie,
algebra si teoria numerelor. El a introdus notiunea de functie si a fost primul care a notat
f(x) pentru aplicarea functiei f elementului x.

Observatie Din definitia unei functii nu rezultd neapdrat ca orice element din codomeniu trebuie sd
fie imaginea unui element din domeniul de definitie.

Exemplu Fie A o multime formata din sapte elevi participanti la un test la care se acordd note intregi intre 1 si
10. Notdm cu B multimea acestor note. Procedeul prin care fiecarui elev din multimea 4 ii asociem nota obtinuta
din multimea B il vom nota cu /. Am definit astfel o functie f: 4 — B care Indeplineste conditiile din definitie, desi
nu toate elementele din codomeniu sunt imagini ale unor elemente din domeniul de definitie.
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Observatie Dacd f: A — B este o functie, atunci trebuie facutd distinctie Intre expresia f care este
un procedeu de corespondentd intre elementele lui 4 si B si expresia f(x), x € 4, care reprezintd un
element din multimea B.

Functiile definite pe multimi finite pot fi exprimate in mai multe moduri.

v/ Functii definite pe multimi finite exprimate cu ajutorul unui tabel

In Figura 1 este reprezentati o tintd asupra cireia s-au lansat patru sigeti
numerotate de la 1 la 4, precum si punctajele obtinute la aceste lansdri. Putem sa
notam aceste rezultate cu ajutorul unui tabel, astfel:

1 2 3 4
8 | 70 | 100 | 80

Acest tabel aratd ca, atunci cand a fost lansatd sdgeata numarul 1, au fost obtinute 80 de puncte, la lansarea
sagetii numarul 2 au fost obtinute 70 puncte etc. Tabelul exprimd corespondenta dintre multimea sagetilor
{1, 2, 3, 4} si punctajele obtinute din multimea {70, 80, 90, 100}.

Astfel, elementului 1 1i corespunde elementul 80, elementului 2 1i corespunde elementul 70, elementului 3 ii
corespunde elementul 100, iar elementului 4 1i corespunde elementul 80. Aceste corespondente le putem scrie:

1 —80; 2—70; 3 — 100; 4 — 80.

Notam ¢: {1, 2, 3, 4} > {70, 80, 90, 100} si citim functia t (tragere la tintd) definitd pe multimea {1, 2, 3, 4} (a
sagetilor) cu valori in multimea {70, 80, 90, 100} (a rezultatelor).

Notatia 7(x) care se citeste ,, de x” exprima faptul ca variabilei x ii corespunde valoarea 7(x) (imaginea
variabilei x prin functia 7). Astfel, avem (1) = 80, ¢(2) = 70, t(3) = 100, #4) = 80.

in exemplul considerat, variabila x apartine multimii {1, 2, 3, 4} care se numeste domeniul de definitie al
functiei t. Multimea {70, 80, 90, 100} reprezinta multimea in care functia t ia valori sau codomeniul functiei.

Legea de corespondentd a fost, asadar, exprimata cu ajutorul unui tabel de valori.

v/ Functii definite pe multimi finite exprimate cu ajutorul unor diagrame

Figura 2 reprezintd un raft dintr-un magazin, pe care sunt expuse cateva produse si sunt afisate preturile

corespunzatoare.
lei al, - bulion . .
uler saphdr fdind Figura 2
7 lei 3 lei 4 lei 4 lei 2 lei
A
B
- Oricarui produs de pe raft 1i corespunde un singur pret. Reprezentim
— corespondenta cu ajutorul diagramei din Figura 3.

Figura 3
Notam p : 4 - B functia p (pret) definitd pe multimea A (a produselor expuse pe raft) cu valori in multimea B (a
preturilor produselor).



Notatia p (x) exprima faptul ca variabilei x din multimea 4 1i corespunde valoarea p (x) (pretul produsului x) din

multimea B. De exemplu, p (zahir) = 3.
M N
70
Lo
’ 90
“ 00

Functii. Organizarea datelor si probabilitdti

Pentru functia p, corespondenta a fost exprimata cu ajutorul unei diagrame.
Observatie Nu trebuie inteles cd orice diagrama reprezintd o functie.
Astfel, diagrama din Figura 4 nu defineste o functie de la multimea M la

multimea N, pentru cd elementului 4 din M i corespund doud elemente, 90 si 100
din multimea N.

E H
Figura 4
i Diagrama din Figura 5 nu defineste o functie de la multimea £ la multimea
H, pentru ca elementului 3 din £ nu-i corespunde niciun element din multimea H.
Figura 5

v/ Functii definite pe multimi finite exprimate cu ajutorul unei formule

Un test constd din 6 intrebari: pentru fiecare intrebare la care se rdspunde corect se acordd 1,5 puncte. La
punctajul obtinut astfel, se adauga 1 punct din oficiu. Punctajul total depinde de numarul x al intrebarilor la care se
raspunde corect. Pentru fiecare x € {0, 1, 2, ..., 6}, notim punctajul corespunzitor cu f(x).

Relatia f(x) = 1,5 - x + 1 defineste o functie de la multimea {0, 1, 2, ...,6} la multimea [0; ).

Corespondenta a fost exprimata printr-o formula.

v Functii egale

Definitie
Fie f:A— Bsig: C— D, doud functii. Spunem ca functiile sunt egale daca au acelasi domeniu
de definitie, acelasi codomeniu si acelasi procedeu de corespondentd.

Retine!
———
f=g daci si numai dacd 4 = C, B=D si f(x) = g(x) pentru orice x € 4

Exemplu  Considerim functiile f: 4~ R, f(x)=Ix| sig: B~ R, glx)=x> unde 4A=[-J2,/3]1NZ si
B={xeZ |Ixl<2}. AvemA=B={-1,0,1}sif(-1) = |-1| =1, g(-1) = (=1)* = 1, deci f(~1) = g(~1). Analog,
avem f(0) = g(0) = 0 si /(1) = g(1) = 1. Deci cele doud functii sunt egale.

v/ Multimea valorilor unei functii

x| 11213/ 4
x)| 80 | 70 | 90 | 80

Fie functia ¢ : {1, 2, 3, 4} - {70, 80, 90, 100}, avand tabelul de valori.

Multimea {1, 2, 3, 4} reprezinta domeniul de definitie, iar multimea {70, 80, 90, 100} reprezintd multimea 1n
care functia ia valori sau codomeniul. Observam ca functia ¢ nu ia toate valorile din codomeniu, ci numai valorile
70, 80, 90. Spunem ca multimea valorilor functiei este {70, 80,90}.
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Pentru functia f: {1, 2, 3, 4} - {0, 1, 2, 3} a cdrei diagrama este In Figura 6
domeniul de definitie este {1, 2, 3, 4}, codomeniul este {0, 1, 2, 3}, iar multimea

valorilor este {0, 3}.
Pentru functia g : {0, 1, 2} > {0, 3, 6} definita prin relatia g(x) = 3x, multimea

valorilor coincide cu codomeniul.

Definit,:ie

Pentru functia /: 4 > B, se numeste multimea valorilor functiei multimea notata f(4), definitd
prin relatia /(4) = { f(x) | x € 4}.

Observatii
1. Multimea valorilor functiei este inclusa in codomeniu, putand sa fie egala cu codomeniul sau

inclusa strict in acesta.
2. Multimea valorilor functiei f este numita si imaginea functiei f'si se poate nota cu Im f.

3. In cazul functiilor definite pe multimi finite, multimea valorilor se citeste cu usurintd din
tabelul de valori sau din diagrama.

2 Probleme rezolvate
1 a) Scrieti toate functiile definite pe multimea {a, b} cu valori in multimea {1,2,3}. Céte functii

existd de la multimea {a, b} la multimea {1, 2, 3}?
b) Pentru fiecare functie determinata scrieti imaginea ei.
Solutie a) In mod evident elementul f(a) se poate alege in 3 moduri. Pentru fiecare valoare a lui f(a), se poate
alege f(b) in trei moduri. Deci existd 9 functii definite pe {a, b} cu valori in {1,2,3}, si anume functiile descrise cu

ajutorul urmatoarelor diagrame.

| >

PR
i

Figura

b) Im f={1}; Img=1{1,2}; Imh={1,3}; Imi={1,2}; Imj={2}; Imk={2,3};
Im/=1{2,3}; Imm={3}; Imn=1{1,3}.
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Comentariu

Cu un rationament asemanator celui din problema precedentd, se poate demonstra un rezultat util:

Dacad multimea 4 are m elemente, iar multimea B are n elemente, atunci numarul
tuturor functiilor definite pe 4 cu valori in B este n".

2 Daci luim la intdmplare o functie /: {a, b, ¢} - {1, 2, 3}, care este probabilitatea ca aceasta si

aiba proprietatea f(a) f(b) f(c) = 9?

Solutie Numarul cazurilor posibile este egal cu numarul tuturor functiilor definite pe {a, b, c} cu valori in

{1, 2, 3}, adica 3° = 27.

Cum f(a), f(b) si f(c) sunt din multimea {1, 2, 3}, produsul lor este 9 cind doud dintre aceste numere sunt

egale cu 3 siunul este egal cu 1.

Deci exista trei cazuri favorabile, si anume functiile ale cdror tabele de valori sunt:

a b c a b C a b c

1 3 3 3 1 3 3 3 1
Probabilitatea ceruti este 3.1
27 7 9

1 Fic multimile 4=1{1,2,3}siB=12, 4,68
Care dintre diagramele de mai jos definesc
functii de la multimea 4 la multimea B?
Justificati raspunsurile!

a) 2 b) (2
L) (O
| 56 ‘ 6
8 8
c) 2 d)

\
X & = P

1 :
e &N A N 0 o
Nz
A
®w & N

Z Pentru fiecare dintre functiile date prin diagramele
de mai jos, precizati domeniul de definitie, codo-
meniul, imaginea functiei si apoi alcatuiti tabelul
de valori.

[ ]
z
= | & .l.

N
10
s
30
40

/3

3 Dati exemplu:
a) de functie f: {0, 1,2,3} — Z cu proprietatea ca
Imf={2,5};
b) de functie f: {0, 1,2,3} — Z cu proprietatea cd
Im £ are un singur element.
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& Fie functia g: {4, 6, 8, 10} - {1, 2, 3, 4}, defi-
nitd prin relatia g(x) = %— 1. Descrieti cores-
pondenta cu ajutorul unei diagrame si cu ajuto-
rul unui tabel de valori.

5 a) Construiti toate functiile definite pe multimea
{1, 2} cu valori in multimea {3, 4}. Exprimati
fiecare functie prin cate o diagrama.

b) Dacd ludam la 1intdmplare o functie
f:{l,2} > {3, 4}, care este probabilitatea de a
avea f(1)+£(2)=7?

6 Construiti o functie al carei domeniu de definitie
este multimea obiectelor pe care le studiati in
clasa a VIII-a, fiecdrui obiect corespunzandu-i
numdrul de ore afectate sdptimanal conform
orarului. Exprimati corespondenta cu ajutorul
unui tabel.

7 Intr-o cutie sunt x bile albe si 10 —x bile negre.
Pentru fiecare x € {1,2,3,...,9 notdim cu p(x),
probabilitatea ca la o extragere a unei bile din
cutie sd obtinem o bild neagra.

a) Descrieti functia p: {1, 2, 3, ...,9} - R, printr-o
formula matematica.

b) Realizati un tabel de valori al functiei.

¢) Precizati valoarea lui x pentru care p(x) =0, 6.

d) Aflati valoarea maxima si valoarea minimd a
functiei.

8 Un concurs constd in 10 intrebari. Pentru fiecare

raspuns corect se acordd 5 puncte, iar pentru
fiecare raspuns gresit se scad 3 puncte. Fie
functia 1:{0,1,2,3,..,10} > Z, unde f(n)
reprezintd punctajul care se realizeaza daca se
dau n raspunsuri corecte (si 10—n rdspunsuri
gresite).

a) Realizati tabelul de valori al functiei.

b) Precizati valoarea minimd si valoarea maxima a
functiei.

¢) Stabiliti formula de calcul a lui f(n).

9 Dacd luam la intdmplare o functie definitd pe

{1, 2, 3} cu valori in {4, 5, 6}, care este proba-
bilitatea ca /(1) > f(2) > f(3)?

10 Fie functiile - {-1,0,1} >R,

) =x*gig: {-1,0,1} >R, glx)=x%
Demonstrati ca f = g.

11 sc considers functiile /: {1,a} — R, f(x) =x? si
2:1{0,b} - R, g(x) =cx. Aflati numerele reale
a, b, c astfel incat f = g.

12 Se numeste diagonald a unui poligon convex un

segment care uneste doud varfuri nealdturate ale
poligonului. Fie functia d: {4, 5, 6,7, 8} - N*,
unde d(n) este numarul diagonalelor unui poligon
cu n laturi. Stabiliti formula de calcul a lui d(n) si
realizati tabelul de valori al functiei.

13 Fie functiile f, g, h date prin tabelele de mai jos.
Desenati diagramele corespunzdtoare si apoi pre-
cizati formula legii de corespondenta.

X -2 | -1 0 1 2 3

N7 4 |1 1o 114 9

X -2 | -1 2 3

b) g) | 2 1 2 3

x| 2T o017 2T73
N =21 0 21 416

.Ill' Reprezentati printr-o diagramd si apoi printr-un

tabel urmatoarele functii:

a)f:{—-1,2,4} — {-2,4,8};
-2, dacix=-1
f(X)z{ 2x, dacix e {2,4}
b)g:{-1,0,1,3} - {-2,1,2};
x+1, dacdxe {0,1}

gl) = { 1-x, dacaxe {-1,3} ;
c)h:{-2,-1,0,1,2} - {-1,0};
Ix| -1, dacdxe {~1,0,1}

h(X)Z{ 1—Ix], dacixe {-2,2}

15 Fie functia f: {—-2;-1;1;3} >R, f(x) =—x+1.
a) Determinati valorile functiei.
b) Intocmiti tabelul de valori si diagrama functiei.

16 Fie functia f: {2;3;4} >R, unde f(x) reprezinti
perimetrul unui triunghi echilateral de latura x.
a) Determinati multimea valorilor functiei.
b) Intocmiti tabelul de valori al functiei.

11 Pentru fiecare dintre functiile de mai jos stabiliti
codomeniul B, cu numar minim de elemente:
a)f:{-1;0;1;2;3} = B, f(x) =x+1;
b)f:{-2;-1;0;1;2} - B, f(x) = x| + 1.
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Lectia 2. Graficul unei functii, reprezentarea geometrica
a graficului unor functii numerice

Cosiderdam multimea M, formatd din 4 copii: Ana, Bogdan, Carmen si Daniel. Varstele copiilor (in ani) sunt
precizate 1n tabelul de mai jos:

Ana Bogdan | Carmen Daniel

7 13 10 11

Construim functia v : M - N, care face ca fiecarui copil din multimea M si-i corespunda varsta sa. Astfel, avem
v(dna) =7, v(Bogdan) = 13 etc.

Putem alcatui perechile ordonate: (4na, 7), (Bogdan, 13), (Carmen,10), (Daniel,11). Multimea acestor perechi
o numim graficul functiei v.

Definit,:ie

Se numeste graficul functiei f: A —» B multimea notatd G, definita prin relatia

Gr={(x, f&x) | xeA4}.

Retine!
(x,») € Gy dacd si numai dacd y = f(x)

Exemplu Graficul functiei v din exemplul anterior este format din patru perechi, si anume:
G, = {(4na, 7), (Bogdan, 13), (Carmen, 10), (Daniel, 11)}.
o Graficul unei functii f: 4 — B este o submultime a produsului cartezian 4 X B.
o Numadrul elementelor graficului este egal cu numarul elementelor domeniului de definitie al functiei.

Definit,:ie

Dacd 4 < R si B R, atunci functiile f: 4 — B se numesc functii numerice.

Observatii

1. Functia v din exemplul anterior nu reprezintd o functie numerica, deoarece domeniul de
definitie nu este o submultime a lui R.

2. Functia f: {0,1,2,3,4} — R, f(x) = x?, reprezinti o functie numerica.

v Reprezentarea geometrici a graficului unei functii numerice

Dacid f: A — B este o functie numerica atunci fiecare element (x, f(x)) al graficului este o pereche de numere
reale. Prin urmare, alegind un sistem de coordonate in plan, putem face ca fiecarei perechi (x, f(x)) sd-i corespunda
punctul de abscisa x si ordonata f(x).

Retine!
Multimea tuturor punctelor din plan de coordonate (x, f(x)), cu x € 4, se numeste reprezentarea
geometricd a graficului functiei numerice f.
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Exemplu Pentru functiaf: {-2, — 1,0, 1, 2} > R, definitd prin f(x) = |x|, avem tabelul de valori

x | =21 =110 1 2
fx) | 2 1 0 1 2

A fx)
2 D
2 P T R )
Graficul este G, = {(-2,2), (-1, 1), (0,0), (1, 1), (2,2)}. } ;
Reprezentarea geometrica a graficului este alcdtuitd din 5 puncte, si anume: 3 By L _,C |
A(=2,2), B(-1,1), 000,0), C(1,1)si D(2,2). (Vezi Figura 8.) ; ; 1 l
| I I l‘ N
-2 -1 0 1 2 X
Figura 8

Cateva preciziri legate de limbaj

o A reprezenta grafic o functie f/: 4 > B (unde 4 < RsiBc R) inseamnd a desena intr-un sistem de axe

ortogonale reprezentarea geometricd a graficului.

o Notiunea de grafic este diferitd de aceea de reprezentare geometrica a graficului. Graficul este o multime de
perechi din A X B, in timp ce reprezentarea geometrica a graficului este o multime de puncte din plan.
o Pentru simplitate, uneori spunem grafic in loc de reprezentarea geometricd a graficului. Astfel, in loc sa

spunem ca punctul A(—1, 1) apartine reprezentarii geometrice a graficului, spunem, mai simplu,
graficului.

Probleme rezolvate

> ' 1 Reprezentati grafic functia f: {—1, 2, 3} - Z definit prin f(x) = —x + 4.
" Solutie f(— 1) =—(—1)2 +4=3; f(2)=-22+4=0; f(3)=-32+4=-5.

cd punctul apartine

A
4 Figura 9
Tabelul de valori este: x | -1 2 3 A. 13
f (x) 3 0 -5 : 4
.y 1 B3
Graficul functiei este G,= {(-1,3); (2,0); (3,-5)}. ——— >
Reprezentarea geometricd a graficului este multimea punctelor -1 S
A(-1,3), B(2,0), C(3, —5). (Vezi Figura9.) T |
S5t -C

2 Graficul unei functii f este {(2,2), (3, 7), (10, 2)}. Alcatuiti tabelul de valori,

precizati domeniul

de definitie si multimea valorilor functiei.
Solutie Avem f(2) =2, f(3) =7 si f(10) = 2, deci tabelul de valori este | * 2 3

10

)| 2 7

2

Domeniul de definitie este {2, 3, 10}, iar multimea valorilor este {2, 7}.
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1 Fie functia 11 (-2, 1,0, 1,2} - Q, definita

) . : '
fx) = ~+3- Stabiliti care dintre punctele:

A(=2;2); B(2;0,5); C(0; 0,(6)); D(1; 0,4);

E (3; %) apartin graficului functiei f.

Z Fie functia f: {~2,-1,0, 1,2} > R, f(x) =2x.
Alcatuiti tabelul de valori al functiei, determi-
nati graficul functiei si reprezentati grafic
functia.

3 Fie functia f:4 - B al carei grafic este
Gr={(1,1); (-1,1); (2,2);(- V2, 2)}. Gasiti

domeniul de definitie si multimea valorilor.

ll' Reprezentati grafic urmatoarele functii:
a) f:{-2, -1,0,1} > R, fx)=x>—4;
b)g:{-3, -2, -1,0} > R, glx) =x+4
Oh:{-4,-2,0,2,4 >R h(x)=Ix+1l;

dyi:{-3; =2,7; -J/3; -J2;2,3} > R,
i(x) = [x].

5 Se considera functia f: Z — Z, f(x) =2x+1.
Stabiliti care dintre punctele urmatoare apartin

graficului functiei date:
A(1,3); B(-2,3); C(-2, =3); D(2,5);

£, 1); /(1. 2).

O se di functia f: R - R, f(x) =—3x +5.
Determinati:
a) a€ R stiind cd A3, a) apartine graficului
functiei;
b) be R stiind ca B(b, 2) apartine graficului
functiei;
¢) c€ R stiind ¢a C(c, ¢) apartine graficului
functiei;
d) punctul de pe graficul functiei f care are
abscisa egala cu dublul ordonatei;
e) punctul de pe graficul functiei f care are
coordonatele opuse.

7 Reprezentati grafic functia
g:{0,1,2,3,4,5,6,7} > N, definita prin
g(n) =(=1)".
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Stabiliti care dintre desenele urmatoare pot fi re-

prezentdri grafice de functii.
Justificati rdspunsul!

a) AY
A D
1o~ X

c
b 1Y o P

514

B
Ire ol 123

: > ————>
O--ll X —14+9, X

T 24+ e

3tec a3 P,

In Figura 10 este reprezentat graficul functiei
f:44,5,6,7,8,9,10} > N, unde f(x) reprezinta
numdrul elevilor unei clase care au obtinut nota x
la 0 anumita lucrare.

I
I
I
I
I
I
|
|
T
[ | I I
[ B T T B B e e
I I
-
I I
I I
| |
| |

Precizati:
a) numarul elevilor din clasd;

b) numdrul elevilor care au obtinut note mai
mari sau egale cu §;

¢) nota cu cea mai mare frecventd;
d) nota cu cea mai mica frecventa,

e) media clasei la lucrarea considerata.
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Lectia 3. Functii de forma f: D —» R, f(x) =ax + b, unde a si b
sunt numere reale si D este 0 multime finitd de numere
reale sau D =R

| e A e E i e T T T4 I

v Functii f: D — R, f(x) = ax, unde a € R* A oL iiguraill

A S B R R E e

Daca D este o multime finita formata din » numere reale, n € N*, atunci T B I e
graficul functiei feste format din # puncte distincte din plan. [ i :i: j :; :i: TT ) 1; e
Exemplu Daci g: {1,2,3,4,5} »R, g(x) = 2x, graficul siu este alcituit din N

5 puncte (vezi Figura 11). N ERANERRENE
i PERRSARNES

Dacéd D =R, atunci graficul functiei este format dintr-o infinitate de puncte. ~ ~--f--2-F--+---- o
Studiem in continuare aceste functii. ol T T T T T X
Exemplu Consideram functia f/: R - R, f(x) = 2x, pentru orice x € R. Pl

Functia f"are acelasi procedeu de corespondentd ca si functia g din exercitiul de mai sus, dar cele doud functii au
domenii de definitie diferite, deci graficele sunt diferite. Toate punctele graficului functiei g apartin si graficului lui
/- Dar, intrucat domeniul de definitie al functiei f/ este o multime infinitd, reprezentarea grafica a lui f contine o
infinitate de puncte. Figura 11 sugereaza coliniaritatea punctelor graficului. Vom demonstra ca graficul functiei f

este Qreapta OA unde A(1, 2). . S ] A N§  Figura12
Fie M(t,2t) cu t#0 un punct arbitrar al graficului, diferit de O. Notim cu M
proiectia lui M pe Ox (vezi Figura 12). In triunghiurile dreptunghice 044’ si OMM’ M,
OA° _ 1 .44 _2 _ 1 . 04" _ AA4°
)Y E A V7Y Rl TR R 0 VRl ¥/ V£ 4
Rezultd ci triunghiurile sunt asemenea. De aici deducem cid <404 = <MOM',
deci O, A, M sunt coliniare. A'M’N’ x

Am ardtat astfel cd orice punct al graficului se afla pe dreapta OA.
Reciproc, fie un punct N(n, p) al dreptei O4 si N’ proiectia lui N pe Ox. Din teorema fundamentald a asemanarii,
04" _ 44" 2
ON'  NN» p°

rezultd ca triunghiurile 044’ si ONN’ sunt asemenea, prin urmare adica % = de unde
p=2n=f(n), ceea ce dovedeste cd N apartine graficului.
Am aratat astfel (prin dubla incluziune) ca reprezentarea geometrica a graficului este o dreapta.

Cu un rationament analog se demonstreaza urmatoarea proprietate:

Retine!

Graficul unei functii /: R - R, f(x) = ax este o dreapti care trece prin origine.

Prin urmare, pentru a trasa graficul unei functii de aceastd forma, este suficient sd reprezentim un punct al
graficului cu abscisa nenuld si sd construim dreapta determinatd de acest punct si de originea sistemului de axe.
Observatii 1. Dacd f este o functie definitd printr-o relatie de forma f(x) = ax, atunci fiecare
imagine f (x) este direct proportionald cu x. Reciproc, o dependenta direct

proportionald se exprima printr-o functie de forma f(x) = ax. Ay
2. Pentru cazurile particulare a = 1 si a = — 1 obtinem functiile - I
f,g: R> R, f(x) =xsi glx) = —x. Graficul functiei f'este dreapta O4 unde -
A(1,1), iar graficul functiei g este o dreapta OB, unde B(-1, 1) (vezi Figura 13). l }
Dreapta OA este numitd prima bisectoare, iar dreapta OB, a doua bisectoare. 1 1 >
Denumirile sunt motivate de relatiile <xO4 = <yO0A4 si <x OB = <{yOB. - 1 =
3. Functia f:R-R, f(x) =ax, a eR* se mai numeste si functie Figura 13

liniara (deoarece graficul sau este o dreapta).
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Exemplu Functiaf: R > R, f(x)= —%x, este liniard si graficul sdu contine
originea. Calculdm f(2) = —1; rezultd cd A(2,—1) apartine graficului. Dreapta OA4
constituie reprezentarea graficului functiei date. (Vezi Figura 14.)

v Functiif: D — R, fix)=b,undebeR

Definii,:ie

o Dacd D este o multime finitd formatd din n numere reale n €N*,atunci y Figural5
graficul functiei f'este format din » puncte situate la aceeasi distantd fatd de Ox. ABCDE
Astfel, daci g: {1,2,3,4,5} - R, g(x) =4, atunci graficul lui g este alcituit din 5 4 T-® e
puncte. (Vezi Figura 15.) R
Din reprezentarea geometricd observdm cd punctele 4, B, C, D si E au aceeasi O| P 5 >
1234 X

ordonatd egald cu 4 si deci punctele se gasesc la aceeasi distantd fatd de axa Ox.

o Daca D=R, atunci graficul functiei f'este format dintr-o infinitate de puncte situate la aceeasi distantd d =

=|b| fatid de Ox. Aceasta deoarece punctele graficului au aceeasi ordonati b. In cazul particular b =0, graficul

coincide cu axa Ox.

Retine!
Graficul unei functii /: R - R, f(x) = b, este o dreapti orizontala (paraleld cu axa Ox).

Exemplu AY Figura 16

In Figura 16 este reprezentat graficul functiei constante /: R— R, f(x) =2. 4(02)

v Functii f: R — R, definite prin relatii de tipul f{x) = ax + b unde a, b € R*

Am studiat anterior cazuri particulare ale functiilor de acest tip: pentru b = 0, se obtin functii liniare.
Pentru a = 0, se obtin functii constante.
Are loc urmétoarea proprietate:

=V

Retine!
Graficul unei functii /: R»> R, f(x) = ax+b, este o dreapti.
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De exemplu, vom justifica faptul ci graficul functiei 4 : R— R, h(x) =2x+3, este o dreapti, cu ajutorul functiei
liniare /: R— R, f(x) =2x. Am demonstrat anterior ci graficul functiei f este o dreaptd ce trece prin origine.
Deoarece h(x) = f(x) + 3, putem face ca fiecrui punct al graficului lui /' sd-i corespundd un punct al graficului lui /
avand aceeasi abscisd, iar ordonata mai mare cu trei unitati.

De exemplu, punctului O(0,0) de pe graficul lui f i corespunde punctul £(0,3)
pe graficul lui 4; punctului 4(1,2) de pe graficul lui /" 1i corespunde punctul F(1,5)
pe graficul lui 4. Astfel, graficul lui / se obtine translatand graficul lui fpe directia
axei Oy cu 3 unitati in sens pozitiv. (Vezi Figura 17, latura fiecarui patratel
reprezintd unitatea de masura.)

Pentru a trasa graficul unei functii /: R - R, definite prin f(x) = ax+ b, este suficient si reprezentim doud
puncte arbitrare ale sale si si trasam dreapta determinati de ele. In unele probleme este util ca aceste puncte de pe
grafic sd fie intersectiile cu axele de coordonate ale reprezentarii grafice.

Observatie Deoarece graficul functiei /:R—R, f(x) =ax+b, a,b €R*, este o dreapts, functia f
se mai numeste functie liniard.

Retine!
e Axa Ox reprezintd multimea punctelor din plan care au ordonata egald cu zero.
Punctul (x, f(x)) al graficului apartine axei Ox daca si numai dacd f(x) = 0.
e Axa Oy reprezintd multimea punctelor din plan care au abscisa egala cu zero.
Punctul (x, f(x)) al graficului apartine axei Oy daca si numai daci x = 0.

Exemplu Fie functia f: R~ R, f(x) =—3x+3. Ay
Pentru a determina intersectia graficului cu axa Ox, aflam valoarea lui x pentru care \ Figura 18
f(x) =0. Avem —3x +3 =0, de unde x = 1. Punctul cautat este A(1, 0). B+t

Pentru a determina intersectia graficului cu axa Oy, dam lui x valoarea 0 si avem
f(0) = 3. Punctul cdutat este B(0, 3 ). Graficul functiei este dreapta AB (vezi Figura 18). T

0l ¥

Daca A este o multime finita cu n elemente, 4 — R, graficul functiei /14> R, ______ _ Ay
f(x) = ax + b, este alcituit din n puncte ale ciror abscise sunt elementele multimii 4. - - | - :+ My —3 - ’3’ -
Cum graficul functiei f este inclus in graficul functiei g: R > R, g(x) =ax+b, :F --- :+ --- ﬂ: - —3— -l —}
rezultd ca punctele ce alcatuiesc graficul lui f'sunt coliniare. e N AN i Rl i

De exemplu, graficul functiei f: {-2,-1,0,1,2} - R, f(x) =2x+ 1, este alcatuit ~— - i* B *3* *i* *i
din 5 puncte coliniare, avand coordonatele (-2,-3), (-1,-1), (0,1), (1,3) si (2,5) 7~~~ ;’ R ’i e
(vezi Figura 19). L” L ‘. ,J,,:,JJE’L:E

| Figwaly
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Probleme rezolvate

R 1 3
Solutie Intocmim tabelul f(); ) | R

A(1; -2) si B(3;2).

Reprezentarea graficului este dreapta AB din Figura 20.

2 a) Reprezentati grafic functia f: R » R, f(x) =-2x+4.

1 Reprezentati grafic functia /: R - R,f(x) =2x—4.

si obtinem punctele

=v

2444 Figura 20

b) Calculati aria triunghiului determinat de reprezentarea graficului functiei date cu axele de coordonate ale

sistemului cartezian.
Solutie
vom determina intersectiile graficului functiei cu axele.

a) Fiind util in rezolvarea punctului b), pentru trasarea graficului functiei

Intersectia cu Oy este punctul A(0, /(0)), adicad 4(0,4), iar intersectia cu Ox este
punctul B(x, 0) unde —2x+4 =0, deci B(2, 0). Dreapta AB este reprezentarea grafici a

functiei f.

b) AAOAB=%-OA-OB=%

-2 -4 =4 (unitdti de arie).

Figura 21
L4009
C\B(2,0)
ol "2\ X

l Care dintre urmatoarele functii au reprezentarea

grafici o dreapta? In caz afirmativ reprezentati
graficul.
a)f: R> R, fx)=-2x; b) f/: R> R, fx) =-2;
of: {~1,0,1,2} > R, f(x)=-x+2;
d)f: R> R, flx) =2x+3;
e)f: {5,8,9} > R, f(x)=5-x.

Z Reprezentati grafic urmatoarele functii:

a)f: {~1,0,1,2} » R, f{x)=—2x+3;

b)f: {~2,2,4} - R, f(x)=2x-3;

¢)f: R-> R, f(x)=-3x;d)f: R~ R, f(x)=2,5.

3 Determinati coordonatele punctelor de inter-

sectie ale graficului lui f cu axele Ox si Oy si
apoi reprezentati grafic.

a)f: R-> R, f(x)=—x+5;

b)f: R - R, f(x) = 31

ll' Care dintre graficele urmatoarelor functii trec
prin origine?
a)f: R> R, flx)=2x-3;
b)g: R->R,g(x)=2/2x;
o)h:R - R, hx)=22.

5 Determinati functia f: R— R, f(x) =ax+b,
stiind ca reprezentarea grafica este dreapta A5 unde
A0, —5) si B(1, —3)

6 ric functia /: R > R, f(x) =m’x+m?-m, me R.
Determinati m stiind ca:
a) graficul lui f'trece prin origine;
b) graficul lui f coincide cu Ox;
c) graficul lui f formeaza un unghi de 45° cu Ox.

1 Reprezentati grafic urmatoarele functii:
a)f: R~ R, f(x)=3x;
b)g: R—> R, glx) =—3x+6;
¢)h: {~1,0,1,2} > R h(x)=-3,5.

8 Determinati coordonatele punctelor de intersectie
ale graficului functiei /: R»> R,f(x)=-6x+4 cu
axele de coordonate si apoi reprezentati grafic
aceastd functie.

9 Reprezentati in acelasi sistem de axe de coordonate
graficele functiilor: f: R - R, f(x) =—x;
g:R->R glx)=—x—1; h: R> R, h(x) =—x+1.

Ce observati?
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Lectia 4. Functii de tipul f: D - R, f(x) = ax + b,
unde D este un interval nedegenerat

Cu ajutorul urmatoarei probleme ne propunem sa aratam ca graficul unei functii liniare cu domeniul de definitie
un interval nedegenerat este fie o semidreapta, fie un segment de dreapta.

" Problema rezolvata
= Reprezentati grafic functiile:
f:[-1,2]-» R, f(x)=x-3; h:(=1,2) > R A(x) =x-3;
k:(—0,2] > R, kx)=x-3; u:[-1,0) - R, ulx)=x-3.
Solutie Consideram functia g: R— R, g(x) =x-3. Graficul ei este dreapta d care intersecteazd axa Ox in
punctul de abscisd 3 si axa Oy In punctul de ordonatd —3.
Cum domeniul de definitie al functiei f este inclus in cel al functiei g si f(x) = g(x) pentru orice x € [-1,2],

graficul functiei f este inclus in graficul lui g. Graficul lui f contine acele puncte din Ay

graficul lui g care au abscisa x in intervalul [-1,2]. Paralelele duse prin punctele

(-1,0) si (2,0) la axa Oy intersecteazd dreapta d in punctele A(-1, —4) si B2, —1). | 5 K
Reprezentarea graficd a functiei f este segmentul AB; (vezi Figura 22). F — . 3

AV Fi -
Figura 23 4 Figura 22

> Analog, graficele functiilor A, k si u sunt incluse 1n graficul lui g. Graficul lui
x este segmentul deschis (4B); (vezi Figura 23).

Ay /\y
I SN o / >
0 3 X ;LO /3 X
l /B 1 B
P Vs
/ -4 /‘4 -4
Figura 24 Figura 25

Algoritm pentru reprezentarea graficului functiei liniare /: D -» R, D c R interval nedegenerat.

Pentru a reprezenta graficul functiei f: D — R definite prin relatia f(x) = ax + b unde 4 este un interval, proce-
dam astfel:

e reprezentdm graficul functiei g: R - R, g(x) = ax+b, care este o dreapt;

e reprezentdm pe axa Ox punctele intervalului 4, obtindnd un segment sau o semidreapt;

e pastram din graficul lui g punctele ale caror proiectii pe axa Ox apartin intervalului A4.
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1 Se da functia f: [-2; 5) > R, f(x) =x—1. Care
dintre punctele A(-2;3), B(0; — 1), C(5;4)
apartin graficului functiei?

Z Reprezentati grafic functiile:
a)f: [-1;3] » R, flx) =x-3;
b) f:(=2;2) - R, fx) =3x-3;
0 f:[-3;3)~> R f0)=3;
d) f:(~o0;2) > R, fx) =x-2;
e) f:[-2;00) > R, flx) =2x.

3 Fie functia f:[-1;3]-R, f(x)=—x+35. Care
este cea mai mica valoare a functiei /' ? Dar cea
mai mare valoare?

& Daci f: [-1,5] =R, f(x) =x -2, determinati pe-
rimetrul si aria suprafetei determinate de gra-
ficul functiei f'si axele de coordonate.

D Fief:[-2,0] >R, f()=x+1sig:[0,3] >R,

glx)=—x+1.

a) Aratati ca f(0) = g(0).

b) Reprezentati 1n acelasi sistem de axe functiile
fsig

c) Determinati perimetrul si aria suprafetei
determinatd de graficele celor doud functii si axa
Ox.

6 Determinati functia f:[0,1] >R, cu proprie-
tatea f(1 —x)=x, pentru orice x € [0, 1] si apoi
reprezentati graficul sau.

7 Fie functiile /: [-1,0] >R, f(x) = —xsi
2:[0,1]1-R, glx) =x.

a) Reprezentati 1n acelasi sistem de axe graficele
celor doud functii.

b) Graficul functiei 4 : R—R, h(x) = 1, intersec-
teazd graficele functiilor f'si g In 4, respectiv B.
Calculati aria si perimetrul triunghiului 4OB.

3 Reprezentati grafic functia f: 4 - R, f(x) =
=-x+1,unde A= {xeR| Ix—1| <2}.

9 Aflati m €R, astfel incat punctul A(1,m—1) sd
apartind graficului functiei /:R-R, f(x)=
=-2x+1.

10 Laturile unui triunghi au lungimile (exprimate in
centimetri) egale cu 2, 5 si x.
a) Precizati intervalul / In care poate lua valori x.
b) Reprezentati grafic functia p:/— R unde cu
p(x) am notat perimetrul triunghiului.

1 rie functia f: (—o0, 2] - R, f(x) = 2x—3. Care este

cea mai mare valoare a functiei f?

12 Fic f:R-R, f(x)=2x+1. Aflati coordonatele

punctelor de pe grafic care au:
a) abscisa egald cu ordonata;
b) abscisa egald cu jumaitatea ordonatei;
c¢) ordonata egala cu o treime din abscisa;
d) abscisa egala cu dublul ordonatei;
e) modulul abscisei egal cu modulul ordonatei.

12 Fief:R-R, fx) =243,
a) Aflati x eN, pentru care functia ia valoarea — 5.
b) Aflati x € Z, pentru care functia ia valoarea — 2.
c) Aflati y R, stiind ca punctul A4(3,y) apartine
graficului functiei.

d) Aflati y €Z, stiind ca punctul B(—%, yj apartine
graficului functiei.

e) Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia
fx)=4.

f) Rezolvati in multimea numerelor naturale

S >-7.

.Illl Rezolvati aceleasi cerinte ca la problema 13 pen-

truf:R-R, f(x) =-3x+1.
15 Fie f:R-R, f(x) =1 —mx.

a) Aflati m R, astfel incat graficul functiei sa
intersecteze axa absciselor In punctul de abscisa 1.

b) Pentru m = 1, aflati punctele de intersectie a
graficului cu axele de coordonate.

c) Reprezentati grafic functia in cazul m = —1.

d) Aflati distanta de la originea sistemului de
axe la dreapta ce reprezintd graficul functiei de la
punctul d).

e) Aflati aria triunghiului determinat de axele de
coordonate si graficul functiei de la punctul d).

f) Aflati masura unghiului format de graficul
functiei cu axa ordonatelor in cazul m = —1.
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Lectia 5. Interpretarea geometrica
Lecturi grafice

v Verificarea coliniaritatii unor puncte

Pentru a stabili coliniaritatea a trei sau a mai multor puncte procedam astfel: determindm functia
f: R > R, f(x)=ax+b al cirei grafic contine doud dintre punctele date si apoi verificdim daci si celelalte puncte
apartin graficului acesteia.

Exemplu Vom arata cd punctele A(2,3), B(—1,0) si C(3,4) sunt coliniare.

Pentru aceasta consideram functia f: R - R, f(x) = ax+b. Determinim a si b astfel incat 4(2,3) si B(-1,0) sa
apartind graficului functiei 1.

Din 4(2,3) € Gyrezultd f(2) =2a + b = 3; din B(-1,0) € Gyrezultd f(-1) =—a+ b =0.

Din —a+b =0 rezultd b = a si inlocuind in 2a+ b =3 obtinem 3a=3,decia=1sib=1. Avem f(x) =x+ 1.

Verificam daci C(3,4) € G. Deoarece f(3) =3 + 1 =4 rezultd ci C € G, si atunci 4, B, C sunt coliniare.

v Intersectia reprezentirilor grafice a doui functii
[:RoR f(x)=ax+bsig:R—> R, g (x)=cx+d (unde a, b, ¢,d € R)

Definii;ie

Consideram functiile f; g: R — R, definite prin f(x) = ax+b, g(x) = cx+d (unde a, b, c, d € R).
Punctul M(x, y) este comun graficelor celor doud functii dacd si numai dacd y = f(x) si y = g(x).

Retine!

e Abscisa punctului de intersectie a graficelor functiilor /'si g se obtine rezolvand ecuatia f(x) = g(x).
e Daci ecuatia f(x) = g(x) nu are solutii, atunci reprezentdrile grafice ale functiilor f'si g sunt drepte paralele.

Exemplu Functiile f, g, h : R - R, definite prin f(x) = —x +2, e
g(x) = x si h(x) = x + 2, au reprezentdrile grafice in Figura 26. (R E +: A —4:— 1 :E’(g”Fa ‘r276:f y
Pentru functiile definite mai sus avem urmaétoarele situatii: i* *i* ,i, - :r - : ! 1 4: / *3* R :f —E o

v’ graficul lui fsi graficul lui g se intersecteazd in punctul A(1,1), ~~ -1~ NX| /" "o, 7 11 i
deoarece ecuatia f(x)=g(x) are solutia x=1 si in plus V’i”i’ff”iz lf”i”i”‘ STt

S =gh=1. N\

v’ graficul lui f'si graficul lui 4 se intersecteazd in punctul B(0,2), | I /1 | A\0 ' | 1 1 1!
deoarece ecuatia f(x) = h(x) are solutia x = 0 si (0) = 2. BEAERN” N R

v’ graficele functiilor g si 4 nu au puncte comune, deoarece ecuatia L o Sor N L e 73
g(x) = h(x) nu are solutii. Reprezentirile celor doua functii sunt L*i”i”i" : ”37 1 73”3”3”37 . 37 73”73”37,}

drepte paralele (graficul lui 4 se poate obtine translatand graficul o o« v T 0o o )
lui g pe directia axei Oy, in sens pozitiv cu doud unitti).
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v Lecturi grafice

Daci se cunoaste reprezentarea geometricd a graficului functiei f: D - R, f(x) =ax+b, unde a,b €R si D R,
atunci din lectura acestuia putem deduce domeniul D, imaginea functiei (multimea valorilor), precum si alte

proprietati ale functiei.

X _ ~ Probleme rezolvate

1. in Figura 27 este reprezentat graficul unei functii /: D - R.
a) Aflati domeniul D de definitie al functiei.

b) Alcatuiti tabelul de valori al functiei. LA e i

¢) Determinati imaginea functiei. F*iwiﬁ*iﬁ* 74:*#:f{ff;ﬂiﬂiﬂiﬂ:%*:h:**%

Solutie a) Din lectura graficului obtinem D = {1,2,3,4,5,6,7}. :“#*T*#””1**}**l”l”l”f’l”f*f”l”i
b) Tabelul de valori al functiei este: e e e I R R S i

R R B R R e e R

T AT TS ] |l

S 32 1|23 ] 2 |1 “\

¢) Din tabelul de valori obtinem ca Imf= {1,2,3}. :F*i":“%o "i**3**i”i”i”i”i"i*”i*xfi”i
L a2

Z. In Figura 28 este reprezentat graficul functiei /: {4,5,6,7,8,9, 10} — R definita prin legea /(x) = numarul

elevilor din clasi care au obtinut la teza de matematica nota x.

a) Cati elevi sunt in clasa? N S Y
. . . . | | | ! | [ | | | ] |

b) Care nota a fost luata de cei mai multi elevi? T ’TT’T’T’T’T’}”}”‘gtf”f’f’ |
Dar de cei mai putini elevi? }”1””TT*TT77’4;7717"’1”?’?’}”}
. . . .. O I Y

c) Cati elevi au luat note mai mici sau egale cu 6? ! Iiw ; i YRR
d) Céti elevi au luat note mai mari sau egale cu 8? L ”l”l”[j”lﬁtfijﬁjﬂlﬂlj}
b e

Solutie Alcatuim mai Intai tabelul de valori al functiei. LL I I 7.‘7‘7474‘”1
: | | | | | | | | | | | | | :

[ el S R e e e

x (a5 Te[ 78 [o il (o[ 0 i
fx) | 21 1 | 46| 8 | 3 |3 L,l::}mm:l::,‘p
0l 1456789100 % |

a) Din tabel deducem ca numarul de elevi din clasd este egal cu2+1+4+6+8+3 +3 =27.

b) Cum £(8) =8, deducem ca nota § a fost luatd de 8 elevi, ceea ce reprezintd nota luatd de cei mai multi

elevi. Cum f(5) = 1, deducem cd nota 5 a fost luata de un singur elev.

¢) Din f(4) =2, f(5)=15if(6) =4, obtinem c& un numir de 2+ 1+4 =7 elevi au luat note mai mici sau

egale cu 6.

d) Din f(8) =8, f(9) =351 f(10) = 3,avem c& 8 + 3 + 3 = 14 elevi au luat note mai mari sau egale cu 8.

3. Se considera functiile /: R » R, f(x)=x+2sig: R > R, gx)=4x—1.

a) Aflati coordonatele punctului de intersectie a graficelor functiilor f'si g.
b) Calculati aria suprafetei cuprinse intre graficele celor doud functii si axa Ox.
c) Calculati aria suprafetei cuprinse intre graficele celor doud functii si axa Oy.
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Solutie

a) Rezolvam ecuatia f(x) = g(x) echivalent cux +2 =4x— 1, de unde -3x=-3, decix =1, f(1)=g(1)=3.

Punctul de intersectie a graficelor este M(1,3).
b) Graficul functiei f este dreapta AB unde A(0, 2) si B

Graficul functiei g este dreapta CD unde C(0,-1) §iD( !

4
Aspu =% BD- MM =%+ -3 = 2L 23,375 (unitati de arie)
©) Asae = 5 -AC- MM =% -3-1=3 = 1,5 (unitati de aric).

0).

(=2,0).

Figura 29

l Stabiliti dacd urmatoarele puncte sunt coliniare:
a) 400, —-2); B(1,1); C(-1,5),
b) A(1,1); B(2,0); C(4, —2).

Z Fie functile f:R - R f()=2v—1 si
g:R->R glx)=3x+1

Reprezentati in acelasi sistem de coordonate
graficele celor doud functii si aflati coordonatele

punctelor de intersectie.

3 Se considera functia
fiR->R fx)=/3x-3/3.
a) Aflati aria suprafetei cuprinse intre graficul
functiei f'si axele de coordonate.
b) Aflati masura unghiului format de graficul
functiei si axa absciselor.

iy Se consideri functiile /2 R » R, f(x) =2x+3
sig: R> R, glx)=x+2.
a) Aflati coordonatele punctului de intersectie al
celor doua grafice.
b) Aflati aria suprafetei cuprinse intre graficele
celor doud functii si axa Ox.
c) Aflati perimetrul patrulaterului convex
determinat de graficele celor doud functii si
axele Ox si Oy.

5 Fie functia f:R - R, f(x) =mx+n, m€Z, n nu-
mar natural prim. Determinati punctul de pe gra-
ficul lui f de coordonate egale cu abscisa mai
mica decat » in conditiile 1n care acesta exista.

-7 -

6 se dau functiile /2 R > R, f(x) =x— /2 si
g:R->R gl)=—x+2.
a) Determinati masura unghiului format de grafi-

cele celor doud functii si masura unghiului format
de graficul lui f cu axa ordonatelor.

b) Calculati aria si perimetrul triunghiului deter-
minat de graficele celor doud functii si axa ordo-
natelor.

1 Aratati cd reprezentdrile grafice ale functiilor
fR->R f(x)=2x+1sig: R> R, glx)=
= 2x — 3 sunt doud drepte paralele.

& Se dau functiile /: R - R, f(x) = 4x 8 si
g:R-> R glx)=—4x+24.

a) Aflati aria si perimetrul triunghiului determinat
de graficele celor doua functii si axa absciselor.

b) Aflati aria triunghiului determinat de graficele
celor doud functii si axa ordonatelor.

c) Aflati tangenta unghiului determinat de graficul
lui f'si axa absciselor.

9 ric functia /: R—R, f(x) =2x+1.
a) Determinati punctele de pe graficul lui f egal

departate de axele de coordonate.
b) Calculati suma: S =£(5) +£(6) + ... +£(25).
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Lectia 6. Elemente de statistica: indicatorii tendintei centra
(frecventd, medie, mediana, mod si amplitudine a

Statistica este o ramurd a matematicii care se ocupd cu culegerea, gruparea, analizarea si interpretarea datelor
referitoare la anumite fenomene, precum si unele previziuni privind desfdsurarea acestor date in viitor.

Exemplu Pentru a determina nivelul de pregatire la matematica al unui grup de elevi se culeg date cu privire la
notele obtinute intr-o perioada de timp determinatd, date ce contin anumite caracteristici, precum: frecventa cu care
apare fiecare notd, media notelor obtinute de fiecare elev, cat si media notelor obtinutd de intreg grupul de elevi.

Astfel pentru analiza si interpretarea datelor culese un rol important il are determinarea tendintei referitoare la
nivelul clasei, tendinta exprimata prin nivelul mediu de pregétire la obiectul matematica al grupului de elevi studiat.

Conceptele de bazd ale statisticii sunt: frecventa relativa si absolutd, mdrimea statisticd, stabilirea unor legdturi
intre mdrimi, valoarea medie, mediand, modul si amplitudinea unui set de date referitoare la o multime numitd
populatie statisticd.

Definitie
o Populatie statisticd este orice multime definitd de obiecte de aceeasi natura.

o Elementele unei populatii se numesc unitdti statistice sau indivizi.
o Caracteristica (variabila statisticd) a populatiei este trdsdtura comund tuturor unitdtilor (indivi-
zilor) populatiei. Caracteristica poate fi cantitativd sau calitativd.

In statistica indicatorii tendintei centrale (de medie) se refera la valorile de mijloc ale unui set de date. Indicatorii
de medie cel mai frecvent folositi sunt media, mediana si modulul, care depind de frecventa datelor statistice.

v’ Frecventa unui set de date

Definitie
o Se numeste frecventd absolutd a unei valori x a caracteristicii numadrul de unitéti ale populatiei

corespunzatoare acestei valori.
o Se numeste frecventd relativd a unei valori x a caracteristicii raportul dintre frecventa absoluta
a valorii x si efectivul total al populatiei.

Exemplu Dupd notarea tezelor la matematicd, o clasd de 25 de elevi a avut urmaitorul rezultat in ordine
alfabetica a elevilor: 7, 6, 8,9, 5, 10, 4,5,4,6,7,5,5,4,4,10,8,7,9,4,6,6,4, 5, 4.

Atunci, pentru studiul cat mai corect al tendintei medii a clasei, este util sa se determine in primul rand frecventa
cu care apare fiecare notd (frecventa absolutd) cat si frecventa relativd. Aceasta se poate organiza in urmétorul tabel:

Nota 4 5 6 7 8 9 10
Frecvenfa |5 5 4 3 2 2 2
absolutd
Frecventa 7 5 4 3 2 2 2
relativd 25 25 25 25 25 25 25
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v/ Media unui set de date

Primul contact in studiul unui set de date statistice il vom avea cu valori medii. Acestea sunt utilizate frecvent
atdt in planificare si conducere, cat si in diverse cercetdri stiintifice. Aplicarea corectd a metodei valorilor medii
necesitd respectarea urmatoarelor conditii.

o Calcularea mediilor trebuie sd se bazeze pe un numar cat mai mare de cazuri individuale.
o Valorile din care se va calcula media sa fie omogene.
o Alegerea acelui tip de medie care corespunde cel mai bine caracteristicii studiate.

Exemplu Sa revenim la tabelul din exemplul dat la frecventa absoluta.

Nota 4 5 6 7 8 9 10
Frecvenja |5 | 5 4 3 2 2> | 2
absolutd
Calculand media aritmetica a notelor obtinute, avem: m aritmetica = 4+5+6+ 77+ 6+9+10 _ 7. Acest rezultat ar

fi fost sugestiv daca toate notele aveau aceeasi frecventd. Tindnd cont de realitate, media ponderatd ofera un rezultat

mai ,,exact” al mediei notelor obtinute.

Astfel Mogons = 7.4+5.5+4.6+3ég+2.8+2.9+2- 10 — 6,08.

Daca 1n cazul mediei aritmetice am putea spune ca nivelul de pregitire al elevilor a fost mediu (media este 7), in
cazul mediei ponderate concluzia este ca nivelul de pregatire este cu mult mai scazut decat cel mediu, putin peste

cel de promovare.

Retine!

Media nivelurilor individuale ale unei variabile (caracteristicd) statistice este expresia siste-
matizarii Intr-un singur nivel reprezentativ a tot ceea ce este esential, tipic si obiectiv in dezvoltarea

acestuia.

v/ Mediana unui set de date

Definit,:ie

Mediana este valoarea ce Tmparte in doud o colectie ordonatd de date. Numadrul valorilor
variabilelor mai mici decat mediana este egal cu numarul valorilor mai mari decat aceasta.

Retine!

e Daca setul de date contine un numar impar de valori ordonate, atunci mediana coincide cu

valoarea din mijlocul ordonarii.
e Daci setul de date contine un numar par de valori ordonate, atunci mediana este media aritme-

ticd a perechii din mijloc.
e Mediana unui set de date nu depinde de frecventa absolutd sau relativa a variabilei caracte-
risticii.
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Exemplu La Olimpiada de Matematica, unde punctajul maxim este de 28 de puncte, au fost obtinute de catre
elevii clasei a VIII-a urmatoarele punctaje: 18, 23, 16, 10, 27, 15, 20. Ordonand punctajele crescator obtinem: 10,
15, 16, 18, 20, 23, 27. Deoarece numarul de date este impar, deducem ca mediana este 18, adica termenul din mijloc
al ordonarii. Dupa contestatie setul de date se modifica astfel: 18, 23, 17, 10, 27, 20, 22, 24. Ordonand crescator
noul set de date avem: 10, 17, 18, 20, 22, 23, 24, 27. Deoarece noul set de date este in numar par, iar termenii din
mijloc sunt 20 si 22, mediana noului set este media aritmeticd a celor doud valori, adica 21.

v/ Modulul (dominanta) unui set de date

Def'nit’:ie

Modulul (dominanta) reprezinta valoarea caracteristicii care are frecventa cea mai mare.

Comentarin In practici se pot intilni urmitoarele situatii:
o setul de date contine o singura dominanta;
o setul de date contine mai multe valori dominante;
e dacd toate variabilele au aceeasi frecventd de aparitie, vom spune ca setul de date nu contine o
valoare caracteristica.

Exemplu La un centru de calitate al produselor, se verificd diametrul pieselor prelucrate de un strung. Pentru
realizarea acestui control s-a verificat o selectie de 20 de piese. Rezultatele au fost inregistrate in tabelul urmator:

Numdr de piese 2 5 4 6 3
Diametrul (in mm) 2,98 2,99 3 3,01 3,02

Dominanta este diametrul de 3,01 mm a carui frecventd este cea mai mare, respectiv la 6 piese.
Reprezentarea grafica cu coloane a datelor din tabel este realizata YA

a < o e Fi
in Figura 30. Pe axa (Ox este reprezentat numarul fiecarui tip de igura 30
piesd, iar pe axa (Oy sunt reprezentate diametrele pieselor. mediana
Ordonand crescdtor diametrele pieselor avem: 3,024 -~ —
2,98; 2,99; 3; 3,01; 3,02 si deci mediana setului de date este 3, 30l |V v
ceea ce putea fi obtinut si din analiza graficului cu bare. 5 939 T 11T
2984 - H H
>
Ol'1 2 3 4 5 6 X

v/ Amplitudinea unui set de date

Amplitudinea unui set de date este diferenta dintre valoarea maxima si valoarea minimd a setului de date.

Comentariu Amplitudinea, fiind calculatd numai pe baza valorilor extreme ale setului de date, nu ofera
posibilitatea cunoasterii structurii interioare a colectivitatii. In cazul in care valorile extreme sunt nesemnificative
numeric, rezultatul ne poate conduce la concluzii gresite.
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Exemplu 1In Figura 31 prezentim trei seturi de date cu aceeasi amplitudine, dar cu structura interna diferita.
Cele trei seturi de date se referd la rezultatele obtinute la olimpiada de matematicd de cdtre cei noud reprezentanti a
trei clase diferite. In acest exemplu Xy = 5, 1ar xma = 9, 80. Pentru fiecare din cele trei seturi de date amplitudinea
este egald cu 4,80. Din studiul reprezentarilor deducem in plus cd elevii clasei a VIII-a B au obtinut cele mai bune
rezultate in timp ce elevii clasei a VIII-a C au obtinut rezultatele cele mai slabe.

Xmin VIILA Xmax  Xmin VI B Xmax Xmin VI C Xmax
P—————itil
Figura 31

Problema rezolvata
Intr-o firma sunt 200 de angajati al ciror salariu net este dat de urmatorul tabel:

Salariu lunar Numdr de angajati
1200-1500 70
1500-1600 20
1600-1700 10
1700-1800 25
1800-1500 45
1900-2000 20
2000-2100 10
a) Realizati graficul setului de date; b) Determinati grafic mediana;

c¢) Determinati amplitudinea si caracteristica setului de date.

Solutie Graficul este dat de Figura 32 in care pe axa Ox sunt reprezentate intervalele de salarizare, iar pe axa Oy
frecventele intervalelor de salarizare.

y A ‘
Figura 32

01

ast—- 1

Q O . VN O O O » x

Din grafic obtinem cd mediana este media aritmeticd a valorilor 1700 si 1800, adicd 1750 lei.

Amplitudinea setului de date este datd de diferenta dintre numdrul maxim de angajati care au salariu in acelasi
interval si numédrul minim de angajati cu aceeasi proprietate. Obtinem frecventa egald cu 70 — 10 = 60.

Caracteristica este datd de intervalul 1200-1500 in care frecventa este cea mai mare.
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1 Urmatoarea diagrama cu batoane prezintd me-
diile obtinute de elevii unei clase la geografie pe
semestrul trecut.

a) Alcdtuiti tabelul frecventelor statistice.
b) Determinati media, mediana si modulul.

A Figura 33

s+ —

6+

4_ ,,,,,,,,,,,

3-; ,,,,,,,,,,

2' ********** ] |:|
ey I >
1 234567 8 910

Z La examenul de Evaluare Nationala, cei 300 de

elevi ai unei scoli au obtinut la proba de mate-
maticd urmatoarele rezultate:

Nota Numarul de elevi
5-5,49 4
5,50-5,99 6
6-6,49 14
6,50-6,99 20
7-17,49 64
7,50-17,99 103
8-18,49 27
8,50-8,99 39
9-9,49 15
9,50-10 8

a) Reprezentati graficul cu bare si determinati poli-
gonul frecventelor.
b) Determinati media, mediana si dominanta.

3 in primele 15 zile ale lunii iulie, temperatura la
Craiova, la ora 14, a inregistrat urmatoarele
valori: 31°,32°,32°,33°,35°,38°,30°,31°,30°,
28°,29°,29°,34°,35°,36°.  Alcatuiti diagrama
(reprezentarea graficd) acestui set de date.

ll' Reprezentarile din Figura 34 exprimda mediile

generale obtinute de elevii claselor a VIII-a A sia
VIlII-a B pe semestrul trecut.

A Figura 34

Clasa a VIII-a A

101

6 78 910

,_‘_-
o 4
w +
N4
W o

A
Clasaa VIII-a B
9--
8--
2_-
1--
123456728 910

a) Care clasa este mai buna la matematica?

b) Care este mediana, modulul si amplitudinea
datelor pentru fiecare clasa in parte?

¢) Alcatuiti diagrama corespunzitoare elevilor
celor doud clase luate Tmpreuna. Comparati in
acest caz mediana, modulul si amplitudinea cu
cele corespunzdtoare obtinute la punctul b).
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@ PROBLEME RECAPITULATIVE

Recomandate pentru portofoliu personal

Consideram functia f: {1,2,3,4,5} - {1,3,5,7,9}, definita prin diagrama
din Figura 35.

a) Realizati tabelul de valori al functiei.

b) Gasiti relatia matematica ce exprima dependenta dintre x si f(x).

Figura35

Consideram functia f: {1, 2, 3, 4} - {11, 12, 13, 14}, avand urmatorul tabel de valori:
X 1 2 3 4
f(x) 11 12 13 14

Exprimati corespondenta:  a) printr-o diagrama; b) printr-o relatie matematica.

Fie functia f: R - R, f(x) =—ax+5. Determinati valoarea lui a € R stiind ¢ punctul 4 (-5, 20) apartine

graficului functiei.
Reprezentati grafic functiile:

) f:{0,1,2,3, -3} > R f(x)=-3x,  b)g:{-3, -2 -1,0,1,2,3} > R g(x)=Ix| - 3.

Stabiliti care dintre punctele urmatoare apartin graficului functiei f: Q— Q, f(x) =—x2+3:
400,3); B(J3, 0); CB3, -3); D(~4, — 13); E(=2, 7)

Se da functia f: Z— Z, f(x) =—2x+3.

a) Determinati punctul de pe graficul functiei care are abscisa egald cu —4;
b) Determinati punctul de pe graficul functiei care are ordonata egald cu —5;
c¢) Determinati punctul de pe graficul functiei care are coordonatele egale.

7 Fie f: R > R, f(x) =ax, a € R* o functie liniard. Demonstrati ci:

8 Se considera functiile /: R > R, f(x)=ax+9sig: R > R, g(x) =5x+b,unde a,b € R, ale ciror grafice se

10

11

a) f(x+y) =f(x)+f(y)oricare ar fix, y € R; b) f(kx) = kf(x), oricare ar fi x €R, unde k€ R.

intersecteazi n punctul 4(3, 18).
a) Aflati distantele de la originea O a sistemului de coordonate la graficele celor doud functii.
b) Aflati aria si perimetrul triunghiului determinat de graficele celor doud functii si axa absciselor.

Determinati a €R, astfel inct punctele A(1, 2); B(2, 3) si C(-3, a) si fie coliniare.

Fie functiaf: R » R, f(x)= J6x- 2.

a) Aflati aria suprafetei cuprinse intre graficul lui /'si axele de coordonate.
b) Calculati distanta de la originea sistemului de coordonate la graficul lui f'.
c) Aflati tangenta unghiului format de graficul lui f'cu axa Ox.

Considerdm functiile £, g, u, v: R~ R definite prin relatiile /(x) =2, g(x) =1, u(x) =x + 1, v(x) =x - 3.
a) Reprezentati grafic cele patru functii in acelasi sistem de axe.

b) Demonstrati ca punctele de intersectie ale graficelor sunt varfurile unui paralelogram.

c) Calculati aria acestui paralelogram.
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12
13
14

15

16

17

18

Reprezentati grafic functiile: ~ a) 7 [0; 5] » R, f(x) =x; b)g:(5;0)-> R, glx)=—4x+19.
Determinati multimea valorilor functiei /: (0, o0) » R, f(x) =4x—1.

Fie functia f: /- R,f(x) =ax+b. Determinati intervalul / si numerele reale a, b, stiind ci graficul functiei
este segmentul inchis 4B unde 4(0, 3) si B(3, 12).

Reprezentati grafic functiile: ~ f: {1,2,3,4} > R, f(x) =4 —x; g:[1,4] - R, gx) =4-x;
h:(1,4) > R hx)=4-x; u:[l,0N(1,4) - R ulx)=4-x; vi(—o0,4] > R, vx)=4-x.

Catetele unui triunghi dreptunghic au lungimile de 6 cm si x cm. Reprezentati grafic functia 4 : (0,00) - R,
unde A(x) reprezinta aria triunghiului in cm?.

Un excursionist parcurge un traseu cu viteza constanta de 4 km/ora. Reprezentati grafic functia d : [0,4] > R,
unde d(¢) este distanta parcursd in timpul ¢ (Distanta este exprimatd in kilometri, iar timpul este exprimat in
ore.)

Consideram functia f: {1, 2, 3,4, 5,6} > N prin care fiecarui element al multimii {1, 2,3, 4,5, 6} ii
corespunde numdrul divizorilor sdi naturali. Realizati tabelul de valori si reprezentati grafic functia. Precizati
imaginea functiei.

19 Reprezentati grafic functia f: {0, 1, 2, 3, 4, 5} > N, unde pentru fiecare n € {0,1, 2, 3, 4, 5}, f(n) reprezintd

20

restul Tmpartirii lui # la 3.
Alcatuiti tabelul de valori al functiei al cdrei grafic este reprezentat in Figura 36. Gasiti domeniul de definitie
si multimea valorilor functiei.

Ay
l;———————————z--———QA Figura 36
| + ——+ N
-3 : 1 : : X

| -1+ o---0
| D E
oy S [

TeST DE AUTOEYALUARE

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu

Sp
Sp

Sp

SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)
— 2
Fief: {-1,0,1,4,5} >R, f(x) = —% +3. Dacd M(4;a) € Gy, atunci valoarea lui a este . . .

Dacdf: {-1,1,2} — {a,0,2}, f(x) =x + 1, este o functie, atunci a este egal cu . . .

Daci graficul functiei /: R—R, f(x) = mx +3, trece prin 4(3,6), atuncim =. . .
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Sp
Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

10p

10p

10p

Daci f:R-R, f(x—1) +f(x+1) =2x, pentru orice x €R, atunci (1) +f(-1) =. ..
@ Punctul 4(m;m — 1) apartine graficului functiei f: R—»R, f(x) = 2x+ 1, pentru m egal cu . . .
Daci f: {—1,0,1} =R, f(x) =x?+ 1, numirul de elemente al multimii Imfeste . . .

SUBIECTUL al II-lea - Precizati litera corespunzatoare raspunsului corect. (30 de puncte)

Fie functia f:R—R, f(x)=(m>—1)x+m+1, meR. Valoarea lui m pentru care reprezentarea grafici
este paralela cu Ox este:

A1l B.-1 C.1sau-1 D.0
Dacd f: R->Rsi f(x+2) =5x+2-2f(1), oricare ar fi x €R, atunci /(1) este egal cu:

A1 B. -1 C.0 D.2
Fie functia /: R—R, f(x) =—2x+ 3. Numirul f(~ 1) + (1) este egal cu:

A. 0 B.3 C.2 D.6

Reprezentarea graficd a functiei £ [~ 1,2] — R, f(x) = 3x — 5 este:
A. o dreapta B. o semidreapta C. un segment D. puncte coliniare

Numdrul de functii /: {1,2,3} — {-1,0,1,2,3,4,5} cu proprietatea /(1) = 1 si (2) = 3 este:
A. 7 B.5 C.1 D.6

Numirul real m, pentru care M(3, m — 3) apartine reprezentarii grafice a functiei f/: R—>R, f(x) =2x-5
este:
A. -1 B. 1 C.4 D.0

SUBIECTUL al IIl-lea - Pe foaia de rezolvare scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)
Fie functia /: R—»R, f(x)=ax+b, acR, beR.

a) Determinati numerele reale a si b, stiind ca reprezentarea graficd a functiei este dreapta AB cu
A4(0;2) si B(-1;1).

b) Determinati coordonatele punctului de intersectie dintre AB si Ox.

c) Aflati distanta de la originea sistemului de axe la dreapta AB.

Fie functia f:R >R, f(x) =2~ J5 )x+ /5.
a) Aratati ca A(1;2) € G,.
b) Rezolvati in R, inecuatia f(x) —2 > 0.
¢) Determinati numerele rationale a si b, stiind ca M(a; b+ b./5 ) se afld pe graficul lui f.

Fie functiile /: R - R, f(x) = —%x+3 sig:R->R, glx)=2x-1.
a) Reprezentati grafic f'si g in acelasi sistem de coordonate.
b) Determinati mdsura unghiului dintre reprezentarile grafice ale functiilor f'si g.

¢) Calculati suma S = (1) —f(2) +f(3) = f(4) +... + £(19) — £(20).

=
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ELEMENTE ALE
GEOMETRIEI iN SPATIU

Lectia 1. Puncte, drepte, plane: conventii de notare

Geometria este una dintre cele mai vechi ramuri ale matematicii. Primele cunostinte de geometrie, vechi de
cateva milenii, aveau un caracter practic. In Babilon si in Egiptul antic, cunostintele de geometrie erau folosite in
agriculturd, constructii, astronomie. Adevirurile geometrice erau obtinute si verificate in mod experimental. In
Grecia anticd, incepand cu Thales si continudnd cu Pitagora, Euclid, Arhimede, matematicienii au devenit
preocupati de stabilirea adevarurilor prin rationament logic. e

in cartea sa Elementele, (carte scrisi in secolul I #.H. si care a dominat matematica
elementard timp de peste doud milenii), Euclid a sistematizat cunostintele de matematica
acumulate in perioadele precedente, prezentandu-le in inlantuirea lor logica si realizdnd i
demonstratiile teoremelor pe baza unui sistem de axiome. Euclid-Matematician grec

323-2851.H.

Edificiul geometriei are la bazd nofiunile primare si axiomele. Notiunile primare (fundamentale) sunt notiuni
care nu pot fi definite. Axiomele sau postulatele sunt propozitii al cdror adevdr este evident sub aspect intuitiv si
care nu se demonstreaza.

Punctul, dreapta, planul, spatiul sunt notiuni geometrice fundamentale. Ele nu pot fi definite in mod riguros, dar
pot fi intelese sau descrise pornind de la imagini din realitatea inconjuratoare. Astfel, urma lasata de un creion bine
ascutit pe o foaie de hartie ne poate da imaginea unui punct. Un fir de atad subtire, bine intins, prelungit la nesférsit
in ambele sensuri, ne dd imaginea unei drepte. Suprafata tablei de scris, prelungitd la nesfarsit in toate directiile
constituie o imagine despre ceea ce numim plan.

In clasele precedente, in capitolele de geometrie ati studiat proprietiti ale unor figuri geometrice (cum sunt
dreapta, segmentul, semidreapta, unghiul, triunghiul, patrulaterul, cercul) incluse intr-un plan dat. Capitolele de
geometrie studiate pand in prezent fac obiectul geometriei plane.

Cubul sau paralelipipedul dreptunghic sunt corpuri geometrice care nu pot fi incluse Intr-un plan. Studiul lor si
cel al altor corpuri geometrice fac obiectul geometriei in spatiu.

In limbajul obisnuit, prin spatiu intelegem tot ce ne inconjoara.

Spatiul geometric este o multime de puncte pe care o vom nota cu S. In geometria in spatiu se pistreazi
conventiile de desen si de notatie folosite in geometria plana.
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Punctele se reprezintd ca in Figura 1 si se noteaza cu litere mari ale alfabetului latin.

D, C
X X
A B Figura 1
Dreptele se noteaza cu litere mici a, b, ¢, . . . sau AB, CD etc. (vezi Figura 2).

/A/B/

In spatiu existd o infinitate de puncte drepte si plane. Planele se noteazi cu litere mici ale alfabetului grecesc
a, P, y si se reprezintd prin desen ca in Figura 3.

01/

yi) Figura 3

. b Figura 2
c
\C\\
D

In geometria plana, realizarea desenelor nu ridicd probleme deosebite. Nu acelasi lucru se intAmpla in cadrul
geometriei In spatiu. Dificultatea consta in faptul ca trebuie sa reprezentdm in plan imaginea unei figuri spatiale.

Desenul, asemenea unei fotografii, depinde de pozitia din care este privitd figura spatiala.

Sa privim in jurul nostru. Presupunem cd pe o masd se afld o farfurie rotundd si o coald de hartie
dreptunghiulard, astfel incat privind de sus vedem imaginea din Figura 4. Atunci imaginea mesei, vazuta din fata

este cea din Figura 5.
O /
LU

Figura4

Figura 5

Pentru a realiza desene ale unor figuri spatiale, tinem seama de unele conventii:
figurile situate in plan vertical in fata privitorului se reprezintd in forma lor reala;
segmentele care au directia razei virtuale, se reprezintd Inclinate si de lungime mai micd in raport cu
lungimea reald;
reprezentdrile in desen ale unor drepte paralele sunt, de asemenea, paralele;
elementele care ,,nu se vdad” se reprezintd punctat.
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Exemplu In Figura 6 este desenat un cub. Patratele ABB’A’ si CDD'C’, D’ C’

situate in plan vertical in fata noastrd, sunt redate in desen in forma lor reala. ‘
Segmentele BC, AD, B'C’, A’'D’, avand directia razei virtuale, sunt desenate ! i
inclinat si de lungime mai micd. Segmentele AD, CD si DD nu se vad, deci le 4 } B
reprezentam punctat. |

Dh-neee —-Jc

Retine!

Dreptele, planele, spatiul sunt multimi de puncte. Deci, relatiile dintre puncte, drepte si plane
se pot exprima 1n limbajul teoriei multimilor.

Exemplu In Figura 7 paralelipipedul ABCDA’B’C’D’ este asezat pe un plan orizontal a.

D, C’

o Figura7

Intre elementele figurii putem stabili diferite relatii, ca de exemplu:
e Punctul A4 este situat pe dreapta AB (scriem: 4 € AB).
Punctul C nu este situat pe dreapta AB (scriem: C ¢ AB).
Punctul D este situat in planul a (scriem: D € a).
Punctul B’ nu este situat in planul a (scriem: B ¢ a).
Dreapta AB este inclusa in planul a (scriem: AB C a).
Dreapta A4’ nu este inclusa in planul a (scriem: 44" & a).
Dreptele AB si AD se intersecteazd in punctul 4 (scriem: ABNAD = {4}).
Dreapta BB’ intersecteaza planul a in punctul B (scriem: BB ' N a = {B}).
Dreptele AB si A’B’ nu au puncte comune (scriem: ABNA B’ = Q).

A\

1 Dati exemple de paralelipipede dreptunghice pe care le intdlnim in realitatea inconjuratoare.

2 Care este numarul minim de culori necesare pentru a colora fetele unui cub, dacd oricare doud fete aldturate
ale cubului sunt colorate diferit?
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3 In Figura 8, identificati desenele care reprezintd aceeasi figurd geometricd, vazutd din pozitii diferite.

L/

c) d) e)

a) b)
M /T 47 rws
f) g) h) )

ll' Desenati un cub MNPOM’N’P’Q’, avand baza MNPQ situata intr-un plan orizontal y. Stabiliti relatii intre
elementele figurii si exprimati-le In limbaj matematic, folosind simbolurile €, ¢, <, .

5 Un zar de forma cubica are proprietatea potrivit careia suma punctelor inscrise pe oricare doud fete opuse este
aceeasi. Care dintre urmdtoarele desene (vezi Figura 9) poate constitui desfasurarea acestui zar?

o0 o o
o0 ‘e
) | o %% &% © b) o[ , [0 ofoee
o ole |© ° (ALY Y
'y °
(XX o’
eoo o
(XX
c) oo ojeo 0| o d) [0 0o o o
.. * oo |0 o.o o 0o °
o (YY)
Figura 9 oee

6 Cate paralelipipede dreptunghice mici sunt in Figura 10?

/

q
/]

|/

g

Figura 10
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Lectia 2. Determinarea dreptei, determinarea planului,
relatii intre puncte, drepte si plane

Cele mai simple relatii Intre puncte, drepte si plane pot fi descrise cu ajutorul axiomelor.

v’ Determinarea dreptei

Una dintre axiomele geometriei plane afirmi ci doua puncte distincte din plan determind o dreaptd. Intelesul
acestei axiome este urmdtorul: oricare ar fi doud puncte distincte, existd o dreaptd care le contine si aceastd dreapta
este unicd. Axioma rdmane adevaratd si In spatiu.

A, : Doud puncte distincte determind o dreapta.

Dreapta determinatd de punctele 4 si B se noteazd AB.
Consecintd a axiomei 4,: Dacd doud drepte au doud puncte distincte comune, atunci ele coincid.

v Pozitia unei drepte fati de un plan

Daca asezdm o rigla astfel incat ambele capete ale sale sd se afle in planul tablei, atunci rigla se va afla in
intregime in planul tablei.

A,: Daca doud puncte distincte ale unei drepte apartin unui plan, atunci dreapta determinatd de aceste puncte este
inclusd in plan.

Din axioma 4, deducem ci o dreaptd se poate afla fatd de un plan in
urmatoarele pozitii:
e dreapta nu are niciun punct comun cu planul;
o dreapta are un singur punct comun cu planul (dreapta ,,inteapd planul );
o dreapta este inclusd in plan.

Afirmatia acestei axiome poate fi formulatd in limbaj matematic
astfel: daca 4 # B, A€ a, Be a, atunci AB c a (vezi Figura 11). B
A
a Figurall

Exemplu Dacd notdm cu a planul in care se afld baza D, ¢
ABCD a paralelipipedului dreptunghic ABCDA’B’C’D’, atunci 4 : B
dreapta 4’B’ nu are niciun punct comun cu planul a, dreapta o o
AA’ intersecteazi planul ¢ intr-un singur punct, iar dreapta AB [
este inclusa 1n planul a (vezi Figura 12). /Df ******** -)C
Ak B
a Figura 12

v Intersectia a doua plane

Este posibil ca doui plane sd aibad exact un punct comun?

Pentru a raspunde la aceasta intrebare, sd consideram planul caietului
(notat cu a) si planul mesei (notat cu ). Dacd asezdm caietul ca in Figura 13,
cele doud plane nu vor avea in comun doar punctul 4, pentru ca planele sunt
nemarginite. Cele doud plane se intersecteaza dupd o dreapta ce trece prin

punctul 4. T ,
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Aj;: Dacd doud plane au in comun un punct, atunci ele se intersecteaza dupa o dreapta care trece prin acel punct.

v’ Determinarea planului

Cate plane se pot duce prin doud puncte date? Pentru a rdspunde la aceasta intrebare, ne imagindm o usa care se
deschide, ocupand diverse pozitii, fiecare pozitie corespunzand unui plan care trece prin doud puncte fixe (puncte
reprezentate prin balamalele usii). Prin doud puncte date trec o infinitate de plane.

Deci, doud puncte distincte nu sunt suficiente pentru a determina un plan.

Daca se dau 1n spatiu trei puncte necoliniare, existd un plan care le contine si acest plan este unic.

A4: Trei puncte necoliniare determind un plan.

Planul determinat de punctele 4, B, C se noteaza cu (4BC) si se citeste ,,planul ABC”.
Consecintd a axiomei 44: Dacd doua plane au trei puncte necoliniare comune, atunci ele coincid.

e Patru sau mai multe puncte situate 1n acelasi plan se numesc puncte coplanare.

e Doud sau mai multe drepte situate in acelasi plan se numesc drepte coplanare.

Propozitie
a) O dreaptd d si un punct 4, exterior dreptei, determind un singur plan care se noteaza: (d, 4).
b) Doud drepte concurente d; si d, determind un singur plan care se noteaza: (di,d>).
¢) Doud drepte paralele d; si d, determind un singur plan care se noteaza: (d;,d>).

v Pozitia relativi a doud drepte

‘ C’
3 e Doud drepte distincte situate In acelasi plan sunt sau concurente sau
A } B’ paralele. In spatiu existd si drepte necoplanare. De exemplu, daca

ABCDA’B’C’D’ este un cub, dreptele A4 " si BC sunt necoplanare.
o Douai drepte necoplanare nu sunt nici concurente nici paralele.

D C

Figura 14

Retine!
Doua drepte (distincte) din spatiu se pot afla una fata de alta in urmatoarele pozitii:

paralele
drepte < coplanare<

concurente
necoplanare

In legitura cu dreptele paralele are loc axioma cunoscuti sub numele de axioma paralelelor sau postulatul lui
Euclid.
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As: Printr-un punct exterior unei drepte se poate duce o singura dreaptd paraleld cu dreapta data.
Ag: Exista patru puncte necoplanare.

" Probleme rezolvate
o 1 Fie ABCD un trapez cu AB | CD s1 M un punct care nu apartine planului (4BC). Demonstrati ca
planele (MAD) si (MBC) au o dreaptd comund si determinati aceasta dreapta.

Solutie Planele (MAD) si (MBC) au In comun punctul M, deci se intersecteaza
dupa o dreapta care trece prin M. Pentru a determina dreapta, trebuie sa gasim inca
un punct al ei. Dreptele AD si BC se intersecteaza intr-un punct E.

(Vezi Figura 15.) El
Din faptul ¢d E € AD si AD < (MAD), rezulti ca E € (MAD). !
Din faptul ¢a E € BC si BC < (MBC), rezulta ca E € (MBC).

Planele (MAD) si (MBC) au in comun punctele M si E, deci intersectia lor este

dreapta ME.
2 Considerdm in spatiu triunghiurile ABC si DEF nesituate in

acelasi plan, astfel incat AB si DE se intersecteaza in M, AC si DF se intersecteaza
. . . . I ’ D
in N, iar BC si EF se intersecteazd in P.

Figura 15

Demonstrati ca punctele M, N, P sunt coliniare
(vezi Figura 16).

C M

B Figural6

Solutie M € AB si AB  (ABC), deci M € (ABC); M € DE si DE c (DEF), deci M € (DEF). Analog se arata ci
punctele N si P apartin atat planului (4BC), cat si planului (DEF). Daca punctele M, N, P ar fi necoliniare, atunci
planele (4BC) si (DEF) ar coincide, ceea ce contrazice ipoteza. Deci M, N, P sunt coliniare.

1 a) Cate drepte trec printr-un punct 4?
b) Cate plane trec prin doua puncte distincte? D

2 in desenul din Figura 17 punctele A, Be a, C € AB, D € a. C
a) Care este pozitia punctului C fatd de planul a? B

b) Care este pozitia dreptei CD fatd de planul a?

Figura 17

3 Se considerd punctele 4 si B continute intr-un plan a si C ¢ a. Dacd M este mijlocul segmentului AC si N

este mijlocul segmentului BC, stabiliti valorile de adevar ale propozitiilor:
a)M e a; b)M ¢ a; c)ACca; d) AB c a; e) MB c a; f) MN c a.
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4 Intr-un plan a se considerd punctele 4, B, C, D despre care se stie cd 4, B, C sunt coliniare si D ¢ AB.

Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:
a) a = (4BD), b) Existd un plan unic care contine punctele 4, B, C?
¢) a=(4DC); d) (4DB) = (BCD); e) Be (4DC).

5 Fie 4, B, C, D patru puncte necoplanare.

a) Este posibil ca printre cele patru puncte sa existe trei coliniare? Justificati raspunsul!
b) Unind punctele doud cate doua in toate modurile posibile, cate drepte se obtin?

6 Fie 4, B, C, D patru puncte necoplanare. Cate plane obtinem, dacd consideram toate planele ce trec prin cate

trei din cele patru puncte?
b a

1 Se considerd dreptele a, b, ¢ care se intersecteazd in punctele 4, B, C ca in
Figura 18. Stabiliti valoarea de adevar a fiecareia dintre urmatoarele propozitii:

a) (b,a) = (a,c); b) (b,c) # (b, B);
¢) (4BC) =(a,c); d) (4BC) = (4B, C);
e) (ABC) = (4B, AC); f) existd planul (b, 4). ¢
/B Figura 18 C\
. B
8 In desenul din Figura 19, DE este linie mijlocie in triunghiul ABC. D
Precizati valorile de adevar ale propozitiilor:
a) (ADE) = (4BC); b) DE  (4BC):; 4
¢) BC c (ADE); d) (4BE) = (BC,DE). E Figura 19

C

9 Fie dreptele paralele d si g. Dacdd€d, Bed,De g, Ce g, Me AD, N € BC , aratati cda MN c (d, g).

10 Se considerd punctele necoliniare 4, B, C. Dacd M € AB si N € BC, precizati valorile de adevar ale urma-

toarelor propozitii:
a) (ABC) =(BAC); b)Me(4BC); c¢)Ne(4BC); d) MN c (4BC); e) (4BC) + (MNA).

11 Se considerd punctele 4, B, C, D necoplanare. Completati: a) (ABC) N(4BD) =...;
b) (4BC) N (ACD) =...; ¢) (4BC) N (BCD)=...; d)ABc ... siABc ...

'|Z Intr-un plan sunt date trei puncte 4, B, C si in afara lui un punct D. Unind punctele doui cite doui in toate
modurile posibile, care este numarul maxim de drepte distincte care se poate obtine? Dar numéarul minim?

13 Triunghiul ABC are laturile 4B si AC incluse in planul a. Ce relatie este intre planul a si (4B, AC)?
14 o dreaptd ¢ intersecteazd dreptele paralele a si b in punctele 4 si respectiv B. Ardtati cd (a,b) = (a,c) si

(a,c)=(b,c).

15 Trei drepte trec printr-un acelasi punct si nu sunt in acelasi plan. Cate plane obtinem dacd considerdm toate
planele ce contin cate doua dintre cele trei drepte?

16 Fie a, b, c trei drepte concurente doud cate doud, dar fard sd aiba un punct comun. Ardtati ca dreptele sunt
coplanare.

11 Fie ABCD un paralelogram si £, un punct care nu apartine planului (4BC). Determinati intersectia planelor
(EAC) si (EBD).
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Lectia 3. Corpuri geometrice: piramida,
piramida regulata, tetraedrul regulat

Imaginea 20 reprezinta o fotografie a piramidei lui Keops,
una dintre cele sapte minuni ale lumii, construitd in jurul anului
2560 i.H.

Figura 21

Imaginea 20

J Modelul matematic al piramidei Iui Keops este corpul geometric reprezentat in
SR C  Figura 21, numit piramidd patrulaterd.

Pentru a descoperi notiunea geometrica de
piramidd, reamintim mai intdi notiunea de suprafata
poligonald. Pentru un poligon dat, numim suprafatd
poligonald reuniunea dintre poligon si interiorul sdu.

Multimile hasurate in Figura 22 sunt suprafete
poligonale.

v Figura 22

Figura 23

In Figura 23 este reprezentati o piramidi avand baza un patrulater
oarecare.

4, Daca A14,A3A4 este un patrulater inclus intr-un plan a, iar ¥ este un
punct care nu apartine planului a, piramida VA4,4,43A44 este corpul
solid marginit de suprafata poligonald 4,4,4544 si de suprafetele
triunghiulare VA1A2, VA2A3, VA3A4 §1 VA4A1.

Cu alte cuvinte, piramida VA4,4,A43A44 este multimea obtinutd reunind
toate segmentele de forma VM, unde M descrie suprafata poligonald 4,4,43A44.
Elementele piramidei VA 4,434, sunt urmatoarele:
®  Baza piramidei: suprafata poligonald 4,4,A4344.
e  Varful piramidei: punctul V.

muchiile bazei sunt segmentele: 414, A2A3, A3A4 81 AsAq;

muchiile laterale sunt segmentele: VA, VA,, VA3 s1 VAs.

o Fetele laterale ale piramidei sunt suprafetele triunghiulare: VA4, VAAs, VA3A4 51 VA4A,.

e Muchiile piramidei:
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Observatie Prin vdrfurile piramidei VA 4,434, intelegem atat varful V, cat si varfurile bazei, iar
prin fetele piramidei intelegem atat baza, cat si fetele laterale.

Analog se poate trata cazul general al piramidei VA4,...4,, avand ca baza un poligon cu » laturi, unde n este
orice numir natural, n > 3.

Aceastd piramidd are: 2n muchii (» muchii laterale si » muchii ale bazei), n+ 1 fete (n fete laterale la care se
adaugd baza) si n + 1 varfuri (n varfuri ale poligonului bazei la care se adauga varful V).

v Clasificarea piramidelor dupi forma bazei

Piramidele se pot clasifica in functie de numarul laturilor poligonului ce formeaza baza. Astfel, avem piramide
triunghiulare, patrulatere, pentagonale, hexagonale etc.

v Piramida regulati

Definit’:ie

O piramidd se numeste piramidd regulatd daca baza este un poligon regulat, iar muchiile
laterale sunt congruente.

Exemple 1. Piramidele egiptene sunt piramide patrulatere regulate.
2. Piramida care are ca baza un triunghi echilateral, iar muchiile laterale sunt congruente este o pira-
mida triunghiulard regulata.

v Tetraedrul regulat

Definitie
e O piramidi triunghiulara se numeste tetraedru.
e Un tetraedru ale carui fete sunt toate triunghiuri echilaterale se numeste tetraedru regulat.

Tetraedrul are patru fete triunghiulare, patru varfuri si 6 muchii.
(Vezi Figura 24.)

C

Figura 24

Observatii

1. Oricare patru puncte necoplanare determind un tetraedru, avand varfurile In punctele date.

2. Cuvantul fetraedru este de origine greacd si inseamnd poliedru cu 4 fete. Prin poliedru, inte-
legem un corp solid marginit de suprafete poligonale. Piramida si paralelipipedul sunt exemple de
poliedre.
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Desfiasurarea piramidei v 4 A
Fie VABC o piramida triunghiulard regulatd. Ne imaginam suprafata piramidei
alcdtuitd din carton. Dacd tdiem cartonul de-a lungul muchiilor laterale, indoim si rotim
fetele laterale pand cand ajung in acelasi plan, obtinem desfasurarea din Figura 25. B C
Aceasta nu este singura desfasurare posibila a piramidei considerate. :
’ Figura 25
4

De exemplu, daca tdiem de-a lungul muchiilor V4, AC si BC, obtinem desfdsurarea din Figura 26.
Invers, pornind de la o desfdsurare, putem reconstitui piramida.

Analog, se poate vorbi de desfasurarea altor corpuri geometrice. 4

Al Az

B C,

Figura 26

Probleme rezolvate

v 1 Demonstrati cd, dacda ABCDA’B’C’D’ este un cub, atunci ACB’D’ este un tetraedru regulat.

D’ C’
Solutie Punctele A, C, B’, D’ sunt necoplanare, deci sunt ,’:
varfurile unui tetraedru. Notdm cu a lungimea laturii cubului. 4 RN %
Atunci AC=AB =B C=4AD =CD =B'D =a2 , AN Fioura 27
deci tetraedrul este regulat (vezi Figura 27). // ; 1sura
,/ //‘*D* R - Jc
A B

2 Demonstrati ¢ muchia laterald a unei piramide hexagonale regulate este mai mare decat muchia bazei.
Solutie Notdm baza piramidei cu ABCDEF si varful cu V (vezi Figura 28).
Fie AB=a st VA =b. Hexagonul regulat ABCDEF poate fi Inscris intr-un

cerc de diametru AD. Cum raza cercului circumscris hexagonului regulat este
congruenti cu latura, deducem ci AD=2a. In triunghiul V4D, avem
AD < VA+ VD, adica 2a < b+ b, de unde a < b.

Figura 28
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G
&1

l Numiti corpurile geometrice din Figura 29:

Figura 29
Z Completati tabelul:

Numarul de

. ) )
Piramida fete (F) | varfuri (V) | muchii vy | ¥ 5 | M*TV

triunghiulara

patrulatera

pentagonala

hexagonala

Ce concluzie puteti formula, analizand ultimele doud coloane ale tabelului?

3 Indoiti un triunghi ascutitunghic dupi liniile mijlocii pana cand cele trei varfuri coincid. Ce corp geometric
obtineti?

4 Confectionati din carton o piramida triunghiulard cu toate muchiile egale cu 10 cm. Calculati aria suprafetei
de carton necesara.

5 Care este numarul maxim de triunghiuri echilaterale pe care il putem obtine din 6 chibrituri, fara a tdia niciun
chibrit?

6 Precizati valoarea de adevdr a propozitiilor:

p: Orice tetraedru regulat este o piramida triunghiulara regulata;
¢q: Orice piramida triunghiulara regulata este un tetraedru regulat.
Justificati rdspunsurile!

1 Fie ABCD un tetraedru regulat. Notdm cu M mijlocul muchiei 4B si cu N mijlocul muchiei CD.

a) Demonstrati cd triunghiurile ABN si CDM sunt isoscele.
b) Determinati intersectia planelor (4BN) si (CDM).

8 a) Cum se numeste piramida care are 4 varfuri?

b) Cum se numeste piramida care are 7 varfuri?
c¢) Cum se numeste piramida care are 8 muchii?
d) Cum se numeste piramida cu 6 muchii congruente?
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9 Figura 30 reprezintd desfasurarea pe un plan a unei piramide patrulatere

cu baza un patrat si avand toate muchiile egale cu 10 cm.
a) Calculati V1.
b) Confectionati din carton figura aldturata si apoi prin lipire o piramida

3 V v’
patrulatera.
c) Puteti obtine si o altd desfasurare pe plan a piramidei confectionate?
Figura 30
10 O piramidd patrulaterd regulatd are baza ABCD si varful S. Dintre
muchiile piramidet, indicati: a) o pereche de muchii concurente;
b) o pereche de muchii paralele; ¢) o pereche de muchii necoplanare.

11 Fie SABC o piramida triunghiulard. Notdm cu M, N, P, respectiv mijloacele muchiilor BC, CA si AB ale
bazei. Demonstrati cd planele (SAM), (SBN) si (SCP) au o dreaptd comund.

'IZ Fie ABCD un tetraedru regulat de muchie 6 cm.

a) Calculati suma lungimilor tuturor muchiilor tetraedrului.
b) Calculati suma ariilor fetelor tetraedrului.

TEME DE SINTEZA

Recomandate pentru lucru in echipe

1 Pe o masa rotunda este asezatd o fatd de masa patratd, astfel incat centrul de simetrie al pdtratului coincide cu

centrul cercului. Diametrul mesei este de 80 cm, latura fetei de masa este de 1,20 m, iar Tndltimea mesei este
de 75 cm. La ce inaltime fatd de podea se vor afla colturile fetei de masa?

2 Se consideri in spatiu cinci puncte 4, B, C, D, E, astfel incat oricare trei dintre ele sunt necoliniare. Aflati

probabilitatea potrivit cdreia, daca ludm la intdmplare o dreaptd determinatd de doud dintre cele 5 puncte,
aceasta sa nu treaca prin 4.

& Fie o piramidi triunghiulard regulata SBAC de varf S, <{ASB =40° s1 S4=20cm. O furnica pleacd din

punctul 4 si se deplaseazd pe suprafata laterald a piramidei, revenind in punctul 4 dupd ce a trecut printr-un
punct situat pe muchia SB si printr-un punct situat pe muchia SC. Calculati lungimea minimad a drumului
parcurs de furnica.

4 Fie SABCD o piramida patrulatera regulati cu baza ABCD si cu toate muchiile egale cu 2a, a > 0. Punctele £
si F sunt mijloacele muchiilor 4D, respectiv BC.
a) Calculati suma ariilor fetelor piramidei SABCD.
b) Calculati aria triunghiului SEF.

V. Figura 3l
5 Andrei merge intr-o tabara de alpinism. El escaladeaza o stanca care are
forma unei piramide patrulatere regulate VMNPQ cu varful V, avand R
toate muchiile de lungime 12 m. Stiind ¢d pleaca din punctul M si ajunge
in punctul R, mijlocul muchiei VP, deplasandu-se in linie dreaptd pe
fetele (VMN), (VNP) si cd a parcurs drumul de lungime minima intre P
cele doud puncte, ardtati cd drumul parcurs de Andrei este mai mare de
15 m. (Vezi Figura 31.) N
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Lectia 4. Prisma dreapta, paralelipipedul dreptunghic, cubul

v Descrierea prismei; elementele prismei; clasificare

In Figura 32 sunt reprezentate doud cutii de bomboane.

Prima are ca baze (baza superioara si cea inferioard) doud
patrate. A doua cutie are ca baze doud hexagoane regulate.

Fetele laterale ale cutiilor sunt dreptunghiuri.

Corpurile geometrice din Figura 32 vor fi numite prisme.

Figura 32

Definit’:ie

e Prisma este un poliedru marginit de doud baze care sunt poligoane congruente nesituate in
acelasi plan si de fetele laterale care sunt paralelograme.
e Numele unei prisme este dat de numarul laturilor bazei.

In Figura 33 este reprezentati o prisma triunghiulara ABCA’B’C"’.

C s
Elementele acestei prisme sunt: '

o bazele: triunghiurile ABC si4'B’C’;

o fetele laterale: paralelogramele ABB’A’, BCC'B’ i ACC’A’; Figura 33
o varfurile: 4,B,C,A’,B’, C’; 4 C
o muchiile laterale: A4°, BB’, CC".

D, C’ B

A In Figura 34 este reprezentati o prisma patrulaterd ABCDA’B’C’D".
C
A Figura 34
B

In cele ce urmeaza, ne vom concentra atentia asupra prismelor care au fetele laterale dreptunghiulare, deoarece
majoritatea prismelor intalnite in realitatea inconjurdtoare se incadreaza in aceasta categorie.

Definiil:ie

e Se numeste prismd dreaptd, o prisma ale cdrei fete laterale sunt dreptunghiuri.
e Prismele care nu sunt drepte se numesc prisme oblice.
e Prismele drepte care au ca baze poligoane regulate se numesc prisme regulate.

Exemplu Prismele din Figura 32 sunt drepte, iar prismele din Figurile 33 si 34 sunt oblice. Prismele din
Figura 32 sunt prisme regulate si anume: o prisma patrulaterd regulatd si o prismd hexagonald regulata.
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v Paralelipipedul dreptunghic

Definii’:ie

e Se numeste paralelipiped dreptunghic o prisma dreaptd cu baza dreptunghi.
e Paralelipipedul dreptunghic are sase fete dreptunghiulare, 8 vérfuri si 12 muchii.

Numeroase obiecte din realitatea inconjurdtoare au forma unor ? C;)
paralelipipede dreptunghice. De exemplu: dulapul, cutia de chibrituri, 4 ; : B’ §
sala de clasd. Lungimile a trei muchii concurente ale unui paralelipiped ; X
dreptunghic se numesc dimensiunile paralelipipedului dreptunghic. W s

Aceste dimensiuni poartd numele de lungime, ldtime si indltime (vezi \d0 D ¢
Figura 35). A lungime B

Figura 35

Un caz particular al paralelipipedului dreptunghic il constituie cubul.

Definitie
Cubul este un paralelipiped dreptunghic cu toate dimensiunile egale.

Retine!

Toate cele sase fete ale cubului sunt patrate.

D) ’
Cubul din Figura 36 are toate cele patru fete laterale si cele doud baze patrate. ‘ ¢
A’ : B’
D L )C
A B
Figura 36

Observatie
O prisma patrulatera regulata este un paralelipiped dreptunghic care are doua dimensiuni egale.
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Tabelul urmator cuprinde exemple de prisme drepte.

Co Dous baze Fetele laterale Nt
P Desen au forma de Nr. varfuri Nr. muchii )
geometric congruente . fete
dreptunghi
A C’
Prisma v
triun- AABCsiAA'B’C’ ABB 4"
ghiulard triunghiuri fata laterald 6 9 5
regulatd echilaterale
A C congruente
B
G Ve
Prisma !
patrulaterd Df— E DEFG si DEE D’
regulatd i D ’Ev G’ fata laterala 8 12 6
| patrate
SRR R congruente
: E
F’ E}
A 1 2D’
i B C.
Prisma — ABCDEF si
hexagonald | | U
regulatd } } A'B'C’'D’E'F CDD 'C’
; ! hexagoane fata laterald 12 18 8
) FoE regulate
4 D congruente
B C
Paraleli-
piped !
dreptunghic | Are toate fetele dreptunghiuri. g T 6
Cubul 1
| Are toate fetele patrate. 8 12 6
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1 Confectionati din carton corpuri geometrice care au urmatoarele desfasurari:

5cm + +5cm
e B b) — : : :
¥ ¥ ¥ +7cm * * * * +7 cm
\ + +5cm
T +5cm :
©) : : : :
T T Figura 37

} ' ; Figura 38

2) H b) [ _1 [
H 0 i : . )
* * L l
" ' » ' Figura 39

Confectionati din carton aceste desfasurdri si apoi prin indoire confectionati paralelipipedul (in cazul in care
este posibil).
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4 Desfasurarea unui cub are aria egald cu 36 cm?. Aflati lungimea muchiei cubului.

5 O prisma hexagonald regulatd are toate muchiile congruente, avand lungimea de 8 cm. Aflati aria
desfasurarii.

6 a) Confectionati din carton o prisma hexagonald regulatd cu toate muchiile de 5 cm.
b) Desenati o prisma hexagonala dreapta.
c) Desenati desfasurarea prismei confectionate la punctul a).

1 O prisma triunghiulard regulatd are toate muchiile congruente, avand lungimea de 8 cm.
Aflati aria desfasurarii.

8 In Figura 40 este reprezentati o clidire avand forma unei prisme drepte.

Figura 40
Desenati prisma, notati varfurile sale si precizati-i elementele.
9 Precizati cum se numeste o prisma care are:
a) 6 varfuri; b) 10 varfuri; c) 8 fete;
d) 4 fete laterale; ) 5 muchii laterale; f) 12 muchii.

10 In Figura 41 este reprezentatd desfisurarea unei prisme drepte
ABCA’B’C’. Baza prismei este triunghiul ABC dreptunghic in 4
cu AB=12cm si AC=9cm. Stiind ca BUM'B’ este un patrat, . B’ M N
calculati dimensiunile dreptunghiului ANN’A .
Desenati figura pe un carton si construiti prisma.

B M N
Figura 41

C

11 O prisma triunghiulard regulatd ABCDEF are AB =4 cm si AD =5 cm. O furnicd pleacd din 4 si ajunge in D
pe drumul cel mai scurt, traversand toate fetele laterale ale prismei.
a) Desfasurati pe un plan prisma.

b) Trasati drumul parcurs de furnica si calculati lungimea acestuia.
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Lectia 5. Cilindrul circular drept
Conul circular drept

v Descrierea cilindrului circular drept

Elementele cilindrului circular drept

Multe dintre obiectele pe care le Intalnim si le folosim frecvent in cotidian, ca de exemplu: monede, cutii, vase de
uz casnic, recipiente, tuburi etc., au forme de cilindru circular drept. (Vezi Figura 42.)

u \_/ Figura 42

In Figura 43, am reprezentat o suprafati dreptunghiulardi OO’4°A. Daca aceasti
suprafatd se roteste In jurul dreptei OO, se obtine un cilindru circular drept. M
Spunem ci cilindrul circular drept este un corp de rotatie. Figura 43

A

Cilindrul circular drept este corpul de rotatie care se obtine prin rotirea unei suprafete dreptun-
ghiulare 1n jurul uneia dintre laturile sale.

Vom pune in evidentd elementele sale.

o Prin rotirea suprafetei dreptunghiulare OO 44 1n jurul lui OO°, segmentul OA4 descrie discul de centru O si
razd OA4, iar segmentul O'4 " descrie discul de centru O'sirazd O'4".

Cele douad discuri constituie bazele cilindrului circular drept. Bazele sunt doud discuri de raze egale.

o Dreapta OO’ determinatd de centrele bazelor se numeste axa cilindrului (axa de rotatie).

o Segmentul 44" si oricare dintre pozitiile ocupate de acest segment in cursul rotatiei poartd numele de
generatoare. Deci o generatoare a cilindrului circular drept este un segment MM, unde M si M apartin respectiv
cercurilor celor doud baze, iar patrulaterul OMM O’ este un dreptunghi.

v Desfisurarea cilindrului circular drept

O generatoare a cilindrului circular drept, rotindu-se in jurul axei, genereaza suprafata
laterald a cilindrului. In Figura 44 este reprezentati o cutie de carton cilindrica a carei
suprafatd este coloratd in rosu, iar bazele sunt hasurate.

Figura 44
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Decupand cercurile bazelor si tdind suprafata laterald de-a lungul unei
generatoare, suprafata cutiei poate fi desfasuratd pe un plan. (Vezi Figura 45.)

Desfasurarea suprafetei laterale este un dreptunghi avand o dimensiune egala cu
lungimea cercului bazei, iar cealaltd dimensiune egald cu generatoarea cilindrului.

v Descrierea conului circular drept

Elementele conului circular drept

in viata cotidiand, in naturd, in tehnicd, intdlnim obiecte care au formd de con, cum sunt: diverse vase, recipiente
(in formd de conuri cu varful in jos), palnii, acoperisurile unor turnuri, varfuri ale unor unelte, varfurile creioanelor
ascutite cu ascutitoarea; formele de relief numite conuri vulcanice au aproximativ forma de con.

Conul circular drept este un corp de rotatie. 14
In Figura 46, am reprezentat o suprafati trunghiulard V40 cu unghiul O de 90°. Daci
aceastd suprafatd se roteste in jurul dreptei VO, se obtine un con circular drept.

Vom pune in evidentd elementele unui con circular drept.

o Punctul V reprezinta varful conului;

o Prin rotirea suprafetei triunghiulare VAO in jurul catetei VO, segmentul OA
descrie discul de centru O si razd OA. Acest disc constituie baza conului circular drept; A

o Dreapta VO reprezinta axa conului (axa de rotatie); i

o Segmentul V4 si oricare dintre pozitiile ocupate de acest segment in cursul rotatiei
poartd numele de generatoare. Asadar, o generatoare a conului circular drept este un segment VM, unde M apartine
cercului bazei.

Figura 46

Conul circular drept este un corp de rotatie care se obtine prin rotirea unei suprafete triun-
ghiulare drepte 1n jurul unei catete.

v Desfisurarea conului circular drept

Reuniunea tuturor segmentelor VM, unde V este varful conului, iar punctul M este
mobil pe cercul bazei, formeaza suprafata laterala a conului.

Desfasurarea pe un plan a suprafetei laterale a unui con circular drept este un
sector circular a cdrui razd este generatoarea conului, iar lungimea arcului cores-
punzator sectorului este egala cu lungimea cercului bazei. (Vezi Figura 47.)

Figura 47

Tema pentru lucru in echipe
Dintr-o bucatd de carton, tdiati un sector circular, apoi prin indoire si lipire, confectionati un coif reprezentand
suprafata laterald a unui con circular drept.
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y Problema rezolvata

Pentru a urca de la parterul P al unui magazin la etajul £, se

foloseste o scard ,,in spirald ” ca in figurd. Dacd raza ,,casei

scarilor” este de 3 m si indltimea acesteia este de 6 m, iar distanta EE" =4 m,

calculati lungimea drumului PE parcurs de o persoana pe scari. (Vezi Figura 48.) P

Figura 48

Solutie Desfasurand pe un plan suprafata ,,casei scarilor”, se obtine un dreptunghi cu dimensiunile 6z m si 6 m.
Lungimea drumului parcurs de la parter la etaj este suma lungimilor segmentelor PP, si P/E. Avem

PP, = 36m*+16 si P|E = 97* +4 deci PP, + P{E=3{97* + 4 m. E

(Vezi Figura 49.)
P
P
Folosind un calculator, gasim ca lungimea drumului este de aproximativ ok
29 metri. P

Figura 49

1 Un cilindru circular drept are raza bazei R=4cm si generatoarea G = 10cm. Calculati aria desfasurarii
suprafetei laterale a cilidrului.

2 Un pahar cilindric are raza de 3 cm si generatoarea de 8 cm. O furnicd porneste dintr-un punct M al bazei

vasului, ocoleste o datd suprafata laterald a paharului si ajunge la baza superioard a paharului intr-un punct N
situat pe aceeasi generatoare cu punctul M. Aflati lungimea celui mai scurt drum posibil de la punctul M la
punctul N.

3 Un cilindru circular drept are aria bazei 36z cm? si generatoarea de 8 cm. Calculati aria desfasurarii laterale a
cilindrului.

G Un cilindru circular drept are raza bazei R =5 cm si aria desfasurarii laterale egald cu 807 cm?. Calculati
lungimea generatoarei cilindrului.

5 Desfasurarea suprafetei laterale a unui cilindru este un patrat cu latura 20z cm. Calculati ce lungime are
diametrul bazei cilindrului.

6 Dati exemple de corpuri din realitatea inconjuratoare care au forma de con.

1 Desfdasurarea suprafetei laterale a unui con circular drept este un sector de cerc cu raza R = 6 cm si unghiul de
120°. Calculati aria sectorului de cerc si raza bazei conului.

8 Un con circular drept are generatoarea G = 12 cm si raza bazei R = 9 cm. Calculati unghiul sectorului de arc
corespunzator desfasurarii suprafetei laterale a conului.
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Lectia 6. Paralelism: drepte paralele, unghiul a doua drepte

v Drepte paralele

Definit’:ie

Douad drepte sunt paralele dacd sunt coplanare si nu au puncte comune.

Stim cd relatia de paralelism in plan are urmdtoarele proprietati: relatia este simetricd (dacd a || b, atunci b || a)
si este tranzitivd (dacd a || bsi b | ¢, atuncia | c).

Proprietate Doua drepte distincte din spatiu paralele cu o a treia dreaptd sunt paralele intre ele.

Aplicatie Diagonalele unui paralelipiped dreptunghic sunt concurente.

Punctul de intersectie reprezintd mijlocul fiecarei diagonale.

Demonstratie Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped dreptunghic
(vezi Figura 50). Patrulaterele ABB’A’ si A’B’C’D’ fiind dreptunghiuri,
avemAB ||A'B ' siA'B" ||C'D',deci4B || C'D". O

De asemenea, AB=A B siA'B"'=C'D’, deci AB=C D". Rezultd |
cd ABC’D’ este paralelogram, prin urmare segmentele AC" si BD " se /
intersecteaza in mijlocul fiecaruia. Fie O, acest punct. . Figura 50

Se aratd analog ca patrulaterul ADC’B’ este paralelogram, deci A4 B
mijloacele diagonalelor sale coincid, adicd mijlocul lui B D coincide cu mijlocul O al lui AC", apoi ca patrulaterul
BCD’A’ este paralelogram, deci mijloacele diagonalelor sale coincid, adicd mijlocul lui C4 * coincide cu mijlocul O
al lui BD".

Observatie Din demonstratia anterioard deducem ci intersectia diagonalelor este centru de simetrie
al paralelipipedului dreptunghic.

v/ Miisura unghiului a dous drepte in spatiu

Cunoastem modul in care se defineste masura unghiului a doud drepte din plan.
Dacad dreptele sunt concurente, ele formeaza patru unghiuri, dintre care doud ascutite si doud obtuze, sau toate
patru, drepte. Masura unghiului celor doud drepte este masura unuia dintre unghiurile ascutite (sau drepte).
Daca dreptele sunt paralele sau coincid, masura unghiului lor este zero grade.
Ramane sa definim masura unghiului a doud drepte necoplanare.
In Figura 51 este reprezentati o prisma triunghiulara. 8"
Deoarece fetele laterale ABB’A’ si ACC’A’ sunt paralelograme, avem AB || A 'B " si Y
AC || 4°C". Deci unghiurile <BAC s1 <B’A’C’ sunt unghiuri cu laturile respectiv v
paralele.

Din faptul cd triunghiurile ABC si A’B’C’ sunt congruente (conform cazului
L.L.L.), rezulta <BAC= <B'A'C".

Fie A'B " semidreapta opusd semidreptei 4 'B". Unghiurile <BAC si <B"4'C’ 4
au de asemenea laturile respectiv paralele. Din faptul cda <{BAC=<{B'A’C’, iar
IB'A'C" si <B"A'C’ sunt suplementare, deducem cd unghiurile <BAC si
<{B”A C’ sunt suplementare.

Figura 51
C}
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(@

Teorema

Doua unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt congruente sau suplementare.

Mai precis, doud unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt:
congruente, daca sunt amandoud ascutite sau amandoua obtuze sau dacd unul dintre ele este drept;
suplementare, dacd unul este ascutit si celalalt obutz.

Dacd a si b sunt doud drepte necoplanare, le asociem doud drepte concurente, in felul urmator:

Algoritmul constructiei unghiului a doui drepte necoplanare
Printr-un punct oarecare O, ducem dreptele a” || a sib’ || b.
Prin definitie, masura unghiului format de dreptele a si b este masura unghiului dreptelor a’si b’.

Scrlema b=a’, b sau a, 1, b=a b (Vezi Figura 52 a).)

/ a) a b) 44
0

b b;

Figura 52

b

Astfel, dacd alegem pe dreapta a un punct 4 prin care ducem dreapta b || b, avem <(a, b) = <(a, b ).
(Vezi Figura 52 b).)

Observatii

1. Din teorema cu privire la unghiurile cu laturile respectiv paralele, rezultd cd masura unghiului
dreptelor @’ s1 b’ nu depinde de pozitia punctului O.

2. in probleme, pentru a pune in evidentd unghiul a doud drepte necoplanare a si b, este convenabil
ca printr-un punct al unei drepte sd ducem o paralela la cealalta.

De exemplu, dacd ABCA’B’C’ este o prisma dreaptd avand ca bazd un triunghi
echilateral, masura unghiului dreptelor AB si 4°C’ este masura unghiului ascutit format
de dreapta 4B cu paralela dusa prin 4 la A’C’, adicda <BAC = 60°. (Vezi Figura 53.)

4

Problema rezolvata

Fie ABCD un tetraedru regulat. M si N
sunt mijloacele muchiilor 4B si AC, iar P si O sunt

D
mijloacele muchiilor CD si BD. Identificati unghiurile
dreptelor: a) MN si CD; b) BN s1 CD;
¢) PM si NQ; d) AD si BC.

Demonstrati cd MNPQ este un pitrat si ci AD L BC. Figura 54
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Solutie a) Prin C este dusd paralela BC la MN. (Segmentul MN este linie mijlocie in triunghiul ABC). Rezulta ca
<U(MN, CD) = <BCD.
b) Se consideri S, mijlocul lui AD. Avem NS || CD, deci <(BN, CD) = <(BN, NS).
¢) Patrulaterul MNPQ este romb. Intr-adevir, MN || BC si PQ || BC. De asemenea, MN = PQ = %BC
(sunt linii mijlocii). Cum MQ = %AD si deoarece tetraedrul este regulat, obtinem MQ = MN. Prin urmare MP L NQ,
deci <(MP, NQ) = <MON, unde MP N\ MQ = {O}.
d) MQ || AD si MN || BC, deci <(BC, AD) = < OMN.
Am demonstrat ci MNPQ este romb; ardtim ci este de fapt patrat. Intr-adevir, triunghiurile PAB si NBD sunt

congruente (L.L.L.). Segmentele PM si NQ sunt mediane in aceste triunghiuri congruente, prin urmare vom avea
PM = NQ. Rombul MNPQ avand diagonalele congruente, este patrat. Din MN L MQ rezulta AD 1 BC.

— e  ihhnail i ii i ii i uniaa i nn i bI

1 Se considera cubul ABCDA’B’C’D’. Aflati masura unghiului dintre dreptele:

a) A4’ s1 DC; b) A4’ s1 BC’; c)AA siB’C’;

d)A’'Bsi DC’; e) BC’s1 AC; f)A’Bsi AC.
2 Piramida patrulaterd regulata VABCD, cu varful in V are toate muchiile congruente. Determinati mésurile

unghiurilor dintre dreptele:

a) VA si DC; b) VA 51 VC; c) VA si AC; d) VC si DB.

3 in paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’, AA* = DC=6,/3 c¢msi BC =6 cm. Aflati:
a) masura unghiului format de dreptele BC’ si AD;

b) masura unghiului format de dreptele DD’ s1 4’B;
¢) mdsura unghiului format de dreptele AC si 4'B’.

4 Piramida VABC este triunghiulara regulatd cu baza ABC, iar M si N sunt mijloacele muchiilor 4B respectiv
BC.Daci AB = 6cm si VA =32 cm, determinati masurile unghiurilor dintre dreptele:
a) VA si VG, b) AC si MN; c) MN i VC; d) VM si AC.

5 Prisma triunghiulari regulatdi ABCA’B’C’ are latura bazei AB = 6 cm si muchia laterald 44" =62 cm. Aflati
madsura unghiului dintre:

a) ACsiB'C’, b) AC si BB, c)A'B’si CC; d) A’B’ 51 AC; e)BCsiA'B’.
6 Prisma dreaptd ABCDA’B’C’D’ are baza ABCD un ptrat cu latura egald cu 8 cm si muchia laterald egalad cu
82 cm. Aflati masura unghiului format de dreptele:
a)ACsiB’C; b) A’C s1 AD; c)ACsiD’B’.
1 Prisma dreaptd ABCDEFA’B’C’D’E’F’ are ca bazd un hexagon regulat cu latura 4B de 10 cm si muchia

laterald A4 cu lungimea egali cu 103 cm. Aflati masura unghiului format de dreptele:
a) BC’si FE; b) CC’siA'F; c)AB st A'F’,
d)ABsi B'F; e) ABsi B’D’; f) FCsiB’E’.
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Lectial. Dreapta paralela cu un plan

Definit,:ie

O dreapti este paraleld cu un plan daci nu are puncte comune cu planul. in acest caz putem
spune si cd planul este paralel cu dreapta.

Planul a si dreapta d din Figura 55 a) indeplinesc conditia d N a = &, deci putem scrie d || a sau a || d.
Daca dreapta d nu este paraleld cu planul a, atunci avem urmatoarele pozitii:
a) Dreapta si planul au un singur punct comun. Spunem ca dreapta si planul sunt secante sau ca dreapta
,inteapd” planul. In Figura 55b), dNa={4}.
b) Daci doua puncte ale dreptei apartin unui plan, atunci dreapta este inclusi in plan. In Figura 55 c), avem

A, B € a,deci AB C a.

: X
é ) / / b)\4\ / ATIE_/ Figura 55

B A

v Teoreme de paralelism ‘

Asezam un caiet (notat cu ABCD in Figura 56), astfel incat latura CD si fie
inclusa in planul mesei (notat cu a). La intrebarea ,, Care este pozitia dreptei 4B/, c D /F igura 56
fata de planul a?”, rdspunsul nu este greu de intuit.

Exemplul precedent ne conduce sd formuldm o teoremd utild pentru demonstrarea paralelismului dintre o
dreapta si un plan.

Teorema 1

Dacd o dreapta d, nesituatd intr-un plan a, este paraleld cu o dreaptd b, inclusa in planul a,

atunci dreapta d este paralela cu planul a.

Ipoteza Concluzie d
d| b
bca d|a b
dZa L Figura 57

Demonstratie Dreptele paralele d si b determind un plan f. Presupunem cd d N o= D si fie dNa = {B}.
Cum Bedsidcf, rezultd B e f. Punctul B apartine planelor a si 5, deci apartine intersectiei acestora, adicd
dreptei b. Am obtinut cd dreptele d si b au un punct comun B, ceea ce contrazice ipoteza. Presupunerea ci
dNa+ D este falsa, deci d | a.
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Observatie Reciproca teoremei 1 de

a
paralelism nu este adevarata, adica:
daca o dreaptd este paraleld cu un plan, Figura 58
nu rezultd ca dreapta este paralela cu . b

orice dreapta din plan, dupa cum se poate
observa din Figura 58 a | a, b < a, dar a }f b (dreptele a si b sunt necoplanare).

Problema rezolvata
Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped dreptunghic (vezi Figura 59). Demonstrati cd 4’C’ este para-

leld cu planul (4BC). D’ C’
Solutie Din AA" || BB si BB || CC ', rezulticd A4 | CC", (1).
Din A4 =BB si BB = CC ', rezulti cd 44 = CC", (2). A'(— B’
Din (1) si (2) obtinem c¢d ACC’A4’ este paralelogram, prin urmare 4 'C" || AC. 3
Deoarece AC este inclusd in planul ABC, obtinem A 'C" || (4BC). D
A — B Figuras9

Teorema?2

Daci printr-o dreapta paraleld cu un plan ducem un plan care intersecteaza planul dat, atunci
dreapta de intersectie este paraleld cu dreapta data.

Ipoteza Concluzie
dlla blld \
dcp \ . Figura 60
anp=>b
\8 &

Demonstratie Presupunem ca dreptele d si b nu sunt paralele. Fiind coplanare, ele au un punct comun B, punct
care apartine att dreptei d, cat si planului a, ceea ce contrazice ipoteza. Presupunerea cd d si b nu sunt paralele este
falsa, deci b | d.

Observatie Planul f din teorema 2 poate fi determinat de d si de un punct oarecare P € a. Aplicand
teorema 2, obtinem ca dreapta de intersectie a planului f cu planul a trece prin P si este paraleld cu
d. Pe de alta parte, prin P putem construi la d o singura paraleld. Astfel putem formula o teorema
echivalentd cu teorema 2, utila in aplicatii.

Aceasta are urmatorul enunt:

Teorema 3

Dacad o dreaptd este paraleld cu un plan si printr-un punct al planului ducem o paraleld la dreapta

data, aceastd paralela este continutd in planul dat.
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Problema rezolvata

. . : . Fi 1
Fie ABCD, un tetraedru si punctele M, N, P situate respectiv pe 'gura 6
muchiile 4B, AC si AD, astfel incat MN || BC si NP || CD (vezi Figura 61). M P
a) Demonstrati ca MP || (BCD).
b) Determinati intersectia planelor (MPC) si (BCD).
Solutie a) Conform teoremei lui Thales, din MN || BC rezulta 1;\1/[_]\; = ﬁ—g, iardin B D
« AN _ AP AM _ AP
NP || CD rezulta <=~ NC= PD Deducem ca MB = PD de unde conform reciprocei .
teoremei lui Thales, rezultd MP || BD, deci MP || (BCD). C

b) Cum planul (MPC) contine dreapta MP paraleld cu planul (BCD) si cele

doud plane au in comun punctul C, rezulta ca intersectia lor este dreapta a care trece prin C si este paraleld cu MP,
deci si cu BD.

1 Dacda ABCDA’B’C’D’ este un cub, precizati 6 VABCD este o piramida patrulaterd regulatd de

pozitiile relative ale urmitoarelor perechi de varf V, O este centrul bazei, iar M este mijlocul
drepte: a) BB'si DD, b) AC’si DD’; muchiei VA. Aratati cd:  a) MO || (VDC);
c)ACsiA’C; d)BCsiA’D’; b) MO || (VBC); ¢) VC || (MBD).
e)ACsiD’B’; f)BC’s1AD’; 1 ) . o
g) AB si AD; h) AC'si DB. Triunghiul ABC are latura BC continutd intr-un
plan a, iar punctul 4 nu apartine planului. Dacd M
2 v4BC este un tetracdru, si N sunt puncte pe laturile 4B si respectiv AC,
a) Gasiti toate muchiile care sunt concurente cu VA, astfel incat:
b) Gasiti toate perechile de muchii necoplanare. a) AM =2cm, MB=4cm, AN=3cm,

NC = 6 cm, ardtati ca MN || a;

b) AM=2cm, MB=4cm, jjg é, aratati ca

MN intersecteaza planul a.

3 Se considerd prisma triunghiulard regulatd

ABCA’B’C’, M este mijlocul lui AB si N este
mijlocul lui AC. Precizati pozitia relativd a

urmét?ar_elor ?erechi de drepte: ’ a) A4 s B'C”; 8 sc considera paralelogramul ABCD de centru O si

3) ‘é‘éSI Zg ’ ©) ’é‘éa A]\/f[]]\\]; M un punct exterior planului paralelogramului.
) , LA ©) , ’51' ’ Daca N este mijlocul lui MA, ardtati ca:

) CC’ 51 AC; g) B'C’ si MN.

a) MC || (NBD); b) NO || (BMC); ¢)NO Jf (BMD).
4 Fie tetraedrul ABCD. Daca M, N, P, Q sunt

mijloacele segmentelordB, BC, CD si respectiv
AD, ardtati ca M, N, P, Q sunt puncte coplanare.

9 In triunghiul ABC, <4 =90°, AB=9cm, BC =
=15cm. Fie M pe segmentul 4B, astfel incat
BM=6cm si N pe segmentul AC, astfel incat
5 Se considera ABCDA’B’C’D’ o prisma patrula- MN=5cm. Dacd BCCa si 4 € a, stabiliti poz-
fer regulata. Stabiliti: itia dreptei MN fatd de planul a.
a) pozitiile dreptei AB fatd de planele
(DCD’), (DCA), (DD’A’), (DD’B), (A'B’A);
b) pozitiile dreptei AC fatd de planele (4DB),
(DBD"), (BB’C), (DCD’), (DBB’), (A’B’D").

'|0 VABC este o piramidd triunghiulard regulata de
varf V. Daca BM L VA, M€ VA, BNLVC,
N € VC, ardtati ca:
a) MN || (4BC); b) AC || (MNB).
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11 Daca ABCDA’B’C’D’ este o prisma patrulaterd
regulatd, precizati pozitia relativd a urmaitoa-
relor perechi de drepte: a) AC’ si C4;

b) AC’si BC; ¢)AC’siA’D; d)A’DsiB’C;
e)A'DsiBC’; f)ACsiBD; g)ACsiD'B’.

'|Z Se considera piramida patrulatera regulata

VABCD, M este mijlocul lui VB si N este mijlo-
cul lui VC.

a) Ardtati cd punctele 4, D, M, N sunt coplanare.
b) Stabiliti pozitia relativa a dreptelor AD si VB,
AD siBC, AB si VA, VD si AC, AC si VA, MN si
VB.

13 ABCA’B’C’ este o prisma triunghiulara regulatd

cu baza ABC. Stabiliti pozitiile dreptei 44~ fata
de planele (4BC), (CBB’), (ABB’), (BCA’).

llll in tetraedrul ABCD, punctele M, N, P, Q sunt

mijloacele muchiilor 4B, BC, CA si respectiv
AD. Aritati ci: a) MN || (4DC);
b) BC || (MOP); ¢) BD || (MNQ).

15 In tetraedrul VABC, G, este centrul de greutate

al fetei VAB si G, este centrul de greutate al
fetei VAC. Aridtati ca GG, || (4BC).

16 Daca VABCD este o piramida patrulatera regu-
latd cu toate muchiile congruente si M apartine
muchiei VA cu OM 1 VA, {O}=ACNBD,
stabiliti pozitia dreptei MP fatd de planele
(VDC) si (VBC).

11 Fie ABCD un tetraedru, £ mijlocul muchiei 4C,
iar F proiectia ortogonald a varfului 4 pe bisec-
toarea exterioard a unghiului 4DB. Demonstrati
ca EF este paralela cu planul (BCD).

18 In piramida triunghiulara MATE, de varf M, cu
TA=TE, se considerd: TB bisectoarea un-

ghiului MTA si TC bisectoarea unghiului MTE.
Demonstrati ci BC || (ATE).

19 Patratele ABCD si CDEF au latura CD comuna
si sunt situate 1n plane diferite. Demonstrati ca:
a) AB || (CDE);
b) AE || (BCF),
¢) BF || (ACE).

20 Fic cubul ABCDA'B C'D', 0 centrul fetei ABCD
s1 O centrul fetei 4 B'C'D".
Demonstrati ca:
a) 00" || (CDD"); b) A0 || (BC D).

ZI Fie tetraedrul ABCD si punctele M, E, F situate pe
muchiile 4B, AC, respectiv AD, astfel incat

- AE _ AF
ME || BCst AC =AD"
Demonstrati ca:
a) ME || (BCD); b) CD || (BEF).

ZZ Fie planul a si punctele M,P,Q, astfel incat
P,QeasiM ¢ a.Stiind ca E € MP, ME =2 cm,
EP=5cm, Fe MO, MF=4cm, FQ=xcm si

EF || a, calculati x.

23 Fie SABCD o piramida patrulaterd regulatd cu
toate muchiile egale. Notam cu O centrul bazei
ABCD, M mijlocul muchiei SC si N mijlocul
muchiei SD. Demonstrati ca:

a) OM | (S4AD);, b) MN || (4BC);
¢) ON || (SBA); d) ON || (SBM).

le- Fie cubul ABCDA'B'C'D’, O; centrul fetei
ABCD, O, centrul fetei ADD A ".

Demonstrati ca:
a) 0,0, || (C'D'D); b) 0,0, | (4'BC").

25 In paralelipipedul dreptunghic ABCDA B C'D’
se noteazd cu £ mijlocul muchiei C'D"sicu F
centrul fete1 ADD A ".

a) Stabiliti pozitia dreptei BB~ fatd de planul
(acc).
b) Stabiliti pozitia dreptei EF fatd de planul
(4BC").

26 Fie ABCD un tetraedru regulat, R mijlocul mu-
chiei AD, § mijlocul muchiei BD. $tiind cd RP
este bisectoarea unghiului BRC, P e BC, de-
monstrati ca:

a)RS || (ABC);  b) CD || (PRS).

21 Fie prisma triunghiulara regulata 4ABCA'B'C’,0O
centrul fetei BCC B, iar M mijlocul muchiei
AB. Demonstrati ca:

a) OM | (ACC");  b)AC | (OMC).
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Lectia 8. Plane paralele

v Pozitii relative a doui plane

e Daca doud plane au in comun trei puncte necoliniare, atunci ele coincid
(conform axiomei 44). Spunem ca planele sunt confundate, identice sau coin-
cidente (vezi Figura 62).

a B
Figura 62
Figura 63 ¢
o Daca douad plane diferite au in comun un punct, atunci ele au o dreaptd comuna.
In acest caz spunem ci planele sunt secante (vezi Figura 63).
. / a N f=d- plane secante.
\V

Definit,:ie

Doua plane care nu au niciun punct comun se numesc plane paralele.
Exemplu Plafonul si podeaua unei camere sunt plane paralele. E
in Figura 64 am reprezentat dou plane paralele a si /3.
A = si scri :
vem a N f siscriema || S E Figura 64
v Teoreme de paralelism; proprietiti

Urmadtoarea teorema demonstreazd existenta planelor paralele.

Teorema 1

Daca printr-un punct exterior unui plan se duc doud drepte paralele cu doua drepte concurente

continute n acel plan, aceste drepte determind un plan paralel cu planul dat.

Ipotezi Concluzie
anb={0}
allp (a,b)|p D

blip

Demonstratie Presupunem ca planul (a, b) nu este paralel cu planul . Aceste plane nu coincid, pentru ca planul
(a,b) contine dreapta a, in timp ce planul § nu o contine. Deci planele (a,b) si § sunt secante; fie d, dreapta lor
comund. Dreapta d poate fi paraleld cel mult cu una din dreptele a sau b (altfel, prin punctul O ar trece doua drepte
paralele cu d, ceea ce este absurd). Deci d intersecteaza cel putin una din dreptele a sau b. Daca d intersecteaza
dreapta a in 4, atunci punctul 4 apartine in acelasi timp dreptei a si planului f8, ceea ce contrazice ipoteza. Analog
se ajunge la contradictie daca presupunem cd dreapta d intersecteaza dreapta b. Contradictia obtinutd dovedeste cd
(a,b)|| B (vezi Figura 65).

Figura 65
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Tema pentru lucru in echipe Aritati ci planele bazelor unei prisme triunghiulare drepte sunt paralele.
Rationamentul este analog pentru o prisma dreapta care are ca baza un poligon oarecare.

Retine!
Planele bazelor unei prisme drepte sunt paralele.

Din teorema 1, deducem modalitatea de constructie a unui plan care trece printr-un punct dat si este paralel cu un
plan dat. Se poate demonstra ca acest plan este unic. Deci are loc:

Proprietatea 1. Printr-un punct exterior unui plan se poate duce un singur plan paralel cu planul dat.

In cele ce urmeaza, enuntdm alte cateva proprietati de paralelism, utile in rezolvarea problemelor.

Proprietatea 2. Daca doud plane sunt paralele, atunci orice dreapta dintr-un plan
este paralela cu celalalt plan (vezi Figura 66).

)

Proprietatea 3. Intersectiile a doud plane paralele cu un al treilea plan, sunt doua
drepte paralele (vezi Figura 67).

Proprietatea 4. Doua plane distincte, paralele cu un al treilea plan sunt paralele

intre ele (vezi Figura 68). E
4 Fiewass
Tema pentru lucru in echipe E

Cautati exemple din realitatea inconjurdtoare care sa constituie modele pentru aceste proprietiti. Folosind
notatiile din figurile corespunzitoare, exprimati enuntul fiecareia dintre proprietitile 2-4 in limbaj matematic,
scriind ipoteza si concluzia. Folosind metoda reducerii la absurd, demonstrati proprietitile 2,3 si 4.

Teorema 2

Doud plane paralele care intersecteazd doud drepte paralele determind pe acestea segmente
congruente.

Ipoteza Concluzie
allp AB=CD
dilld>

diNna={A4},d,Np={B}
d:Na={C},dNp={D}

Demonstratie Planul (d, d,) intersecteaza planele a si f dupd dreptele paralele AC si BD. Deoarece din ipoteza
avem si AB||CD, rezultd cd ABCD este paralelogram, deci AB = CD.

Figura 69
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c\al |

w

. T Problemd rezolvatd

Demonstrati ca trei plane paralele determind pe doud secante seg-
mente proportionale.
Solutie Consideram trei plane paralele a, f5,y si dreptele a, b care le intersecteazd

in punctele 4, B, C, respectiv A',B’,C’(vezi Figura 70). Prin punctul 4, ducem /

dreapta c paraleld cu b care intersecteazd planele f si y in punctele B "’si C . Planul
(a, ¢) intersecteaza planele f si y dupa dreptele paralele BB " si CC.

AABB BBg Cum AB"=A4'BsiB"C"=B'C’,

J
/

\

Din teorema lui Thales, avem

5 AB _ _BC_
4B TBC

Figura 70

Proprietatea pe care am demonstrat-o in problema de mai sus este cunoscutd sub numele de teorema lui Thales
in spatiu.

1 Inchipuiti-va cele 6 plane ce formeazi clasa in 6 ABCDEFA’B’C’D’E’F’ este o prisma hexagonala.

care Invatati (cei 4 pereti, tavanul si podeaua). Arétati ca:
a) Precizati toate perechile de plane paralele. a) (BCB') || (FEE);
b) Precizati toate planele care sunt secante cu b)(BDD") | (AEE");  ¢)(4DD") || (BCC").

planul tavanului.

2 ABCA’B’C’ este o prisma triunghiulara regulata 1 Fie ABCDA’B’C’D’ un cub. Stabiliti valoarea de
cu baza ABC. Aratati cd (4BC) || (4 B'C"). adevir a urmitoarelor propozitii:
a) (ABC) |4 B'D");

.. N b) (ABC)N(ADD ") = A4
baza ABC. A’, B’, C’ sunt mijloacele muchiilor ¢) (ABC)N(ADD ") = AD;

laterale DA, DB si DC. d)(4BB")=(4 "B A);

Ardtati ca (4 'B'C") || (4BC). e)(ACC))NU'BC)=4'C;
4 ABCA’B’C’ este o prisma triunghiulara regulata, b (él])) D b)) I (5; BCCC)1)5

iar M, N, P sunt mijloacele laturilor 4 'C", A4" ) B '

si respectiv BB . 8 Paralelogramul ABCD si triunghiul ADE sunt
a) Aritati ca (MNP) || (C 4B).
b) Daca {Q} =(MNP) N C'B’, aratati ci Q
este mijlocul lui C'B".

3 Fie ABCD o piramida triunghiulard regulatd cu

situate in plane diferite. Dacd notdim cu M si N
mijloacele laturilor AE siDE, iar O este centrul
paralelogramului, aratati cd (MNO) || (BEC).

5 VABCD este o piramidd patrulaterd regulatd cu 9 Fie ABCD un tetracdru regulat si Me AD,
baza ABCD. Punctele M e VA, Ne VB, P € VC, Ne BD si P e CD, astfel incét

YM 3 VN _3 .VC 1
astfel incat —— —————s1——— MA_L M_l PD _2
MA 4 VB PC 4 MD =2 BD-3%DC~3

a) Aritati ca (MNP) || (DCB). a) Aritati ca (MNP) || (4BC).

b) Daca {Q} = (MNP)N VD si AB=70cm, b) Dac AB = 10 cm, aflati aria triunghiului MNP.
calculati Aynpo.
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TEST DE AUTOEVALUARE

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu
SUBIECTUL T - Pe foaia de rezolvare scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)

5p Daca dreapta d este paralela cu planul a, atuncidNa=. ..

5p Daca MNPQRS este o prisma triunghiulard regulata, atunci dreapta MQ si planul (NPR) sunt . . .
5p in cubul ALGEBRIC, planele (4LG) i (BRI) sunt . . .

5p in paralelipipedul dreptunghic ABCD A,B,C,D;, o pereche de drepte paralele este formata din dreptele
RS

5p Valoarea de adevdr a propozitiei: ,,Dacd o dreaptd este paraleld cu un plan, atunci ea este paraleld cu
orice dreapta din acest plan " este . . .

5p Daci d, || ds sid, || ds, atunci . . . sau . ..

SUBIECTUL al II-lea - Precizati litera corespunzatoare raspunsului corect. (30 de puncte)

5p Triunghiul 4BC are latura AB inclusd in planul a si C ¢ a. Dacd M se afld pe latura AC, ,;‘1/[_% =3,Nse

afla pe latura BC, % =x st MN || a, atunci valoarea lui x este:

A3 B. § C. D. 4
5p Daca ABCD este un tetraedru regulat, £ mijlocul muchiei 4B, F mijlocul muchiei AC, atunci unghiul
dintre dreptele EF si CD are masura de:

A. 90° B. 45° C. 30° D. 60°
5p in cubul ABCDA B’ C D’ unghiul dintre dreptele AD si BC™ are misura de:
A. 45° B. 90° C. 60° D. 30°
5p Fie 4,B, C,D patru puncte necoplanare si punctele M, N, P situate pe muchiile AD, BD respectiv CD
astfel incat: % =0,(3), % =0,25si g—g = 3. Atunci planele (4BC) si (MNP):
A. coincid B. sunt paralele C. au o dreaptd comunda  D. au un punct comun
5p @ Daca ABCD si CDEF sunt doud paralelograme situate in plane diferite, atunci dreptele AB si EF:
A. coincid B. sunt paralele C. sunt necoplanare D. sunt concurente

5p Piramida patrulaterd regulatd SPION cu varful S are toate muchiile congruente. Unghiul dintre dreptele
SO s1 IP are masura de:

A. 60° B. 30° C. 45° D. 90°

SUBIECTUL al IlI-lea - Pe foaia de rezolvare scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)

in piramida triunghiulard regulatd V4BC, cu varful ¥, notim cu G, centrul de greutate al triunghiului
VAB si cu G, centrul de greutate al triunghiului VBC.

10p a) Demonstrati ci G,G, || (4BC).
10p b) Stiind ca GG, = 12 cm, calculati perimetrul triunghiului 4BC.
10p ¢) Stiind ca AB = VA = 36 cm, calculati sinusul unghiului dintre dreptele 4G, si CG,.

-Mm -
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Lectia 9. Aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpuri
geometrice studiate

v/ Sectiuni paralele cu baza in prisma . C’

Fie o prisma patrulaterd dreapti ABCDA B'C'D’ si un plan a paralel cu bazele  ~ \p’
care intersecteazd muchiile laterale A4A4°,BB’,CC" si DD’, respectiv in M, N, P, Q. Q: - /’,j?
Spunem ca patrulaterul MNPQ reprezinta sectiunea determinatd in prisma de planul a. p IP \\
(Vezi Figura 71) ‘a N

Planul ABB'A" intersecteaza planele paralele a si (4BC) dupa dreptele paralele MN si M 1y
AB. Cum avem si AM || BN, patrulaterul ABMN este paralelogram, deci 4B = MN. La fel y
se arati ci celelalte laturi ale patrulaterului MNPQ sunt congruente si paralelele cu 4———————
laturile patrulaterului 4ABCD. Patrulaterele ABCD si MNPQ au unghiurile respectiv
congruente, ca unghiuri cu laturile respectiv paralele. Rationamentul rdmane valabil daca in locul unei prisme
patrulatere drepte consideram o prisma dreaptd, avand ca baza un poligon oarecare.

Spunem cd doud poligoane sunt congruente daca au laturile respectiv congruente si unghiurile corespunzitoare
congruente.

Figura7l

Retine!
O sectiune paraleld cu baza unei prisme este un poligon congruent cu poligonul bazei.

v/ Sectiuni paralele cu baza in piramidi

Consideram o piramida patrulaterd VABCD si un plan a paralel cu planul (4BC) care 1%
intersecteazd muchiile laterale VA, VB, VC, VD respectivin M, N, P si . Spunem cd
patrulaterul MNPQ reprezinta sectiunea determinata in piramida de planul a.

(Vezi Figura 72)

Planul (VAB) intersecteazd planele paralele a si (4BC) dupa dreptele paralele MN si

AB. Din teorema fundamentald a aseménarii, avem AVMN ~ AVAB, de unde % = %

— = 2,

y 0

2o 1
y O 0000%
y ™

Analog din MQ || AD obtinem V4 = AD = VD" Din QP || DCsi PN || CB avem in

MN _ NP _ PO _ OM Figura72

fimal %/ =BC =D =AD"

In plus, unghiurile patrulaterului MNPQ sunt congruente cu ale patrulaterului 4BCD, ca unghiuri cu laturile
respectiv paralele.

Rationamentul ramane valabil daca, in locul unei piramide patrulatere, consideram o piramida avand ca baza un
poligon oarecare.

B

Retine!
O sectiune paralela cu baza unei piramide este un poligon asemenea cu poligonul bazei.
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v Trunchiul de piramidi

Un plan care intersecteazd muchiile unei piramide si este paralel cu baza acesteia o imparte n doud poliedre.

Unul dintre poliedre este piramida care are varful comun cu piramida datd si ca baza
poligonul de sectiune. Celalalt corp va fi numit in continuare trunchi de piramidd.
Astfel, In Figura 73 ABCMNP este un trunchi de piramida. Poligoanele ABC si MNP
reprezintd bazele trunchiului de piramida (4BC este baza mare, MNP este baza micd),
iar ABNM, BCPN, si ACPM sunt fetele laterale ale trunchiului de piramida.

Bazele trunchiului de piramidd sunt doud poligoane
Figura74 /7/" E?\ asemenea situate in plane paralele, iar fetele laterale ale
/! trunchiului de piramida sunt trapeze.

de piramida regulata.

Problema rezolvata

Piramida VABC triunghiulara regulata cu latura bazei egald cu
2 c¢cm se sectioneazd cu un plan a paralel cu baza ABC ce trece prin mijlocul

A N

Figura3

Denumirea trunchiului de piramidd este dati de numarul laturilor poligoanelor
bazei. Astfel, vorbim de trunchi de piramida triunghiulara, patrulatera etc.
Un trunchi de piramidd care provine dintr-o piramidd regulatd se numeste trunchi

Astfel in Figura 74 am reprezentat un trunchi de piramida hexagonala regulata.

Figura75

muchiei laterale V4 dupa un triunghi 4’B’C’. Aflati perimetrul triunghiului 4A'B’C’
(vezi Figura 75).

Solutie Din aseminare avem % = A/l—g = % _4 2B ’ ,rezultd A°B° =1cm,

deunde @, .5.c- =3 cm.

v/ Trunchiul de con

Un plan care intersecteazd un con circular drept si este paralel cu baza acestuia imparte
conul In doud corpuri: un con circular drept care are varful comun cu conul initial si ca
bazi discul de sectiune si celalalt corp care va fi numit in continuare trunchi de con. Astfel
in Figura 76 ABB’A’ este un trunchi de con, iar conurile VAB si VA’'B’ se numesc conuri
asemenea.

Problemd rezolvatd
Sectiondm un con circular drept din lemn printr-o tdieturd paraleld cu
baza, dusd prin mijlocul unei generatoare. Stiind ca aria discului de
sectiune este egald cu 647 cm?, calculati lungimea discului de cerc care reprezintd baza
conului initial. (Vezi Figura 77.)

Solutie Fie R raza bazei conului si R’ raza sectiunii. Din ipoteza 7R ? = 647 deci

R’=8 cm. Din aseminare % = %, de unde R=16cm.
Lungimea discului de cerc care reprezintd baza conului este 2nR = 327 cm.

-Nn3 -
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1 ABCDA’B’C’D’ este o prisma patrulaterd regulati cu baza ABCD, AB=2.2 cm si M este mijlocul lui 44 ".

Un plan a ce trece prin M si este paralel cu ABCD sectioneaza prisma.
a) Desenati sectiunea pe care o face a in prisma.
b) Aflati aria si perimetrul poligonului de sectiune.

2 Piramida VABC se sectioneazd cu un plan a paralel cu baza ABC, obtindndu-se ca sectiune triunghiul MNP

Psc
cu Pynp = B

a) Desenati sectiunea MNP.
b) Ardtati cd a trece prin mijlocul muchiei laterale.

3 VABCD este o piramida patrulaterd regulati cu latura bazei egald cu 10,2 cm. Punctul M € V4 astfel incat

VM = %VA. Un plan a ce trece prin M intersecteazd piramida dupd patrulaterul MNPQ. Calculati aria si

perimetrul patrulaterului MNPQ.

4 Desenati:

a) un trunchi de piramida triunghiulara regulata in care latura bazei mici reprezintd jumatate din latura bazei
mari;

b) un trunchi de piramida patrulatera regulata in care latura bazei mici reprezinta 5 3 dm latura bazei mari.

5 ABCA’B’C’ este o prisma triunghiulara dreaptd, M un punct pe segmentul A4 ’astfel incat %’44 —% Un plan

a ce trece prin M si este paralel cu (4BC) intersecteazd prisma dupd triunghiul MNP,
N apartine muchiei BB 'si Papartine muchiei CC .
a) Desenati intersectia lui a cu prisma.

NB® PC
b) Calculati valoarea rapoartelor NB s cC

6 VABC este o piramida triunghiulard regulatd cu varful V. Piramida se sectioneazd cu un plan a paralel cu

(4BC) dus prin mijlocul muchiei VA. Se obtine ca sectiune un triunghi cu perimetrul egal cu 12 cm.
a) Desenati sectiunea in piramida.
b) Aflati aria bazei piramidei.

1 Fie VABC o piramida cu vérful V. Sectiondm piramida cu un plan paralel cu (4BC), dus prin punctul 4" situat
pe muchia VA, care intersecteazd muchiile VB, V'Cin punctele B, respectiv C'. Stiind ca raportul ariilor
triunghiurilor 4'B"C" si ABC este egal cu % s1iAB =24 cm, calculati 4 B".

8 Tetracdrul regulat ABCD se sectioneaza cu planul (MNP), paralel cu planul (BCD), M € AB, N AC, P e

€ AD. Stiind cd j ol 41‘ ,calculati raportul dintre aria triunghiului MNP si aria triunghiului BCD.

9 Un con circular drept cu R = 10 cm este sectionat cu un plan paralel cu baza, care trece prin mijlocul unei
generatoare. Calculati aria sectiunii.
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Lectia 10. Perpendicularitate: drepte perpendiculare,
dreapta perpendiculara pe un plan

Din clasele anterioare stim cd in plan doud drepte sunt perpendiculare dacd unghiul celor doud drepte este un
unghi drept. Aceastd definitie se extinde in mod firesc si pentru doud drepte in spatiu.

Definii,:ie

Dacd a si b sunt doud drepte din spatiu, spunem cd dreapta a este perpendiculard pe dreapta b
daca unghiul acestor drepte este drept.

D’ ’
Exemplu Daca ABCDA’B’C’D’ este un cub, atunci 4 'B’ L AD pentru ca ‘
A’'B’, AD = <DAB =90" (vezi Figura 78). S — B
Analog C'D" L BC, B'C’ L AB etc. i Figura 78
D---eeee- e
A B
v’ Dreapta perpendiculari pe un plan Figura79 dreapta balamalelor
O usd are forma unui dreptunghi, latura inferioard este /‘.\
perpendiculard pe dreapta determinata de balamale. Pentru orice
pozitie a usii, dreapta balamalelor este perpendiculard pe usd

marginea de jos a usii (vezi Figura 79).
Acest exemplu aratd existenta unei drepte perpendiculare pe
toate dreptele continute intr-un plan. Spunem ca dreapta AN

determinatd de balamalele usii este perpendiculard pe planul - -
podelei. podea

Definit’:ie

O dreaptid este perpendiculard pe un plan daca este perpendiculara pe toate dreptele continute in
acel plan.

Observatii.

1. Daca o dreapta este perpendiculara pe un plan, atunci ea ,,infeapd” planul.

2. Daca o dreapta este perpendiculard pe un plan, atunci orice dreaptd paralela cu dreapta data este
perpendiculara pe plan.

Conform definitiei, pentru a demonstra cd o dreaptd este perpendiculard pe un plan, ar trebui sa dovedim ca ea

este perpendiculara pe foate dreptele planului. Vom demonstra insa o teorema care furnizeaza o metoda mai simpla
prin care putem stabili faptul cd o dreapta este perpendiculara pe un plan.
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(@

Teorema (Criteriul de perpendicularitate)

O dreapti este perpendiculard pe un plan daca si numai daca este perpendiculara pe doud drepte

concurente continute in acel plan.

Suficienta:

Ipotezia Concluzie

dla Figura 80

dLib
a si b sunt concurente diLp

acpf Jij
bcp

Demonstratie Fie O, intersectia dreptei d cu planul f. Trebuie sa demonstram ca dreapta d este perpendiculara pe
orice dreapta ¢ din planul f. Dacd dreapta ¢ este paralela cu una dintre dreptele a sau b, atunci afirmatia este
evidentd.

Putem presupune ca dreptele a, b, ¢ trec prin punctul O (in caz contrar, consideram paralele la aceste drepte, care
sa treacd prin O).

Fie punctul P € d si punctele 4 € a si B € b, astfel incat dreapta ¢ sd intersecteze segmentul 4B. Notdm cu C
punctul de intersectie. Notdm cu A’ si B’ simetricele punctelor 4 si B fatd de O. Rezultd cd ABA'B’ este
paralelogram, iar O este centrul sau de simetrie. Inseamna ci simetricul C” al lui C fatd de O apartine segmentului
A'B’; segmentele AC si A 'C, fiind simetrice fatd de O, sunt congruente.

Cum dreapta d este mediatoarea segmentului 44°, avem PA = PA’. Analog, PB=PB’. Deoarece avem si
AB=A'B’ (laturi opuse 1n paralelogram), deducem ca APAB=APA B’ (L.L.L.).

In consecinti <{PAC= <PA 'C" si, de aici, APAC=APA 'C" (L.U.L.). Rezultd ci PC=PC". In triunghiul
isoscel PCC’, PO este mediand, deci este si indltime, adicd d L c.

Cum dreapta c este oarecare, rezultd ca d L f.

Necesitatea:
In mod evident dacd o dreaptd este perpendiculard pe un plan, deci pe toate dreptele continute in plan, este
perpendiculara pe orice doud drepte concurente din plan. o

Aplicatii
1. Fie ABCA’B’C’, o prisma triunghiulard dreaptd. ABB’A’ si ACC’A’ sunt 4
dreptunghiuri, deci 44 este perpendiculard pe dreptele concurente AB si AC. De aici
rezultd cd A4 1L (ABC) (vezi Figura 81).

Figura 81

B

Rationamentul de mai sus se poate aplica pentru muchiile laterale ale oricarei prisme drepte.

Retine!
———
Muchiile laterale ale unei prisme drepte sunt perpendiculare pe planul bazei.
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2. Consideram un paralelipiped dreptunghic ABCDA’B’C’D’ cu dimensiunile
a=AB, b=BC si c= AA (vezi Figura 82). Ne propunem si calculim lungimea d a

diagonalei AC".

Cum CC’ L (ABCD), rezultd CC" L AC, deci AC? =AC?* +CC? =a*+b> + 2.

Rezulti d = Va* +b* +c?.

D’ C’
A -
i ) Figura 82
D/,L/’/”::Z == C
4 B

Retine!

Diagonala paralelipipedului dreptunghic de dimensiuni a, b, ¢ este:

d=Ja?>+b*+c?

Putem enunta alte doud proprietati utile in legdturd cu notiunea de dreaptd perpendiculard pe un plan.

Proprietatea 1. Dacd o dreaptd este perpendiculard pe un plan, atunci este perpen-
diculara pe orice plan paralel cu acesta. (Vezi Figura 83.)

F

A

Figura 83

g

Proprietatea 2. a) Doua plane perpendiculare pe aceeasi dreaptd sunt paralele.

(Vezi Figura 83.)

b) Doua drepte perpendiculare pe acelasi plan sunt paralele.

(Vezi Figura 84.)

Figura 84

1 in paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’,
indicati pe ce fete este perpendiculard dreapta:
a)BB’;  b)A’B; c)A'B’.
2 Se considera prisma ABCDA’B’C’D’, avand ca

baza patratul ABCD. Aratati ca:
a) AA" 1 (4BC); b)BCL(DCD);
¢) AD L(DCD"); d) BD L(ACC"); ¢) AC L(DBB").

3 Se considera perpendiculara AD pe planul triun-

ghiului dreptunghic ABC cu AB=6cm, BC =
=10cm, <<BAC=90°. Daca AD = 6 cm, calcu-
lati BD, DC si DM, unde M este mijlocul lui BC.

& Dreptunghiul ABCD are AB=16cmsi AD =

=15cm. Dacd AM 1 (ABC), AM = 5cm, calcu-
lati MB, MC, MD.

5 4BCD este un romb cu 4B = 18cm si <B=

=120°. Dacd AM L (ABC), AM =62 cm,
calculati MB, MC, MD.

6 In prisma triunghiulard regulati ABCA'B’C’, M
este mijlocul lui BC, AB=4cmsi 44" = 2J/3 cm.
Calculati 4°M.

1 Pe planul hexagonului regulat ABCDEF cu lun-

gimea laturii egald cu 6 cm se ridica perpendi-
culara 4M, astfel incat AM =6 cm. Calculati MB,
MC, MD, MP unde {P} =FD N CE.

8 Se considerd cubul ABCDA’B’C’D’. Daca O este

centrul fetei ADD’A’, M este mijlocul laturii BC si
AB = 6cm, calculati 4°C, A’M, OM, OC".

9 Pe planul triunghiului dreptunghic isoscel ABC cu

ipotenuza BC, de lungime 4,2 cm, se ridica per-
pendiculara AM. Dacd MB = 6 cm, calculati AM.

'|0 Pentru ca o dreaptd sa fie perpendiculard pe un

plan este suficient sid fie perpendiculara pe doua
drepte din plan? Argumentati rdspunsul!

-N7-
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Lectia 11. Distanta de la un punct la un plan

Definitie
e Daca un punct 4 este situat intr-un plan a, distanta de la 4 la a este zero.

e Daca punctul 4 este exterior planului a, spunem ca distanta de la 4 la a este A4’, unde A4 "La
sid’ ea.

Notdm d(4, a) = AA " si citim distanta de la punctul A la planul o este l
AA’ (vezi Figura 85). A’
Figura 85

Observatie
Definitia precedenta pune problema unicitdtii segmentului 44 'perpendicular pe a (4' € a) .

Teorema

Perpendiculara dusa dintr-un punct exterior unui plan pe acel plan este unica.

Demonstratie Daca, prin absurd, am presupune cd din 4 ¢ a se pot construi 4 :
{ /‘ Figura 86

doud perpendiculare diferite 44" si A4’ pe a, atunci am avem 44" L A A" si ,
AA” L A" A°, deci masura unghiurilor triunghiului 44’4 ar fi mai mare decat

180°, fals; prin urmare, se poate construi o singurd perpendiculard dintr-un . L )
punct exterior unui plan pe acel plan (vezi Figura 86). 4 ) }A

Observatie Distanta de la 4 la a reprezintd lungimea celui mai mic segment Figura 87
cu un capat in 4 si celdlalt capdt in a. Intr-adevir, oricare ar fiM e a, M+ 4,

unde 4" €a si A4 La, avem AM > AA " (in triunghiul dreptunghic 44 M ipo-
tenuza este mai mare decat cateta 44 "). Spunem cd AM este oblicd si cd oblica / /ﬁ | JA /
M 3
o

este mai mare decat perpendiculara. (Vezi Figura 87.)

v/ Iniltimea unei piramide
Figura 88

Prin inéltimea unei piramide intelegem segmentul ce are ca lungime distanta
dintre varful piramidei si planul bazei. Astfel, pentru piramida patrulaterd VABCD,
indltimea este segmentul V'V’, unde VV' 1L (ABCD), V' € (ABCD). D
(Vezi Figura 88.)
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Observatie
In cazul unui tetraedru, deoarece oricare dintre cele patru fete ale sale poate fi considerata baza,
existd 4 indltimi.

Problema rezolvatd

Fie SABC o piramida triunghiulard, avand ca baza triunghiul echilateral ABC.

Demonstrati ¢ S4 =SB = SC, dacd si numai daca piciorul perpendicularei din S pe planul (4BC)
este centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

S
Solutie Fie SO 1 (ABC), O € (ABC). Rezultd cd SO este perpendiculara pe OA,

OB si OC, deci triunghiurile SOA4, SOB si SOC sunt dreptunghice in O (vezi Figura )

89). Figura 89
Daca SA =SB =SC, atunci triunghiurile SO4, SOB si SOC sunt congruente

(conform cazului I.C.), de unde rezultd OA4 = OB = OC, adica O este centrul cercului C

circumscris triunghiului ABC.

B

Reciproc, daca O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, avem OA = OB = OC, de unde rezultd ca
triunghiurile SO4, SOB si SOC sunt congruente (conform cazului C.C.), de unde rezultd S4 = SB = SC.

Un rationament asemandtor se poate face pentru cazul cand baza piramidei este un poligon regulat cu » laturi
(n >3). De aici deducem un mod de a caracteriza piramidele regulate.

Retine!

O piramida este regulatad dacd si numai daca baza este un poligon regulat, iar indltimea
,,cade” in centrul cercului circumscris poligonului.

v Iniltimea unui con circular drept 14

Prin indltimea unui con circular drept intelegem segmentul determinat de
varful conului si centrul bazei conului. In figura aldturata, indltimea conului
circular drept este VO, unde O este centrul bazei. (Vezi Figura 90.)

Figura 90

Observatie
Daca R, h, G reprezinta raza, indltimea, respectiv generatoarea unui con circular drept, are loc
relatia: G? = R? + h2.
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“

1 VABCD este o piramidd patrulaterd regulata

cu varful ¥, VA =25cm, AB = 102 cm si inal-
timea VO. Calculati VO.

Z Piramida triunghiulard regulatd are latura bazei

de lungime 5 cm si muchia laterald de lungime 8
cm. Calculati lungimea Tnéltimii piramidei.

3 VABC este o piramida triunghiulard regulatd cu
baza ABC si indltimea VO. Dacd VO =6cm,
AB=6cm si M este mijlocul lui BC, calculati
VA si VM.

ll' Se considerd prisma dreaptd ABCDA' B C'D’,
avand ca baza patratul ABCD.
Stiind ¢cd AB =4 cm $i A4 = 6 cm, calculati:
a) Distanta de la punctul 4 la planul (B'C'D").
b) Distanta de la punctul B la planul (CDD ).
¢) Distanta de la punctul 4 la planul (BDD").

5 Pe planul patratului ABCD de laturd 10 cm, se

ridica perpendiculara PA, PA = 8 cm.
Calculati:

a) Distanta de la punctul C la planul (PAD).
b) Distanta de la punctul B la planul (PAC).

6 Piramida patrulatera regulatd VABCD are mu-

chia laterald V4 = 10 cm si muchia bazei 4B =
=52 cm.
a) Demonstrati ca triunghiul VAC este echilateral.
b) Calculati aria triunghiului VAC.

1 Fie triunghiul echilateral ABC cu lungimea latu-

rii egald cu 12 c¢cm si un punct M exterior planu-
lui (4BC), astfel incat MA = MB = MC si
d(M,(ABC)) = 4 cm. Calculati MA.

8 Un con circular drept are raza, indltimea si gene-

ratoarea egale cu x+1,2x+5, respectiv 3x,
x> 0. Aflati x.

9 Raza, indltimea si generatoarea unui con circular
drept sunt exprimate prin trei numere naturale
consecutive.

Aflati lungimea generatoarei conului.

10 Intr-un con circular drept raza si Indltimea au

aceeasi lungime. Aflati lungimea generatoarei
conului, stiind ca aria bazei conului este egald cu
2897 cm?.

11 O piramida patrulatera regulata are Tnaltimea de 5

cm si latura bazei de lungime 4.2 cm. Aflati
lungimea muchiei laterale a piramidei.

12 O piramida patrulaterd regulatd are raza cercului
circumscris bazei de 62 c¢m si suma lungimilor
muchiilor laterale egald cu 48 cm. Calculati
lungimea indltimii piramidei.

13 Fie triunghiul echilateral ABC cu lungimea laturii
egald cu 18 cm si un punct P exterior planului
(4BC), astfel incat PA = PB=PC = 12cm.

Calculati distanta de la punctul P la planul (4BC).

.Ill' Fie VABCD o piramida patrulaterd regulatd cu

varful V, VA L VCsi VA =16cm.

a) Calculati distanta de la punctul 4 la planul
(VBD).

b) Calculati lungimea inaltimii piramidei.

15 Fie M un punct exterior patratului ABCD cu
AB=12cm. Stiind ¢d MA = MB=MC =MD =
=9cm, calculati distanta de la punctul M la
planul (4BC).

16 Fie trapezul dreptunghic ABCD, AB || CD, A=
=90°, B= 45°, AD = DC = 6 cm. Pe planul tra-
pezului construim perpendiculara PA. Calculati:
a) Distanta de la punctul B la planul (PAD).
b) Distanta de la punctul C la planul (PAD).

11 Fie ABCDA B C'D’ un cub de muchie § cm.
Calculati:
a) Distanta de la punctul 4 la planul (BDD").
b) Distanta de la punctul C’ la planul (4 'BD).

18 In prisma triunghiulari regulati ABCA B C cu
AB=4,/3 cm st A4’ =4cm, se considerd punc-
tele M, N,P mijloacele muchiilor AB, BC, res-
pectiv 4°C’. Calculati:

a) Distanta de la punctul B la planul (4CC").
b) Distanta de la punctul 4’ la planul (MNP).
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Lectia 12. Distanta dintre doua plane paralele
inz‘lli,:imea prismei drepte si iniltimea paralelipipedului dreptunghic

Fie a si f, doud plane paralele. Ardtdm cd distanta de la orice punct al planului a la planul f este aceeasi. Fie
A,Bea, AA'1f,BB 1f,unde A’,B €.

Dreptele 44" si BB', fiind perpendiculare pe acelasi plan, sunt paralele si rezultda /7, 4: B ;
cad AA’'=BB’. (Vezi Figura 91.)

At 1B’/ Figura 91

Definii’:ie

e Distanta dintre doud plane paralele este distanta de la un punct oarecare al unui plan la celilalt
plan.

e iniltimea unei prisme este lungimea segmentului perpendicular pe planele bazelor prismei,
avand capetele in cele doua plane.

Observatii

1. Inaltimea unei prisme drepte este egald cu lungimea muchiei laterale.

2. Prin inaltimea unui paralelipiped dreptunghic vom intelege un segment perpendicular pe
planele bazelor, daci acestea sunt precizate. In caz contrar, orice segment perpendicular pe doui
fete opuse, avand capetele in cele doua plane poate fi considerat inaltime.

3. Prin indltimea unui cilindru circular drept se intelege orice segment perpendicular pe baze,
avand capetele in cele doua plane ale bazelor.

4. Prin Tnaltimea unui trunchi de piramida, cat si a unui trunchi de con circular drept se intelege
orice segment perpendicular pe baze, avand capetele in cele doua plane ale bazelor (vezi Figura

92).
c
1 . 0
e B’ N Aj By
B R
E Figura 92
| e
. B . A B
A L

AB = indltime AA’=indltime OO’=indltime  0O;= indltime

e Sectiuni diagonale, sectiuni axiale in corpurile studiate

Fiind dat un corp care admite axad de simetrie, se numeste sectiune axiald poligonul obtinut prin sectionarea
printr-un plan care contine axa de simetrie a corpului.
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Observatii

-

1. Sectiunile axiale In poliedre sunt variabile ca forma.
2. Sectiunile axiale care contin o diagonald a unei baze se numesc sectiuni diagonale.

3. Sectiunile axiale 1n corpurile rotunde sunt congruente.
Justificare!

e sectiune ¢ sectiune e sectiune @ sectiune @ sectiune e secfiune @ sectiune @ sectiune
axiald diagonald  axiald diagonald axiald axiald axiald axiald
intr-o intr-o intr-o intr-o intr-un intr-un intr-un con intr-un
piramidd  piramidd prismd prismd trunchi de cilindru circular trunchi
patrulaterd patrulaterd  patrulaterd  patrulaterd  piramidd circular drept de con
regulatd regulatd regulatd regulatd patrulaterd  drept circular

regulatd drept

Problema rezolvata

a) Calculati distanta dintre planele (4BC) si (4 B'C").

Prisma patrulater regulati ABCDA B'C'D’ are muchia bazei 4B = si inaltimea 44" =13 ;
I > 0. Aria sectiunii diagonale este egald cu 25,6 cm?.

b) Calculati lungimea diagonalei prismei. i o
Solutie a) Sectiunea diagonalad este, de exemplu, dreptunghiul ACC 4. 4 :
Din ipotezd Aycc-4- =25J6 cm?, deci AC- A4 =256 |
Rezulti /2 -1/3 =25/6, de unde obtinem /= 5 cm. 1J3 |
Cum (4BC) || (4'B'C") si AA" L (ABC), rezulta ca distanta dintre cele l/)/L 1 /C
dous plane este egali cu lungimea segmentului A4, adici este de 53 cm. e - /I B Figura 93

b) dyvisns =AC” = 2+ 2+ (13 )? =55 cm. (Vezi Figura 93.)

e
1 Fie SABC o piramida triunghiulard regulatd cu Z Fie ABCDA'B'C'D’ o prismd patrulaterd regu-
varful S. Un plan a, paralel cu (4BC) inter- lati cu AB=4,/2 cm, iar O este centrul bazei
secteazd muchiile S4, SB si SC In 4,B, ABCD. $tiind ¢d 4O = 5 cm, calculati:
respectiv C'. Dacd S4=12cm, SA =4cm si a) lungimea 1naltimii prismei;
SO=9cm, unde O este centrul bazei ABC, b) aria sectiunii diagonale a prismei.

calculati distanta dintre planele (4BC) si
(4BC).
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3 Paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH are
dimensiunile 4B, AD, AE proportionale cu nu-
merele 3, 2, respectiv 5. Stiind ¢ suma tuturor
muchiilor paralelipipedului este egald cu 80 cm,
calculati:

a) distanta dintre planele (4BC) si (EFG);
b) lungimea diagonalei paralelipipedului.

4 Fie cubul ABCDA B 'C' D’ cu AB =6 cm.

a) Aratati cd planele (4 BD)si(B'CD’) sunt
paralele.

b) Calculati distanta dintre planele (4 BD)
si(B'CD").

5 Fie ABCA,B,C, o prisma dreaptd in care baza
ABC este un triunghi echilateral cu 4B = 8cm.
Fie D,E,F mijloacele muchiilor 4B, BC, res-
pectiv B, C}.

a) Ardtati cd planele (DEF) si (ACC,) sunt
paralele.

b) Calculati distanta dintre planele (DEF) si
“cc).

6 Fie VABCD o piramida patrulatera regulatd cu

muchia bazei AB=6,2 cm si V4 =10cm. Prin
mijlocul indltimii piramidei se duce un plan paralel
cu baza. Calculati indltimea trunchiului de pira-
mida care se formeaza.

1 Un trunchi de piramida triunghiulard regulata are

aria bazei mici egala cu 9./3 cm? si aria bazei mari
egalid cu 813 cm?. Se face o sectiune cu un plan
paralel cu bazele la aceeasi distantd fatd de ambele
baze. Calculati aria sectiunii.

8 Fie ABCDA,B,C,D; un paralelipiped dreptunghic
cuAB=2dm, BC=2,2 dmsi A4, = 1dm.
Pe segmentul 4D, se considerd punctele R si S,
astfel incdt AR=RS=SD,. Planele asif sunt
paralele cu planul (ABC) siR€a, S€ f.
a) Calculati segmentul AD,.
b) Calculati distanta dintre a si f.

TEMA DE SINTEZA

Recomandata pentru lucru in echipe

Definim simetricul unui punct 4 in raport cu un plan a astfel:
e dacd 4 ¢ a, simetricul lui 4 este punctul 4’ cu proprietatea cd planul a trece prin mijlocul segmentului

AA" si este perpendicular pe dreapta A4

e daca A4 € a, simetricul lui 4 este A.

Folosind Internetul, realizati un proiect intitulat ,,Simetria fatd de un plan” in care sa puneti in evidenta:
- studiul unor proprietati ale simetriei fatd de plan prin analogie cu simetria fatd de o dreaptd intr-un plan

(studiata in clasa a VII-a).

- exemple de corpuri geometrice si corpuri din realitatea inconjurdtoare care au un plan de simetrie (desene,
fotografii, corpuri geometrice din carton realizate de voi).

TeST DE AUTOEYALUARE

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu
SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)

5p Dacd a si b sunt drepte distincte, perpendiculare pe planul a, atunci dreptele a si b sunt . . .
5p in paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH, dreptele AD si CG sunt . . .
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5p Diagonala unui cub are lungimea de 43 cm. Lungimea muchiei cubului este egali cu . . . cm.

5p Lungimea diagonalei unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile de 6 cm,2.,/6 cmsi2cm este
egalacu...

5p @ Daca VABCD este o piramidd patrulaterd regulatd, cu varful V, AB=VA=4cmsiACNBD = {0},
atunci lungimea segmentului VO este egald cu . . . cm.

5p In prisma patrulateri regulati ABCDMNPQ, o dreaptd perpendiculard pe planul (BDQ) este dreapta . . .

SUBIECTUL al Il-lea - Precizati litera corespunzdtoare raspunsului corect. (30 de puncte)
5p Consideram triunghiul dreptunghic ABC, 4 = 90°, BC = 20cm, AC = 16 cm si fie MB 1 (ABC), MB =
=5 cm. Distanta M4 este egald cu:
A. 13 cm B. 14 cm C. 15cm D. 16 cm
5p In cubul 4BCDA'B'C'D’ cu lungimea muchiei egald cu 4 cm, notim ACNBD = {0}. Lungimea
segmentului 4O este egala cu:
A. 6 cm B. 2./6 cm C.4/3 cm D.8cm
5p Pe planul dreptunghiului ABCD se ridica perpendiculara £4. Daci AB= /7 cm, BC= /5 cmsi EA =
=2.,/6 cm, distanta dintre punctele E si C este egali cu:

A.5cm B. 4/3 cm C.5/3 cm D.6 cm

5p @ Pe planul triunghiului dreptunghic 4BC, 4 =90°, ducem perpendiculara MO, O € (4BC). Stiind ca
MA =MB = MC si AO =5 cm, atunci lungimea segmentului BC este egala cu:

A. 5cm B. 10 cm C. 15cm D.5/2 cm

5p @1 Dacd ABCDA B 'C'D" este un cub cu latura de 6 cm, atunci distanta de la punctul C la planul (44 B)
este egald cu:

A. 6 cm B. 6/2 cm C.6J/3 cm D. 12 cm

5p Fie ABCA B ' C" o prisma triunghiulara regulata cu muchia laterala 44" = 5cm. Daca D este mijlocul lui
ACsi B'D =13 cm, atunci lungimea segmentului 4B este egald cu:
A.8J/2 em B. 8 cm C.8J/3 em D. 10 cm
SUBIECTUL al IlI-lea - Pe foaia de rezolvare scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)

Fie SABC o piramida triunghiulara regulatd, iar SO indltimea sa. Se stie c¢d S4 = 26 cm si SO = 10 cm.

10p a) Aritati ca AB=24./3 .
10p b) Demonstrati cd BC L SA.
10p c¢) Daca P este mijlocul muchiei S4 si D mijlocul muchiei BC, calculati lungimea segmentului PD.
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Lectia 13. Proiectii de puncte, de segmente
si de drepte pe un plan

v Proiectia unui punct pe un plan

In practicd, pentru a verifica daca un zid este vertical se foloseste
firul cu plumb (vezi Figura 94). Daca firul cu plumb este suspendat
din punctul 4 si extremitatea sa (plumbul) atinge planul a (planul

solului), spunem cd A4’ este proiectia ortogonald a punctului 4 pe
planul a. yE
a Figura 94

Definii,:ie

® Proiectia ortogonald a unui punct pe un plan care nu contine punctul este piciorul perpendi-
cularei dusa din acel punct pe plan.
e Proiectia ortogonald a unui punct pe un plan care contine punctul este punctul insusi.

Faptul cd proiectia punctului 4 pe planul a este A’ se noteazd pr, 4 =A4".
D’ ¢’ De exemplu, daca ABCDA’B’C’D’ este un paralelipiped dreptunghic,
i proiectia punctului B’ pe planul (4BCD) este B, iar proiectia punctului 4 pe
A B’ planul (4BCD) este A.
l Deci, notand (4BC) = a, avem pr, B" = B si pr, A = A. (Vezi Figura 95.)

- C

Figura 95

v Proiectia unei drepte pe un plan

Definii’:ie

Proiectia ortogonald a unei figuri geometrice pe un plan este multimea proiectiilor tuturor
punctelor figurii pe planul considerat.

Faptul ca proiectia figurii F' pe planul a este F’ se noteaza pr, F = F .
Din definitia anterioard deducem ca prin proiectia unei drepte pe un plan intelegem multimea proiectiilor tuturor
punctelor dreptei pe acel plan.

Teorema

Proiectia unei drepte pe un plan este o dreaptd sau un punct.
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N d
Demonstratie M B
Cazul I: dreapta d nu este perpendiculara pe planul a. A
Fie A4, B doua puncte care apartin dreptei d si nu apartin planului
a. Notam pr,A=A" si pr, B=B". Notam cu d’, dreapta determinatd
de punctele 4’ si B’. Demonstrdm cd proiectia dreptei d pe planul a J i l Ll
este dreapta d’. (Vezi Figura 96.) 1 M B N Figura 96

o

Dreptele 44’ si BB’ sunt paralele (fiind perpendiculare pe acelasi plan), deci ele determind un plan. Notdm acest
plancufisiavemanNpf=d .

FieMeABsiM =pr,M.CumMe ffsi MM || AA ,rezulti M € f. Dar M e adeciM e€d .

Reciproc, fie N’, un punct pe dreapta d’. Paralela la A4’ dusé prin N’ intersecteaza dreapta d in punctul N. Din
NN’ || A4 si A4’ L a, rezultd NN~ L a, deci N' = pr, N. Am aritat prin dubld incluziune ci pr,d=d .

Cazul II: dreapta d este perpendiculara pe planul a. d
Notam d N a = {O}. (Vezi Figura 97.) Figura 97

Toate punctele dreptei d au aceeasi proiectie pe planul a, si anume punctul O, deci pr, d = {O}.

Observatii 1. Dacd dreapta d inteapd planul intr-un punct C d
si nu este perpendiculara pe plan, pentru a obtine proiectia 4
se proiecteaza un punct 4 al dreptei in 4.
Avem A 'C = pr, d (vezi Figura 98).
A g '
¢ i Figura 98
a v
7
/ d / 2. Daca dreapta d este paraleld cu planul
. 1 B i

, a, atunci d’ = pr, d este paraleld cu d (vezi Figura 99).
igura 99

v/ Proiectia unui segment pe un plan

Proiectia unui segment pe un plan se bazeaza pe urmatorul rezultat.

Teorema

Proiectia unui segment pe un plan este un segment sau un punct.

Retine!

Daca dreapta 4B nu este perpendiculara pe planul a, atunci proiectia segmentului 4B pe
planul a este segmentul ale cdrui capete se obtin proiectand punctele 4 si B pe planul a.
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Daca dreapta 4B este perpendiculard pe planul a, atunci proiectia segmentului 4B pe planul a este punctul de

intersectie a planului a cu dreapta AB.

Exemplu Proiectiile segmentelor din Figura 100 pe planul a sunt desenate in figurd si prezentate in tabelul

Lidiap

urmator.

E;

K

’

| —

.

4

Figura100

Ipoteza Segmentul Proiect,i?l
segmentului pe a

Aea,B ¢ asiAB La(Figura 100 a)) AB AB°
CD1a,C ¢ a,D ¢ a(Figura 100 b)) CD {0}
E¢a, Fé¢astEF || a(Figura 100 c)) EF E'F°
G ¢a,Hé¢ a, GH || a (Figura 100 d)) GH G H’
lea, Jea(Figura 100 e)) J J

K¢a, L¢a, KLNa={P} (Figura 100 f)) KL KL’

" _ Problema rezolvata

s
\ / ¥ Fie ABCDA’B’C’D’ un cub. Indicati, in fiecare caz, care este proiectia:
- ' a) punctului 4 pe planul (B’C’'D"); D c
b) segmentului AD " pe planul (BCD); d
¢) dreptei B’D’ pe planul (4BC); s
d) dreptei A4’ pe planul (BCD); 4 , i B
¢) dreptei A’B’ pe planul (DCC); ;o ’
f) dreptei AC’ pe planul (4'B’D’); i
g) dreptei AC pe planul (4BD). ; D/‘k\, ,,,,,, —Jc
Solutie  a) A’, deoarece A4 'L(B'C'D"); b) AD; L el 7y
¢) BD, deoarece DD ' L(ABC) 5i BB L (4BC); i gural0l
d) {4}, deoarece A4 1L (BCD), e)D’C’;
) A'C g) AC, deoarece AC < (4BD).
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1 Desenati paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ si precizati proiectia:

a) lui 4” pe (4BC); b) lui B’ pe (A4BC); c¢)lui A4’ pe (BCC’); d) Iui 4 pe (BCD);
e) lui 4 pe (BCC"), f) lui Dpe (A’B’B); g)segmentului 4 B pe (4BC);

h) segmentului 4 ‘B’ pe (4BC);

1) segmentului B'D" pe (4BC); j) segmentului 4 B pe (BCC");

k) segmentului 4 'C pe (4BC); 1) segmentului D "B pe (ABC);

m) segmentului 4D pe (4 ’AD); n) segmentului 4D pe (BCC").

2 VABC este o piramida triunghiulara, iar VO este Tndltimea piramidei. Precizati proiectia lui:
a) Vpe (4BC); b) A pe (VAC); c) A pe (ABC); d) VA pe (ABO); e) VB pe (ABC).

3 Fie ABCA’B’C” o prisma triunghiulara regulatd, iar M si N sunt mijloacele segmentelor BC si respectiv B 'C .
Precizati proiectia dreptei:

a) A'B pe (ABC); b) B'C’ pe (ABC); c)BCpe (A’B’C"), d) BC pe (4'B’C’);
e) MN pe (ABC); f) B"M pe (4BC); g) NC pe (ABC); h) NCpe (4’B’C");
i) A "M pe (4BC), j) A N pe (ABC); k) A"M pe (BCC"); 1) AB pe (ABC).

4 Proiectia unui segment 4B pe un plan a este segmentul 4 'B . Demonstrati cd proiectia mijlocului segmen-
tului 4B pe planul a este mijlocul segmentului 4 "B .

N
5 Fie 4, B, C trei puncte necoliniare situate in planul a si M, N, P trei M P
puncte situate in afara planului, astfel incat AM L a, BN La, CP La | |
(vezi Figura 102).
C
Indicati:
a) Trei drepte diferite care au ca proiectie pe planul a dreapta AB. 4
b) Trei segmente diferite care au ca proiectie pe planul a segmentul /& B
BC. Figura 102
c) Trei triunghiuri diferite care au ca proiectie pe planul a triunghiul ABC.
6 ABCDA’B’C’D’ este un cub. Precizati proiectia:
a) punctului 4 pe (DCC"); b) punctului D’ pe (BCC’); ¢) punctului C’ pe (DCD’);
d) segmentului DB’ pe (4BC); e) segmentului DB’ pe (4DD’); f) segmentului DB’ pe (BCC");

g) segmentului DB’ pe (A4BA’);  h) segmentului AD’ pe (BDD’).

1 Proiectia unui segment AB pe un plan a este segmentul 4 'B . Dacd mijlocul lui 4 "B’ este proiectia unui
punct M al segmentului 4B, aratati cd M este mijlocul lui AB.

8 VABCD este o piramida patrulatera regulata cu inaltimea VO.
a) Aratati cd proiectiile muchiilor V4, VB, VC, VD pe planul (4ABC) au lungimile egale.
b) Precizati proiectia: i) lui V4 pe (VBD); ii) lui VC pe (VBD); iii) lui VB pe (VAC).

9 Arétati cd proiectia unui paralelogram ABCD pe un plan a, cu AB < a, este un paralelogram sau un segment.

'|0 Un triunghi ABC are ABca, C ¢ a, CC'Lasi C' € a. Aratati ca proiectia centrului de greutate al triun-
ghiului ABC pe planul a este centrul de greutate al triunghiului ABC’ sau un punct pe segmentul 4B.

‘" a) Daca trei puncte sunt coliniare, demonstrati ca proiectiile lor pe un plan sunt puncte coliniare.
b) Dacd proiectiile a trei puncte sunt coliniare rezultd ca punctele sunt coliniare?
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Lectia 14. Unghiul dintre o dreapta si un plan
Lungimea proiectiei unui segment pe un plan

v/ Unghiul dintre o dreapti si un plan

In Figura 103 este reprezentat un zmeu Z; AZ este sfoara zmeului, punctul 4 fiind fixat pe planul orizontal a.
Inaltimea la care se ridicd zmeul depinde de unghiul pe care
sfoara il formeaza cu planul orizontal. Dar ce trebuie sa Z Z
intelegem prin unghiul dreptei AZ cu planul a¢? Notdm cu Z’ Figura 103
proiectia zmeului pe planul solului. Vom spune cd unghiul
format de sfoara cu planul solului este unghiul ZAZ".

Daca zmeul se ridicd vertical (Figura 104), spunem ca unghiul format de dreapta 4Z cu planul a este drept.
Daca zmeul se afla pe sol (Figura 105), spunem ca unghiul format de dreapta AZ cu planul a este nul.

s

07777777

7 5 9
oy < OZh 56O

Ik

/7777777777

Figura104 Figura 105

Definitie
e Dacd o dreaptd este continutd intr-un plan sau este paraleld cu planul, unghiul acelei drepte cu

planul este nul.
e Daci o dreapta este perpendiculard pe un plan, unghiul acelei drepte cu planul este drept.
e Daci o dreaptd intersecteaza un plan si nu este perpendiculard pe acesta, unghiul dreptei cu planul

este unghiul format de dreapta cu proiectia ei pe plan.

Din definitie rezultd cd méasura in grade a unghiului dintre o dreapta si un plan apartine intervalului [0°, 90°].
Unghiul format de dreapta d cu planul a se noteaza <(d, a).

In Figura 106, <(d, a) = <(BAB'),unde B’ = pr,Bsid Na={A}.

Figura 106
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v Aplicatie: Lungimea proiectiei unui segment pe un plan

Lungimea proiectiei ortogonale a unui segment pe un plan depinde atat de lungimea segmentului, cat si de
unghiul format de dreapta ce contine segmentul cu planul considerat.

Fie / lungimea segmentului 4B si [’ lungimea proiectiei sale pe un plan a care formeaza cu

dreapta AB un unghi de masura (in grade) u €[0°, 90°]. Atunci /" =/cosu.

Demonstratie

Fied =pr,A,B =pr,BsiAC||A'B’, CeBB".

Din triunghiul dreptunghic ACB, rezultd cd AC = AB - cos u.
Cum AC=A4 B ,rezultici A B = AB - cosu, unde u = <(4B, a). A C
(Vezi Figura 107.)

Figura107

Observatii 1. Dacd AB || a, atunci4 ‘B’ = AB.
2. Dacd AB L a, atunci lungimea proiectiei lui 4B pe a este nula.

Retine!
———
Daca dreapta AB formeaza cu planul a un unghi de masura u, segmentul
AB are lungimea /, iar proiectia sa pe planul a are lungimea /', atunci
Icosu dacd u<(0,90)
"= [ daca u=0°
0 daca wu=90°

|

%o . Problema rezolvata

inFigura 1084€a,B¢a, BB'1La,B €a.

a) Dacd AB =4 cm si <(4B,a) =45°, calculati 4B’
b) Daca AB =10cm si AB" =5 cm, calculati <(4B, a).
¢) Dacd <(4B, a) =45°si AB" =2 c¢m, calculati AB. - -
J2 a Figura 108

Solutie a) Avem AB’ =AB-cosu=4-cos45°=4. > =22 cm.

deci u = 60°.

b) Din 5 =10 - cosu rezultd cosu = =~ %

5 _

.

. < 4

¢)Din2=AB-cos45° rezulti AB=—=2./2.
) 7z

—_
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1 Un segment AB cu lungimea de 20 cm se proiecteaza pe un plan a. Unghiul format de AB cu a are mdsura de:
a)45°; b) 60°; ¢)30°.
Aflati lungimea proiectiei lut AB pe planul a.
2 Segmentul AB cu lungimea de 8 cm se proiecteaza pe un plan a dupd segmentul 4 'B’. Dacd
A4 =10cm si BB' = 6 cm, aflati:
a) lungimea proiectiei 4’B’;  b) masura unghiului format de AB cu planul a.

3 Triunghiul 4BC are ACca, B ¢ a, AB=10cm, BC=10,/3 cm si unghiul format de 4B cu planul a are
masura de 60°. Aflati masura unghiului format de BC cu a si lungimea proiectiei lui BC pe a.

4 In tetraedrul VABC maisurile unghiurilor formate de ¥4, VB, VC cu planul (4BC) sunt egale cu 30°, 45°
respectiv 60°. Dacad VA4 = 10 cm, calculati lungimile proiectiilor segmentelor VA4, VB, VC pe planul (4BC).

5 In cubul ABCDA’'B’C’D’, aflati: a) masura unghiului dintre 4B si planul (4BC);
b) tangenta unghiului format de 4 °C cu planul (4BC).

6 ABCA’B’C’ este o prismd triunghiulari regulati cu baza ABC si AB=6cm, A4 =23 cm si M este
mijlocul lui BC. Aflati:
a) mdsura unghiului dintre 4 'B si planul (4BC);  b) tangenta unghiului format de 4 'M cu planul (4BC);
¢) lungimea proiectiei segmentului AC " pe planul (BCC”).

1 VABCD este o piramida patrulatera regulati cu baza ABCD, AB =22 cmsi iniltimea VO =23 cm. Aflati:
a) mdsura unghiului dintre VA4 si planul (4BC); b) lungimea proiectiei muchiei V4 pe planul (VBD).

8 In paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’, AB = 6.cm, BB’ = 12 cm si masura unghiului format de BD’
cu planul (4BCD) este de 60°. Aflati: a) lungimea proiectiei segmentului BD pe planul (ADD’);
b) lungimea proiectiei segmentului BD " pe planul (ADD’A’).

9 Un segment AB se proiecteazd pe un plan a dupd segmentul 4 'B’'. Dacd 44 =4cm, BB =7cm si
A’B’ = /3 cm, aflati: a) lungimea segmentului 4B;
b) masura unghiului format de 4B cu planul a.

'|0 Triunghiul 4ABC dreptunghic in A4, are ipotenuza BC < a. Unghiul dreptei AB cu planul a are masura de 30°,

unghiul dreptei AC cu planul a are masura de 60°, iar distanta de la 4 la planul a este egald cu 9 cm. Calculati
lungimile proiectiilor laturilor triunghiului ABC pe planul a.

'|'| ABCDA’B’C’D’ este o prismd patrulaterd regulatd cu latura bazei egald cu 6 cm, iar unghiul dintre 4°C si
(4BC) are masura de 30°. Aflati lungimea proiectiei segmentului 4 "C pe planul (ADD’A4’).

12 Un triunghi echilateral ABC se proiecteaza pe un plan a ce contine punctul 4, dupa triunghiul 4B’C’. Daca

AB si AC fac cu planul a unghiuri congruente (si sunt de aceeasi parte a lui a) si <(B'AC") =90, aflati
masura unghiului format de AC cu planul a.

13 Sfoara intinsd a unui zmeu are lungimea de 16 metri si formeaza cu solul un unghi de 30°. La ce Indltime se
ridica zmeul?
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Lectia 15. Teorema celor trei perpendiculare

v Teorema celor trei perpendiculare

In Figura 109, M este un punct fixat pe clidire, iar d reprezinti o bordura.
Pentru a obtine o cat mai buna stabilitate ne punem problema cum trebuie ales
pe dreapta d punctul 4 in care si se sprijine o scard 4AM perpendiculara pe d?

Figura 109
Raspunsul la aceastd intrebare va fi dat cu ajutorul teoremei urmatoare:

Teorema celor trei perpendiculare

Considerdm un plan g, un punct M exterior planului si o dreaptd d inclusd in plan. Dacd O este
proiectia lui M pe asi O ¢ d,iar 4 este proiectia lui O pe d, atunci 4 este proiectia lui M pe d.

Ipoteza Concluzie
MO1a,0€a
Oed,dca MA1d 0 7z
O41dAed a 5 Figura 110

Demonstratie Din faptul cd MO 1 a sid C a, rezultd cd MO 1 d.
Dreapta d este perpendiculard pe dreptele MO si OA, prin urmare este perpendiculard pe planul (MOA)
determinat de aceste drepte. Cum MA < (MOA), rezultd ci d este perpendiculard pe dreapta AM.

Observatii
1. In ipoteza teoremei intervin doua relatii de
perpendicularitate, MO 1 a, si OA 1 d, iar concluzia re-
prezintd o a treia relatie de perpendicularitate MA 1 d.
De aici provine numele teoremei.
2. Aplicand teorema celor trei perpendiculare,
gasim raspunsul la problema pusa la inceputul acestui
paragraf: punctul 4 reprezintd proiectia punctului O pe d. £
3. Fie B un punct pe dreapta d. Unghiul O4AB Figura 111
reprezintd proiectia unghiului MAB pe planul a.
Deci enuntul teoremei celor trei perpendiculare poate fi exprimat astfel:
Dacd un unghi are o laturd inclusd intr-un plan dat si proiectia unghiului pe acest plan este un
unghi drept, atunci unghiul considerat este drept.
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v Calculul distantei de la un punct la o dreapti

Din teorema celor trei perpendiculare, deducem un procedeu pentru calculul distantei de la un punct M la o
dreaptd d inclusa intr-un plan a.

o Construim MO L1a, O € a.

o Construim O4 Ld, A€ d.

o Distanta de la punctul M la dreapta d este M4, care poate fi calculatd cu teorema lui Pitagora in triunghiul
MOA (triunghiul format de cele trei perpendiculare).

Problema rezolvata

Pe planul trapezului dreptunghic ABCD cu AB || CD, <B =90°, <A4 =45°, iar AD = CD =10 cm,
in punctul D se ridicd perpendiculara DM = 5 cm.
Calculati distanta de la punctul M la dreptele: M

a) BC; b)4B; c¢) AC. Figura1l2

Solutie a) Avem <BCD =90°, deci DC 1 CB. Din MD 1 (4BC) si BC

c (4BC), cu teorema celor trei perpendiculare rezultdi MC L BC deci ¢
dM, BC)=MC. Cu teorema lui Pitagora in triunghiul MDC gisim 0
MC=55 cm.

/5 i E B

b) MD 1 (ABC); construim DE 1 AB, E € AB si din teorema celor
trei perpendiculare obtinem cd d(M, AB) = ME. Avand <{A = 45°, triunghiul AED este dreptunghic isoscel; gasim
DE=AE =52 cm, apoi ME=5./3 cm.

¢) Construim DO 1L AC, O fiind mijlocul lui AC deoarece triunghiul DAC este isoscel. Din
MD 1. (ABC), DO 1 AC, AC < (ABC), rezulta din teorema celor trei perpendiculare ci d(M, AC) = MO.

Vom calcula MO din triunghiul dreptunghic MOC in care cunoastem ipotenuza MC=5,/5 cm.
AB=AE+EB, AB=10+52 cmssi din teorema lui Pitagora in triunghiul ABC gisim AC? =200+ 1002, de aici
AC?

oC? = =4 =50 +25,2 si apoi MO?* = MC? — OC?; rezulti MO = 5,/3— J2 cm.

1 Construiti din betisoare si carton configuratia teoremei celor trei perpendiculare.

2 Pe planul patratului ABCD cu AB = 8 cm se ridicd perpendiculara MB, MB =6 cm. Calculati distanta de la M
laAD, CD si AC.

3 In centrul O al unui dreptunghi ABCD se ridica perpendiculara OM = 12 cm. Calculati distantele de la M la
laturile dreptunghiului, dacd 4B =4 cm si BC=12cm.

4 Pe planul triunghiului echilateral ABC cu AB =63 cm se ridica perpendiculara MO = 12 cm, unde O este
centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Calculati distanta de la M la laturile triunghiului.

5 Pe planul hexagonului regulat ABCDEF cu latura egald cu 6 cm se ridicd perpendiculara AM = 6cm.
Calculati d(M; FE), d(M;ED), d(M; FC).

6 Pe planul patratului ABCD se ridicd perpendiculara OM =4cm, unde O este centrul patratului. Daca
AB = 8 cm, calculati distanta de la M la laturi.

7 Pe planul rombului 4BCD cu <A =60°si AB=6,3 cm se ridicd perpendiculara AM = 6cm. Calculati
distantele de la M 1a BC, CD si BD.
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8 in desencle din F igura 113 AD 1 (ABC). Calculati in fiecare caz d (D, BC).

D
a) by D ¢ D
4
4 2 gy =
| A B y
4
13 5 4
C
C C
D
@) 8 o 1
81 19 23| ¢ B
A 12 A
Figurall3 10 6,3
¢ C
D ’ C s
9 Construiti din carton cubul ABCDA’B’C’D’ si colorati segmentele 44, A7 3 B’ | Figura 114
AB, A’B si BC. Aratati ca A°B L BC. (Vezi Figura 114.) ‘
D~ | Jc
A B
'|0 Fie dreptunghiul ABCD cu 4B =12cm si BC=9cm. Pe diagonala AC se considerd punctul M, astfel incét

’j—]g = % In punctul M se ridica perpendiculara PM, cu PM =8 cm. Calculati distantele de la punctul P la

laturile dreptunghiului.

11 Fie ABCDEF o prismd triunghiulard regulata, avand latura bazei AB = 12 cm si indltimea AD = 6 cm.

Calculati: a) distanta de la punctul F la dreapta 4B;
b) distanta de la punctul F la dreapta AM, unde M este mijlocul muchiei BC.

'IZ Piramida patrulatera regulatd SABCD are latura bazei 4B = 12 cm si indltimea SO = 82 cm.

Calculati:
a) distanta de la punctul S la dreapta 4D; b) distanta de la punctul B la dreapta SC.

13 Pe planul triunghiului dreptunghic ABC, A=90°, AB=3cm siAC=4cm, se ridicd perpendiculara AM,
AM = 1 dm. Aflati: a) distanta de la punctul M la dreapta BC;
b) distanta de la punctul B la dreapta MC; c) distanta de la punctul C la dreapta MB.

lll' Se considera prisma triunghiulara regulatdi ABCA’B’C’ cu latura AB=4cmsi A4’ =63 cm. Fie M mijlocul

muchiei 44" si punctul N pe muchia BB, astfel incat % = % Calculati:

a) distanta de la punctul B la dreapta 4 C
b) distanta de la punctul M la dreapta de intersectie a planelor (4BC) si (MNC).
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Lectia 16. Unghi diedru

Unghi plan corespunzitor diedrului
Unghiul a doui plane

v/ Unghi diedru

Indoind o foaie de hartie ca in Figura 115, obtinem un model pentru
notiunea de unghi diedru care este analoaga cu cea de unghi din geometria Figurall5
plana.

Definit’:ie

Se numeste unghi diedru (sau pe scurt diedru), figura geometricd formatd din doud semiplane
marginite de aceeasi dreapta.

Dreapta comuna celor doud semiplane se numeste muchia diedrului, iar cele muchia
doud semiplane se numesc fetele diedrului. / >< diedrului

o Dacd fetele unui diedru coincid, spunem ca diedrul este nul. m

o Dacad fetele unui diedru sunt semiplane opuse, spunem ca diedrul este plat. |& B

o Diedrul ale carui fete sunt semiplanele a si f se noteaza (oz\ﬂ )

Pentru a compara dou diedre se introduce notiunea de unghi plan Figura 116

corespunzator diedrului.

fetele diedrului

Definiil:ie

Se numeste unghi plan corespunzitor unui diedru, intersectia unui diedru cu un plan perpen-
dicular pe muchia sa.

Fie ((1/,73) un unghi diedru, m muchia sa si y un plan perpendicular pe m. Notam / %Fzgura 17
cu O intersectia planului y cu muchia m. Planul y intersecteaza semiplanele a si f
dupd doud semidrepte a si b cu originea in O. / a b /
Unghiul (cz\b) este unghiul plan corespunzator diedrului (a/,ﬁ) z

Masura unghiului plan corespunzitor unui diedru nu depinde de pozitia yw
punctului O pe muchia diedrului in care a fost dus planul perpendicular pe aceasta.
Toate unghiurile plane corespunzatoare unui diedru sunt congruente, fiind unghiuri cu laturile respectiv paralele.

Definii;.ie

Masura unui unghi diedru este masura unghiului plan corespunzator diedrului.
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In practic, pentru a construi unghiul plan corespunzitor unui diedru se fixeaza un punct pe muchia diedrului si
se construiesc doud semidrepte perpendiculare pe muchie cu originea in acel punct si continute in fetele diedrului.
o Dacd masura unui unghi diedru este mai mica decat 90°, atunci diedrul este ascutit.
o Daca masura unui unghi diedru este 90°, atunci diedrul este drept.
e Dacd mésura unui unghi diedru este mai mare decat 90°, atunci diedrul este obtuz.

v’ Unghiul dintre doui plane

Doua plane secante formeaza patru unghiuri diedre.

Definil’:ie

Masura unghiului dintre doud plane este egald cu masura unui diedru ascutit (sau drept) format
de acestea.

Observatie Masura unghiului dintre doud plane este masura unghiului dintre doud drepte incluse
respectiv in cele doud plane si perpendiculare in acelasi punct pe dreapta de intersectie.

Figura 118

[N
o=

in Figura 118 5,73 =a,b.

& .4 Problemd rezolvatd 2 C”
= * Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped dreptunghic cu T s
AB=BC=4cmsidd =43 cm. Figural19
Calculati masura unghiului dintre planele:
a) (BCC’) si (ACC); b) (ABD’) si (ABB’); ¢) (ABD’) si (ABC). 473 D c
Solutie a) (BCC )N (ACC')=CC", BCLCC" si BCc(BCC'), ACLCC" si =5 4

AC < (ACC"). Rezultd ca < (BCC", (ACC ")) = <BCA = 45".
b) (ABD )N (ABB )=AB,D' A1 ABsi D' Ac(ABD ), AA" 1 ABsi AA" < (4BB").
D’ 3
Rezultd ci <(4BD"),(ABB") = <A 'AD . tg (<A AD") = % _ % deci <A 'AD" =30,
¢) (UBD )N (ABC)=AB, AD" 1 AB si AD" < (ABD), AD 1 AB si AD = (4BC).
Rezultd ci <(4BC), (ABD ") = <D AD, tg(<{D AD) = /3, deci <(D AD) = 60°.

. D C
1 In Figura 120 ABCD este un dreptunghi si ABEF este un trapez
dreptunghic cu 4B || EF s1 <F =90". .
Numiti unghiul plan corespunzator diedrului din figura. 4 B Figura 120
F E
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2 Se da cubul ABCDA’B’C’D’. Determinati masura unghiului format de planele:
2) (4BC) si (4BC); b) (4BC) si (BCA');
¢)(A'B’C’)si(A’B’C); d) (ACA4°) si (DBD”).
3 Un cort are forma de prisma triunghiulara regulatd ABCDEF. Lungimea cortului este AD = 3, 6 m, iar muchia
bazei este AB=1,8m.

a) Aflati masura unghiului format de dreptele BC si DF.

b) Calculati tangenta unghiului format de planele (4BC) si (BCD).

c) Aflati cit costd panza necesard confectiondrii cortului, stiind cd 1 m? de panza costa 30 lei (se
acoperi cu panzi toate fetele cortului, iar /3 ~1,73).

4 Pe planul triunghiului dreptunghic isoscel ABC cu <4 =90° si AC =6cm, se ridicd perpendiculara BD,
BD=6,/3 cm. Aflati masura unghiului diedru care are fetele (4BC) si (ACD).

5 Pe planul triunghiului echilateral ABC cu AB=8cm se ridica perpendiculara AM =4cm. Aflati masura
unghiului dintre (4BC) si (BCM).

6 Pe planul triunghiului dreptunghic ABC, <4 =90°, AC=12cm,AB = 16cm se ridica perpendiculara DA,
astfel incat DA =9,6,/3 cm. Determinati misurile unghiurilor diedre determinate de:

a) (A4BC) si (BCD); b) (4BC) si (4BD); ¢) (ABC) si (ACD).
7 Capacul unui container in formd de cub cu muchia de 1 m se deschide si . .\ c
este sustinut de o tija cu lungimea de 1 m. Aflati masura unghiului diedru  — B /
ale carui fete sunt cele doud pozitii ale capacului (inchis si deschis). 4 i ;\ )
(Vezi Figura 121.) ; 4 : Figural2l
) B
Im

8 Prisma triunghiulara regulatd ABCA'B’C’ are AB = 6cm, AA " = 12 cm si M este mijlocul lui CC’. Calculati:
a) mdsura unghiului dintre (4BB’) 51 (ACC");
b) tangenta unghiului dintre (4°BC) si (4BC); c) tangenta unghiului dintre (4 'MB) si (ABC).

9 VABCD este o piramida patrulaterd regulati cu muchia bazei AB si muchia laterald VA. Stiind ca
AB=8cm si VA =4/5 cm, calculati: a) mdsura unghiului dintre (VAB) si (ABC);
b) mdsura unghiului dintre (VAB) si (VCD); c) tangenta unghiului dintre (VAC) si (VAB).

'|0 O foaie de carton dreptunghiulard, notatd ABCD, unde AB =20 cm, are latura AD continutd in planul mesei.

Daci distanta de la punctul C la planul mesei este de 10 cm, calculati masura unghiului determinat de planul
dreptunghiului si planul mesei.

TI Pe planul dreptunghiului ABCD cu AB=4cmsi AD=4./3 cm, se ridica perpendiculara AM, cu AM =4 cm.
Aflati: a) masura unghiului dintre (MCD) si (4BC); b) masura unghiului dintre (MBC) si (4BC).

'|Z Paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ are AB=6,/3 cm, AD=6cm si A4 =9 cm. Aflati:
a) tangenta unghiului dintre (4 'BC) si (4BC);
b) mdsura unghiului dintre (4°BD) si (4BC); ¢) tangenta unghiului dintre (48C) si (4°DC).

13 Tetraedrul ABCD are toate muchiile congruente si M este mijlocul lui CD. Aflati:
a) cosinusul unghiului dintre (4CD) si (BCD); b) sinusul unghiului dintre (4BM) si (4BC).
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Lectia 17. Plane perpendiculare

Definit,:ie

Douad plane se numesc perpendiculare dacd formeaza un diedru drept.

Exemplu Planul podelei unei sili de clasd si planul unuia dintre peretii
salii sunt doud plane perpendiculare.

Dacd a si ff sunt plane perpendiculare, scriem: a L 5. D |

In Figura 122, planul usii este perpendicular pe planul podelei. <

Figura 122

Acest ultim exemplu sugereaza urmatoarea teorema:

Teorema 1

Daca o dreapta este perpendiculard pe un plan dat, atunci orice plan care contine dreapta este

perpendicular pe planul dat.

Demonstratie Fie d L a,dNa= {0} si fun plan care contine d B d
(vezi Figura 123). Demonstram cd f L a.

Notdm c = fNa, O € ¢ si considerdm in planul a, dreapta b
perpendiculard pe ¢, O € b. Deoarece d L a si b C a, rezultd cd d L b.

Unghiul plan corespunzitor diedrului format de planele a si
J este drept, decia L 5.

o A Figura 123

Observatie Aceastd teoremd ne oferd o metodd de a demonstra cd doud plane sunt perpendiculare.
Daca un plan contine o dreaptd perpendiculara pe alt plan, atunci planele sunt perpendiculare.

Teorema?2

Dacd doud plane sunt perpendiculare, atunci orice dreaptd continutd In unul dintre ele si

perpendiculard pe dreapta lor de intersectie, este perpendiculara pe celdlalt plan.

Demonstratie FieaNf=a,aLf,dcfsid La,dN a={0}. P d

Construimb casib La. Cuma L f, rezulta d L b.

Deoarece d L a, rezulti d 1 a. QO a

(Vezi Figura 124.) “ b
Figura 124
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D’ C’
] ‘ - - A y : ,
. Problema rezolvata | B
W' \uchia cubului ABCDA’B’C’D’ are 10 cm. p
Aritati cd (BCA ') L (ABA ") si calculati d (4, (4 'BC)). g b A B C
Solutie Dreapta BC este perpendiculara pe dreptele 4B si BB’ din planul 4 & B Figura125

(ABA’), deci BC 1L (ABA ). Cum BC < (BCA '), rezultd (BCA ") L (4BA").
Intersectia planelor (BCA”) si (ABA’) este A’B. Ducem AP L A'B, P € A B si rezultd AP 1 (4 BC), deoarece
(BCA') 1(ABA"). Deci d(4, (4 'BC)) = AP, unde punctul P este intersectia diagonalelor patratului 4BB’4’. Deci

1 Pe planul patratului ABCD se ridica perpendiculara AE. Aratati ca:
a) (EAB) L (EAD);  b)(EAB) 1 (EBC):; ¢) (EAD) L (EDC);  d)(EAC) L (EDB).

2 Triunghiul dreptunghic isoscel ABC cu <4 =90°, AB=6cm se indoaie de-a lungul indltimii AD, D € BC
pana cand planele (4BD) si (ADC) devin perpendiculare. Calculati:
a) distanta dintre punctele B si C dupi indoire; b) d(C, (4BD)) dupa indoire.

3 Triunghiurile dreptunghice ABC si ABD sunt situate in plane perpendiculare. Dacd AB=A4C=16cm,
<{ADB =90° si AD = 8 cm, calculati: a) CD; b)d(B, (ACD));  c¢)d(4, (BCD)).

4 Dreptunghiul ABCD si patratul ABEF sunt situate in plane perpendiculare. Dacd 4B =40cm si BC=30cm,
atunci: a) calculati d(C, FE), b) calculati d(C, AE),
¢) aratati c¢d (ACE) 1 (FBC); d) calculati d (B, (CAE)).

5 Triunghiurile ABC si BCD sunt dreptunghice si isoscele cu ipotenuza BC. Daci triunghiul 4BD este
echilateral, aratati cd (4BC) 1L (BCD).

6 Dreptunghiul ABCD cu AB=10cm si BC=10,/3 cm se indoaie dupa diagonala AC pana cand planele (4BC)
s1 (ACD) devin perpendiculare. Calculati BD dupa indoire.

1 Pe planul triunghiului echilateral ABC se ridica perpendiculara AD. Dacda M este mijlocul laturii BC aratati
ca: a) (ADC) 1 (4BC), b) (ADM) 1 (4ABC); ¢) (ADM) 1 (DBC).

8 Tetraedrul ABCD are AB=AC=AD =a si BC=DC=BD = a2 . Arétati ca:
a) (ABC) L (4CD); b) (4BC) 1L (4BD).

9 Romburile ABCD si ABEF au <ABC = <ABE =45" si sunt situate in plane diferite. Daca triunghiul BCE
este echilateral, ardtati cd (4BC) 1 (4BE).

10 Fie a si f doud plane perpendiculare. Considerdm punctele 4 si B pe dreapta comund a celor doud plane si
punctele C € a, D € fastfel incat AC L AB, AD L AB, AC =3 cm, AB =4cm si BD = 12 cm. Calculati:
a) lungimea segmentului CD; b) distanta de la punctul C la dreapta BD;
¢) sinusul unghiului format de dreapta CD cu planul £;
d) cosinusul unghiului format de planul (BCD) cu planul f.
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Lectia 18. Calculul distantei de la un punct la un plan
Calculul distantei dintre doua plane paralele

v/ Prima reciproci a teoremei celor trei perpendiculare

Teorema
(Prima reciproca a teoremei celor trei perpendiculare)

Considerdm un plan a, un punct M exterior planului si o dreaptd d inclusd in plan. Dacd O este
proiectia lut M pe as1 0 ¢ d,1ar A este proiectia lui M pe d, atunci 4 este proiectia lui O pe d.

M
Ipotezi Concluzie
MO 1a,0€a
Ogddca | 04Ld o g
MA1dAed A .
a Figura 126

Demonstratie Din faptul cd MO L a sid C a, rezultd ¢cd MO L d. (Vezi Figura 126.)
Dreapta d este perpendiculard pe dreptele MO si MA, prin urmare este perpendiculard pe planul (MOA)
determinat de aceste drepte. Cum OA4 < (MOA), rezulti ci d este perpendiculard pe dreapta OA.

Observatii
1. Enuntul primei reciproce a teoremei celor trei perpendiculare poate fi exprimat si astfel:
Dacd un unghi drept are o laturd inclusd intr-un plan dat, iar cealaltd laturd este oblicd,
atunci proiectia unghiului pe acest plan este un unghi drept.
2. Dreapta OA4 din teoremd este perpendiculard atdt pe MO, cat si pe d. Spunem cd OA este
perpendiculara comuni a dreptelor MO si d.

v Calculul distantei de la un punct la un plan

Distanta de la un punct la un plan este distanta dintre punct si proiectia lui pe plan. O modalitate de
constructie a proiectiei punctului pe plan este data de urmatoarea teorema:

Teorema
(A doua reciproca a teoremei celor trei perpendiculare])

Considerdm un plan a, un punct M exterior planului si o dreaptd d inclusd in plan. Dacd 4 este

proiectia punctului M pe dreapta d, iar punctul O € q, astfel incat OA4 L d si MO L OA,atunci
MO La.
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Ipoteza Concluzie

dca
MALdAed MO La
bcablidAeb
MO 1b,0€b

Figura 127

Demonstratie Dreapta d este perpendiculard pe dreptele OA4 si MA, prin urmare este perpendiculard pe planul
(MOA). Dreapta MO fiind continutd in acest plan, rezultd d L MO. Din MO L b si MO 1 d, rezultd cd MO L a.
Din teorema deducem un procedeu pentru constructia perpendicularei dintr-un punct pe un plan.

Algoritm pentru construirea perpendicularei din punctul M pe planul a:
Construim proiectia punctului M pe o dreapta d inclusd in planul a. Notdm aceastd proiectie cu 4.
Construim in planul a dreapta b care este perpendiculara pe dreapta d in punctul A.
Construim proiectia O a punctului M pe dreapta b.
Rezultd ¢d MO 1 a, deci distanta de la punctul M la planul a, notatd d(M, a), este MO.

M Figura128
N

" Problema rezolvata

Patratul ABCD cu AB = 10 cm si triunghiul echilateral MAD sunt
situate in plane diferite. $tiind cd < MAB = 90°, calculati:
a) dM, (4BC)); b) d(A; (MBCQ)).

Solutie a) Deoarece MA L AB, DA 1 AB, construim MM~ 1 AD si, conform R
reciprocei a doua a teoremei celor trei perpendiculare, vom avea d(M, (ABC))=MM". A B
Cum MM’ este iniltime in triunghiul echilateral MAD, avem MM =53 cm.
b) Deoarece AD || BC si BC = (MBC), rezultd cd AD || (MBC), deci d(4;(MBC)) =d(M ;(MBC)).
Fie R mijlocul lui BC. Deoarece BC L M'R, BC L MM, M'R,MM" < (MM R), rezultd ca BC L (MM R).
Cum BC < (MBC), rezultd ca (MBC) L (MM R).
Cum (MBC) N (MM R) = MR, rezulti ci d(M ;(MBC))=M'S, unde M'S L MR, S € MR.

o : . M 53 .10 10421
Din triunghiul MM'R, dreptunghic in M’ avem: M'S = MMMRM R _ 3 = 0 7 cm
5J7

C

v Calculul distantei dintre doua plane paralele

Distanta dintre doud plane paralele este distanta de la un punct al unui plan la celdlalt plan.
¢
in Figura 129, planele a si f8 sunt paralele, M € a, MN 1 i N € f. }

Distanta dintre a si 8 este MN si notam d (a; §) = MN. -

Figura 129

=
ze
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Problemd rezolvata
¢ Fie SABC o piramidi cu baza ABC triunghi echilateral cu latura de
10 cm si SA=SB=SC=5,2 cm.
a) Ardtati ca triunghiul ASB este dreptunghic.
b) Calculati d (4, (SBC)).
¢) Construiti prin M, mijlocul lui S4 un plan paralel cu (4BC) si
calculati distanta dintre cele doud plane paralele.

Solutie a) Din SA? + SB? = AB?, rezulti cu reciproca teoremei lui Pitagora ca
S4 1 SB.

Figura 130

b) Analog ca la a), SA 1L SC ; rezultd SA 1 (BSC) deci d(4,(SBC)) = AS =52 cm.
c) Planul este (MNP), N este mijlocul lui SB si P este mijlocul segmentului SC. Construim ST L BC, T
este mijlocul segmentului BC, de unde rezultd c¢a AT 1 BC. Construim SO L AT si rezultd d(S, (4BC)) = SO.

ST 546
Din faptul ¢ AS 1 (BSC) rezults AS 1 ST, deci 0= 4551 = é_ cm. Daci SO (MNP) = {O ", rezultd ci
5.6
d((MNP), (4BC)) = 00" =150 = T‘/_cm

v b

1 Pe planul triunghiului dreptunghic ABC cu <4 =90°, AB=15cm,

AC=2dm se ridica perpendiculara AP, AP =12./3 cm.
Calculati d (4, (PBC)).

Figura 131
40 cm
2inr igura 131, ABCD este un dreptunghi si AM 1 (4BC).
Calculati d(4, (MBC)), d(M, (A4BC)), d(4, (MDC)). WY B
% cm

D C

3 Pe planul triunghiului isoscel ABC cu AB = AC =25 c¢m si BC = 30 cm se ridicd perpendiculara in 4 pe care se
ia punctul D, astfel incat AD = 10 cm. Calculati d (D, BC) si d (4, (DBC)).

4 Fie ABCDA B'C D' un paralelipiped dreptunghic cu 4B =3cm, BC=4cmsi 44 = 12cm.
Calculati: a) d(4;(BDD")); b) d(B;(B 4 C)).

5 Fic 4BCDEFGH 0 prisma dreapti cu baza pitratul ABCD, AB = 6 cm, iar <\(4G;(4BC)) = 60°.
Calculati: a) d(B; (4CG)); b) d(D; (ACH)).

6 Pe planul dreptunghiului ABCD, in care AB = 12cm si AC = 13 cm se ridicd perpendiculara AM, AM =20 cm.
Calculati: a) d(4;(BDM)), b) d(4; (CDM)).

1 Pe planul trapezului isoscel ABCD, AB | CD, cu AB=12cm, AD =BC=CD=6cm, se ridicd perpen-

diculara AE cu AE = 6 cm. Calculati:
a) d(4; (EBC)); b) d(4;(EDC)).
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TEME DE SINTEZA

Recomandate pentru lucru in echipe

1 Un brad de Criciun cu vérful ¥ este ancorat prin trei cabluri intinse 4, BV si CV care formeazi cu planul

solului unghiuri de 60°. Stiind cd punctele 4, B, C sunt varfurile unui triunghi echilateral cu latura de 15 m,
calculati valoarea aproximativa a naltimii bradului.

2 Fiind dat un tetraedru din lemn, gisiti un procedeu prin care, trasind linii pe suprafata tetraedrului, sd
determinati proiectia unui varf pe fata opusa.

TEST DE AUTOEVALUARE

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu
SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)

5p in cubul ABCDEFGH, proiectia segmentului EC pe planul (4BC) este segmentul . . .

5p Pe planul patratului ABCD se ridica perpendiculara PA. Daca AB = PA =a, a >0, tangenta unghiului
format de planele (4BC) si (PBD) este egald cu . . .

5p Un segment MN se proiecteaza pe planul a dupa segmentul M 'N'. Dacd MN = 6 cm si <\(MN;a) = 60°,
atunci lungimea segmentului M'N" este egalacu . . .

5p Prisma triunghiulard regulatd ABCA,B,;C, are muchia bazei AB=4cm. Lungimea proiectiei
segmentului BC pe planul (4,8,C,) este egali cu . . . cm.

5p Piramida patrulaterd regulata VABCD are varful V si VA = AB. Mdsura unghiului format de dreapta V4
cu planul (4BC) este de . . . °.

5p Pe planul dreptunghiului 4BCD, avand AB= J2 cm, se ridica perpendiculara MA, MA= /6 cm.
Unghiul dintre planele (4BC) si (MBC) are méasura de . . . °.

SUBIECTUL al II-lea - Precizati litera corespunzatoare raspunsului corect. (30 de puncte)

5p Fie planul a si punctele 4, B,C € a, P ¢ a astfel incat PA L a, AB L BC, PA =12cm, AB = 5 cm. Distanta
de la punctul P la dreapta BC este egald cu:

A. 15cm B. 13cm C.12cm D.20 cm

5p Paralelipipedul dreptunghic ABCDA B 'C'D" are AB=4cm, BC=3cm si A4 =12 cm. Distanta de la
punctul 4" la dreapta BD este egala cu:

122 2
A. 125 cm B. 1226 cm C. #cm /26

D. 5 cm
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Piramida triunghiulard regulatd VABC are VA = 8cm, iar masura unghiului dintre muchia laterald si
planul bazei este egali cu 60°. Iniltimea VO a piramidei are lungimea de:

A. 43 cm B. 4/2 cm C.4cm D.4/5 cm

@ Fie ABCD un paralelogram si a un plan ce contine diagonala AC a paralelogramului. Dacd B" si D’ sunt
proiectiile punctelor B, respectiv D pe planul a si BB' =5cm, atunci lungimea segmentului DD este
egala cu:

A.2,5cm B. 10 cm C.5J/2 em D.5cm

@ Intr-un tetraedru regulat, cosinusul unghiului format de o muchie laterald cu planul bazei are valoarea:

2

D.2

1 1 1
A7 B. — C. —
3 73 J6

in cubul POLIEDRU, notam cu A centrul fetei OLRD. Tangenta unghiului format de dreapta P4 cu
planul (ORL) are valoarea:

1 1
A 2 B. i C. /3 D.ﬁ

SUBIECTUL al IIl-lea - Pe foaia de rezolvare scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)

10p
10p
10p

Fie ABCDA'B'C'D" uncub, ACNBD ={0}, AB=4 cm.

a) Calculati lungimea proiectiei segmentului DO pe planul (4 B C").

b) Demonstrati cd planele (4D O) si (BDD) sunt perpendiculare.

c¢) O furnica strabate distanta dintre punctele 4 si D', pe drumul minim situat pe suprafata laterald a
cubului. Stiind cd drumul parcurs de furnicad intersecteazd muchiile BB si CC’, aritati cd lungimea
acestui drum este mai micd de 13 cm.
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ARII SI VOLUME ALE UNOR
CORPURI GEOMETRICE

Lectia 1. Prisma dreapta
Distante si unghiuri pe fetele sau in interiorul unei prisme drepte
(cu baza triunghi echilateral, patrat sau hexagon regulat),
ale unui paralelipiped dreptunghic si ale unui cub

v Descrierea prismei drepte

Elementele prismei drepte
Tipuri de prisma dreapta

Sd ne amintim cateva definitii si proprietati ale prismei drepte studiate de-a lungul capitolelor anterioare.
o Prisma dreapta este un poliedru marginit de: doud suprafete poligonale, numite bazele prismei; fetele late-
rale, care sunt suprafete dreptunghiulare.
o Poligoanele ce formeaza bazele prismei sunt congruente, avand laturile respectiv paralele, situate in plane
paralele. Numarul fetelor laterale este egal cu numarul laturilor poligonului bazei.
o Din criteriul de perpendicularitate rezultd cd o prisma este dreaptd dacd si numai dacd muchiile laterale
sunt perpendiculare pe planul bazei.
Fetele laterale ale prismei drepte sunt perpendiculare pe planul bazei.
o Iniltimea unei prisme este distanta dintre planele bazelor. Cum in cazul prismei drepte, muchia laterald
este perpendiculard pe planele bazelor, rezulta cd indltimea este egald cu lungimea muchiei laterale.
In Figurile 1,2, 3 am reprezentat prisme drepte avand ca baze poligoane regulate cu 3, 4 si 6 laturi; in Figura 4
am reprezentat un paralelipiped dreptunghic (adicd o prisma dreapta cu bazele dreptunghiulare), iar in Figura 5, un
cub (adica un paralelipiped dreptunghic cu toate muchiile congruente).

C’ D’ C’ J N 5

| o1 A | | ’ D’ ’ ’ C’
A ! ’ A | B B}’ 1 ,D Iy

P | —C 4 A R—

/J\ L,,,, //L,,,‘\E 9/ 777777777 - /C D/L,,, JC

/// \\ il C A// > D A % ’

A B A B B C . A . B
Figural Figura 2 Figura3 Figura 4 Figura 5

Pentru prisma din Figura 1, bazele sunt triunghiurile echilaterale congruente ABC si A’'B'C’, cu AB || A'B’,
AC | 4°C’, BC || B'C". Fetele laterale sunt dreptunghiurile ABB’A’, ACC’4’ si BCC’B’. Muchiile laterale sunt
AA°, BB’ si CC’. Avem A4A" 1 (ABC), BB" 1 (4BC), CC" 1 (4BC), (4BBA") 1 (ABC)etc. Iniltimea prismei este
h=AA". Prisma are 5 fete (trei fete laterale la care se adaugd doud baze), 9 muchii (3 muchii laterale la care se
adaugd muchiile celor doud baze) si 6 varfuri.

Tema pentru lucru in echipe Descrieti in mod asemaéndtor prismele din Figurile 2, 3, 4, 5, punand in
evidenta elementele lor.
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Fie ABCDA’B’C’D’, un paralelipiped dreptunghic. Segmentele AC", 4 C,

BD ' si B'D sunt diagonalele paralelipipedului. Acestea sunt congruente si se ‘ =
intersecteaza intr-un punct care este mijlocul fiecarei diagonale (vezi Figura 6). A= % | Figura6
PN
Figura7 D’ C’ A B
A¢ : B’ Daca sectiondm un paralelipiped cu un plan determinat de doud muchii paralele
; care nu apartin aceleiasi fete, sectiunea obtinutd se numeste sectiune diagonald.
v —>C Astfel, in paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’, planul dreptelor 44’ si CC’
4 B determind sectiunea diagonala ACC’A4’ care este un dreptunghi (vezi Figura 7).

Definit,:ie

Prisma dreaptd cu baza un poligon regulat se numeste prisma regulata.

v Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul prismei

1. ABCA B C’ este o prisma dreaptd cu bazele triunghiuri echilaterale.
o Proiectiile punctelor 4°,B", C" pe planul (4BC) sunt, respectiv, punctele 4, B si C.
o Deoarece muchiile laterale sunt perpenduculare pe planele bazelor, A C’
rezultd cd planele fetelor laterale sunt perpendiculare pe planele bazelor. v
(4BA") L (UBC), (4BA') L(4'B'C),...
o Deoarece (BCB ') L (ABC),rezulti ci distanta de la 4 la (BCB )
este egala cu distanta de la 4 la BC.

o Deoarece A4 L (ABC),rezultd unghiul dintre 44" si BC este de 90°. y C
o Unghiul dintre doud fete laterale este unghiul dintre doud muchii ale ‘
unei baze care sunt incluse, respectiv, in cele doua fete laterale. )3 Figura 8

Exemplu Unghiul dintre (4BA ") si (ACA ") este unghiul dintre AB si AC care are masura de 60°.

2. In Figura 9 ABCDA B 'C'D’ este o prisma dreaptd cu bazele patrate
(prisma patrulaterd regulata).

o Fiecare muchie este perpendicularad pe planele fetelor cu care se inter-
secteaza.

o Proiectiile punctelor 4',B",C",D" pe (ABC) sunt, respectiv, punctele
A,B,CsiD. Proiectiile punctelor 4,B,B°,4" pe planul fetet DCC D’ sunt,
respectiv, punctele D, C,C" si D’ etc.

e Oricare doud fete care au o muchie comuna fac parte din plane perpen-
diculare.

Exemple (ADD ' A') L (ABCD), (ADD"A") L (DCC D). Completati cu alte trei astfel de exemple.
o Unghiul dintre (ACC"4") si (ABB A") este unghiul dintre 4B si AC si are masura 45°.
e Proiectia lui 4 'C pe (ABCD) este AC si deci unghiul dintre 4'C si (4BCD) este unghiul 4" CA.
o Daca dorim si calculam distanta de la 4 la B'C, ducem BE 1 B'C si cum 4B 1 (BCB'),rezultd conform
teoremei celor trei perpendiculare cd AE L B C. Deci distanta de la 4 1a B'C este AE si se calculeaza cu teorema lui

Pitagora din triunghiul dreptunghic ABE. (BE = B%—BCBJ
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Probleme rezolvate

- 1. in Figura 10 este reprezentat un paralelipiped dreptunghic ABCDA'B'C'D’ cu AB =63 cm,
" BC=6cmsidd =62 cm. ) )
Se cere: a) distantade la 4 la 4 'C; D ‘ ¢
b) distanta de la 4" la BC; 1
¢) tangenta unghiului dintre 4 "B si DC; A= i ’
d) sinusul unghiului dintre 4 'C si (4B4 "), e[ -
e) cosinusul unghiului dintre (4 'BC) si (4BC); NG 1
f) distanta de la 4 1a (4 'BC). //Z,D/‘ N —C
Solutie a) Ducem AE L A'C. A'A 1 (ABC) i AC < (ABC), rezulta 44 1. AC. 7N\ i . 0
A -AC _ 62 12 gura
AE =205 = 678 =43 cm. A B

b)A'B L (BCC'B'), deducem B'F L BC'. DinB'F,BC'c (BCC'B'),rezultai A'F 1 BC'.
AB’BC'- dreptunghic, rezulti BC2 =B B>+ B 'C?, rezulti BC' = 6./3 cm.
BB-BC _6J2-6

B F= BCT " 6f3 =2./6 cm. A4 B F este dreptunghic in B',rezulti A F> =4 B? + B F?, rezulti
A F=2/33 cm.
. _ ~ 6
¢) Din DC || AB, rezults <(4'B;DC) = <(4 B;AB) = <A 'BA.Tn AABA',avem tgd BA =44 - %

d) Proiectia lui A Cpe(4ABA’) este A'B deoarece CB 1 (4BA"). Unghiul dintre A Csi(4BA") este

. . L~ 6
unghiul dintre 4 ' Csi 4 B, adicd <B4 C. Din triunghiul dreptunghic 4 'BC, avem sinB4 C = % = %

e) Avem: (4 BC)N(ABC)=BC,A'B1BC,A'Bc (4 BC), AB 1 BC si AB < ABC. Din toate acestea
rezultd cd unghiul dintre (4 'BC) si (4BC) este unghiul dintre 4 B si AB, adicd <A BA.
AB 643 /IS
AB 65 5
f) Din faptul ¢d BC 1 (4BA") si BC (4 'BC), rezultd ca (4BA") L (4 BC). Deci distanta de la 4 la
(4 'BC) este distanta de la 4 la 4 'B.
AB-A44° _ 6430
1B = 5 om
2. In Figura 11 este reprezentati o prismi dreapti cu bazele hexa-

cosA BA =

Fie AGLA'B.AG=

gonale regulate (prismd hexagonala regulatd). Se stie cd AB=44 =12cm si se Figurall
cere: a)distantadela 4 la CD;

b) masura unghiului dintre 4 C si (4BC); 12

c¢) mdsura unghiului dintre dreptele AB si E F';

d) masura unghiului dintre planele a doua fete laterale alaturate; D

e) distanta de la 4 la planul (C'CD).
Solutie a) Avem: A'A 1 (ABC), AC L CD si CD < (ACD).
Conform teoremei celor trei perpendiculare, rezultd ca 4 C L CD.
in triunghiul dreptunghic 4°AC, avem 44" = 12cm, AC=12./3 cm i, folosind teorema lui Pitagora, obtinem
A'C=24cm. b) Proiectia lui 4 'Cpe (4BC) este AC. Deci unghiul dintre 4 Csi(4BC) este unghiul dintre
A Csi AC care are masura 30°.
¢)F'E | FEsi FE | BC, rezultda F'E" || BC, rezultd <(4B;E F’) = <{(4B; BC) = 60°.
d) Fie ABB'A" si BCC B’ doua fete aldturate.
(ABB')N(BCC')=BB', AB L BB, BC 1 BB ,rezultd cd unghiul dintre (4BB’) si (BCC’) este unghiul dintre
dreptele AB si BC si acesta are mdsura 60°.
e) ACLCDsi AC L CC’, rezulta AC 1 (C'CD). Deci distanta de la 4 la (C"CD) este AC si are lungimea
12/3 cm.
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1 Fie M si N mijloacele muchiilor 4B si D"C" ale cubului ABCDA’B’C’D’. Daci MN =82 cm, calculati:
a) muchia cubului; b) aria triunghiului ANC.

2 Desenati un cub. Cubul ABCDA’B’C’D’ are muchia AB = § cm.
a) Calculati aria triunghiului 4 'BD. b) Ardtati cd AC" L A0, unde {O} = ACNBD.

3 Desenati un cub. In cubul ABCDA’B’C’D’, aria triunghiului DOB este egali cu 3 cm?, unde {0} =
=BC NB'C.
a) Ardtati cd 4B =2 cm.
b) Calculati valoarea cosinusului unghiului dintre dreptele DO si 4'B.

4 Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped dreptunghic care are AB =62 ¢cm, BC=6cm si masura unghiului
BA’C egald cu 30°.
a) Aratati cd 44" = 6cm. b) Calculati distantade la Bla 4 'C.
¢) Calculati distanta de la centrul fetei BCC ‘B la planul (4 'BC).

5 Paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ de baza ABCD are BA =6cm, CA =9cm si DA =7 cm.

a) Calculati dimensiunile paralelipipedului.
b) Demonstrati ca 4 'B 1 BC.
¢) Calculati valoarea sinusului unghiului format de planele (4 'BC) si (B AD).

6 Prisma dreaptd ABCDA’B’C’D’ are baza patratul ABCD cu AB=6cmsi A4 =7 cm.

a) Calculati aria patrulaterului BCD ‘A4 ".
b) Fie {O} = AC N BD. Calculati distanta de la O la diagonala 4°C.
c) Fie {O '} =4 DN AD . Calculati masura unghiului determinat de dreptele OO’ si BC.

1 Fie prisma dreaptd ABCA’'B’C’ cu baza ABC, un triunghi echilateral. Latura bazei are lungimea de 24 cm si
indltimea prismei are lungimea de 12 cm.
a) Calculati sinusul unghiului dintre 4 B si (4°AC).
b) Calculati distanta de la punctul 4 la planul (4 'BC).
c) Calculati valoarea sinusului unghiului dintre dreptele 4B s1 4°C.

8 Prisma dreaptda ABCA’B’C’ are baza ABC, un triunghi echilateral, avand centrul de greutate punctul O.

Distanta de 1a O la 4'B’ este egala cu J37 cm siAB=12cm.
a) Calculati lungimea muchiei laterale.
b) Calculati valoarea tangentei unghiului determinat de planele (4BC) si (4 B 0O).

9 ABCDEFA’B’C’D’E’F’ este prisma dreaptda cu baza ABCDEF, hexagon regulat de centru O. Fetele laterale

sunt patrate. Daca distanta de la O la A’B’ este egald cu 4,/7 cm, calculati:
a) lungimea muchiei laterale;
b) distanta de la A la planul (4 'CD).
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Lectia 2. Arii si volume ale prismei drepte
(cu baza triunghi echilateral, patrat sau hexagon regulat)
ale paralelipipedului dreptunghic si ale cubului

v Desfisurarea prismei drepte

Figurile 12, 13, 14 reprezintd desfasurarea suprafetei unei prisme drepte cu baza triunghi echilateral, patrat,
hexagon regulat cu latura bazei / si indltimea h. Figura 15 reprezintd desfdsurarea suprafetei unui paralelipiped
dreptunghic cu dimensiunile L, /, &, iar Figura 16 este desfdsurarea unui cub cu muchia /.

S I [TPTErT
h h ,
\/Figura 12 Figura13 Figura 14
T
h T
Figura 15 Figura 16

v Aria laterali si aria totald a prismei drepte

e Suma ariilor fetelor laterale ale unei prisme drepte se numeste aria laterald a prismei.
e Suma ariilor tuturor fetelor unei prisme drepte se numeste aria totald a prismei.

Aria laterald reprezintd aria suprafetei colorate cu rosu in fiecare dintre Figurile 12, 13, 14, 15, 16, iar bazele
prismelor sunt suprafetele hasurate. Aria totald a unei prisme este egald cu aria desfasurdrii sale.

Notam aria laterald cu _A;, aria totald cu A, si aria bazei cu A,. Intre aria totald, aria laterald si aria bazei existd
relatia evidenta Ay =+ 24

Observam cd suprafata laterald (adicd reuniunea fetelor laterale) a unei prisme drepte are ca desfisurare un
dreptunghi avand o dimensiune egald cu perimetrul bazei prismei (notat &) si cealaltd dimensiune egald cu
indltimea prismei(notata /). Deci A =P, h
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Pentru a aplica aceste formule in cazurile concrete, folosim formulele cunoscute privind perimetrul si aria
dreptunghiului, precum si formulele pentru perimetrele si ariile poligoanelor regulate cu 3, 4 si 6 laturi.

Poligonul Figura Perimetrul Aria poligonului

Triunghiul echilateral /3
de latura / A 31 4
/
(D
/
L

Patratul de latura /

4] I

Hexagonul regulat
de laturd /

PJ3 33

6-—4—="">

6/

Dreptunghiul cu
dimensiunile L si /

) 20L+1) Ll

In particular, aria totald a unui cub este 6/2, iar aria totald a unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile L, / si
h, este 2(L1 + Lh + [h).

v/ Volumul prismei drepte

Dupad cum 1n plan unei suprafete poligonale 1i corespunde un numar pozitiv reprezentand aria acestei suprafete,
in spatiu, fiecarui poliedru 1i corespunde un numar pozitiv numit volumul poliedrului. Volumul aratd cat loc ocupa
in spatiu poliedrul considerat.

Unitatea de masurd pentru arie este aria patratului a carui laturd este unitatea de lungime. Analog, unitatea de
masurd pentru volum este volumul cubului a carui muchie este egald cu unitatea de lungime.

Astfel, un cub cu latura de 1 m are volumul de 1 m?, un cub cu latura de 1 cm
are volumul de 1 cm?.

Consideram un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile L =3 cm, /=2 cm
s1 h =2 cm. Paralelipipedul se poate descompune in 3 -2 -2 = 12 cuburi cu latura
de 1 cm (vezi Figura 17). Figural7

Cu alte cuvinte, unitatea de 1.cm? se cuprinde de 12 ori in volumul paralelipipedului dat, deci V=12 cm?.

Cele 12 cuburi au fost asezate in doud straturi, de cite 6 cuburi, pentru cd aria bazei paralelipipedului este
L-1=6cm?, iar inaltimea paralelipipedului este de 2 cm.

Volumul @ al unei prisme drepte se calculeaza dupa formula | AV =4, - A

in particular, volumul paralelipipedului dreptunghic cu dimensiunile L, [ si /& este U =L-/-h, iar volumul
cubului cu muchia [ este O = 3.

Probleme rezolvate

R 1. in prisma dreaptd ABCD’B’C’D’ cu baza un pitrat, cunoastem A 'C=13cmsi AC =12 cm.
Calculati aria laterald, aria totald si volumul prismei.
Solutie Cum AC=AB|2 si AC=12cm, obtinem AB =62 cm. D C’
Deoarece A4 " 1 (ABCD), rezultd A4" 1 AC si, din teorema lui Pitagora, A : B
AA? =4 C*-AC?=132-122=25,de unde A4 =5cm. )R -0
R. R T S A _ 2 — AR2 — 2 _ 2 -
ezulti: A =Py -h=4-6J2 -5=120/2 cm?. A, =AB*>=(62 )" =72 cm?2. A

: B
A=A+ 24, =12002 +2-72=(120/2 +144)cm?. OV =A, - h=72-5=360cm?. Figural3
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2. Sectiunea diagonald a unui cub are aria de 49,2 cm?. Calculati aria totald, volumul si diagonala

cubului.

Solutie Notand cu / latura cubului, sectiunea diagonala este un dreptunghi cu
dimensiunile / si /,/2 . Obtinem /22 =492, deci / = 7. Rezultd A, = 61> = 294 cm? | ) Figurald
$iV=1 =343 cm?. a

3. in Figura 20 este reprezentata desfagurarea unei prisme drepte cu baza un triunghi echilateral. Stiind ca

CC’ =10cm si BM =37 cm, calculati aria laterald, aria totald si volumul prismei. )
’ 3 B Figura 20

. T [ .
Solutie Notdm AB = [. Fie D, proiectia lui B pe AC. Avem BD = — §

C M
A
MD=21+% = 521 Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul BDM, avem D
1y3 ’
(3ﬁ)2=[TJ—] (3L, de unde 1= 3. Rezulii A =2, -h=3-3-10=90em?. 4\ /¢ M
B,
2
Ap = ! f = 9? cmz;d’ct:u‘ll+2-u4b:[90+ 9?} m2 N =A, h=—— 9\/_ -10= 452‘/§ cm?.

&. Fie ABCDEFA’B’C’D’E’F’ o prismd dreapti cu baza un hexagon regulat. Stiind ¢d F'C=10cm si
AC’ =221 cm, calculati aria laterala, aria totald si volumul prismei.

Solutie Avem FC' = F’C ca diagonale in dreptunghiul CC’F’F, deci LD’
FC’ =10cm. In cercul circumscris hexagonului regulat ABCDEF, punctele C F . 1 B c’
si F sunt diametral opuse, deci < CAF =90°. Din CC" 1 (4BC) si CA L AF, T b
cu teorema celor trei perpendiculare, rezultd C'4 L AF. | \;/L
Deci AF? = C F*-C 4%, de unde [ = AF = 4 cm, apoi FC =2/ =8cm. F 1E-"D }}, C
Din triunghiul dreptunghic CAF, obtinem AC = 4,/3 cm, iar din triunghiul 3 — %
dreptunghic CC’A4, rezultd h=CC’ = 6cm. Fi

igura 21

323 3.16
A =Py -h=6-4-6=144cm>. Ap = ZJ_ zf_24fm

A=A+ 204, = (144 +48 /3 )em?2. N =Ap-h=24/3 -6=144/3 cm’.

1 Aflati aria laterald, aria totald, volumul si diago- 6 Copiati si completati tabelul aldturat in care /, A,

nala unui cub cu latura de 4 cm. A, A st U reprezintd latura bazei, indltimea, aria
laterald, aria totald si volumul unei prisme drepte
cu baza un pdtrat.

2 Aria laterals a unui cub este 100 cm?. Calculati

aria totald si volumul cubului. / P n n 2
3 Volumul unui cub este de 216 cm?. Calculati: 3 4

a) aria totala, b) aria sectiunii diagonale.

6 120

4 Aria sectiunii diagonale a unui cub este de

492 cm?. Calculati aria totaldi si volumul : 180

cubului. 12 72(4/3 +4)
5 in cubul ABCDA’B’C’D’, distanta de la B’ la 96 128

AD’ este egald cu 2,/3 cm. Calculati diagonala 120 150

s1 volumul cubului.
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7 in cubul 4BCDA'B'C'D’ punctul M este mijlo-

cul laturii 4B, iar MDD’ = 6 cm.
a) Calculati aria laterald si volumul cubului.
b) Calculati distanta de la punctul C la planul
(MC'D").

8 Din cubulete de volum 8dm? formdm un cub

cu aria totald 216 dm?.

a) Cate cuburi mici folosim pentru a forma
cubul mare?

b) Din fiecare varf al cubului mare elimindm un
cubulet. Aflati volumul si aria corpului rdmas.

9 In Figura 22 este reprezentat un container

pentru colectarea deseurilor, avand forma unui
cub ABCDA'B'C'D’ din care lipseste baza
superioard (capacul). Pentru confectionarea con-
tainerului s-au folosit 1125 dm? de tabla.

a) Ardtati cd lungimea muchiei este de 1,5 m.

b) Stabiliti dacd incape in container o vergea
metalica, avand lungimea 2, 5 m.

¢) O furnicd merge pe suprafata laterala din
Ain C',pe drumul cel mai scurt. Stiind ca
drumul sau intersecteaza muchia BB in M, aflati
lungimea segmentului BM.

D" C’
A B’
D 7777777 - )C
Figura2?2
A B

IOUn paralelipiped dreptunghic are dimensiunile

3 cm, 4 cm si 6 cm. Aflati aria totald, volumul si
diagonala paralelipipedului.

11 Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped dreptun-
ghic cu AB=4cm, BC =3 cm si mdsura unghiu-
lui dintre AC” si (4BC) de 60°. Calculati aria
totald si volumul paralelipipedului.

'|Z O piatrd este pusd intr-un vas cu apd in forma de
paralelipiped dreptunghic cu lungimea 80 cm si
latimea 37,5 cm. Stiind ca astfel nivelul apei
creste cu 1 cm, calculati volumul pietrei.

13 Paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ are
AB=20cm, BC=16cm si44 =15cm.

a) Calculati aria totald si diagonala paraleli-
pipedului. b) Calculati d(B, DC").

c) Fie Q un punct situat pe muchia A4’

Calculati AQ astfel incat perimetrul triunghiului
B’QD s fie minim.

lll' Suma tuturor muchiilor unui paralelipiped drep-
tunghic ABCDA’B’C’D’ este egald cu 60 cm, iar
lungimea diagonalei AC" =9 cm.

a) Calculati aria totala a paralelipipedului.
b)Daca4'C ' NB'D ={0"}siAB=BC=4cm,
calculati valoarea tangentei unghiului format de
dreapta O’A cu planul (DBB ).

15 Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped dreptunghic
si M mijlocul lui A'D". Dacd AB = 4a, BC =2a,
a >0 si aria triunghiului MBC egala cu 542, cal-

culati:  a) volumul paralelipipedului;
b) dB ", AM); ¢) d(4, (MBC)).

16 Un rezervor in formd de paralelipiped dreptunghic
are lungimea de 5 m, latimea 4 m si indltimea de
3m.

a) Cati litri de apa incap in rezervor?

b) Daca in rezervor sunt 24000 / de apa, la ce
indltime se ridicd apa?

c¢) Dacd rezervorul este plin si evacudm apa
cu ajutorul unui robinet care are debitul de 240
litri pe minut, in cat timp golim rezervorul?

11 Patratul ABCD din Figura 23 ilustreaza sche-

matic o bucatd de carton din care se confec-
tioneazd o cutie fard capac in forma de parale-
lipiped dreptunghic. Pentru aceasta se decupeaza
din cele patru colturi ale cartonului patrate cu
latura x dm.
Stiind cd AB = 10dm si x € [1; 5), aflati:
a) Volumul cutiei pentru x = 2.
b) Aria laterala a cutiei, in functie de x.

A B

Figura23

D C

¢) Valoarea lui x pentru care aria laterald a
cutiei este maxima.
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18 Un podium de premiere se obtine prin lipirea a
tre1 paralelipipede dreptunghice avand bazele
congruente si 1ndltimi diferite, ca In Figura 24.
Se stie cd EM =20cm, AB=BC=CD =60cm,
AH=40cm, TN=30cm siJR=20cm.

a) Aflati indltimea paralelipipedului cores-
punzitor locului II.

b) Calculati aria suprafetei panzei necesare
pentru a Imbréca partile vizibile ale podiumului
(se considera ca nu sunt pierderi la imbinari).

c¢) O furnicd se deplaseazd, in linie dreapta,
pe traseul 4 > ->J->S-> K-> M- E. Ardtati
ca furnica parcurge mai mult de 292 cm.

U T
0 0
- Rf—— S
l S N M
I : J ‘
qd | G |/ F /g
K ' L
) ! ' Figura 24
4 B C D

19 Fie ABCDA’B’C’D’ un cub. Daca distanta de la

B la planul (4°C'D) este egali cu 4.3 cm,
calculati aria laterald, aria totald si volumul
cubului.

20 in cubul ABCDA’B’C’D’ punctele M si N se
aflda pe muchiile DD’ si respectiv BB, astfel
incat MD " = BN =22 si N =2cm.

Calculati: a) volumul cubului;
b) distanta de la B la planul (ACB").

21 in cubul ABCDA’B’C’D’ aria totali si volumul
sunt exprimate prin acelasi numadr, iar M este
simetricul lui B fatd de AD.

a) Aratati cd MD 1 (D DB).

b) Calculati distanta de la M la dreapta D’B.

ZZ Prisma dreaptd ABCDA’B’C’D’ are ca baza pa-
tratele ABCD si A’B’C’D’, indltimea A4 =
=9cm si diagonala DB =3./41 cm.

a) Calculati volumul prismei.

b) Calculati aria triunghiului ACD".

c¢) Calculati distanta de la punctul B’ la planul
(A4CD").

23 O prismd dreaptd cu baza un pdtrat are latura
bazei de 8 cm si madsura unghiului dintre
diagonala prismei si planul bazei de 60°.
Calculati aria laterala si volumul prismei.

le- in prisma dreaptda ABCDA’B’C’D’ cu baza ABCD
patrat, avem BC NCB = {0}, AB=2cmsi
inaltimea BB~ = 2J/3 cm.

a) Calculati aria totald si volumul.
b) Ardtati ci D°O=2./2 cm.
c¢) Demonstrati cé triunghiul AOD’ este dreptunghic.
d) Calculati valoarea sinusului unghiului format de
dreapta AO si dreapta B’D’.

25 Prisma dreaptd ABCDA’B’C’D’ are baza ABCD

un patrat, aria laterald egald cu 1003 cm? si
volumul egal cu 125/3 cm?.

a) Aritati cd A4° =5./3 cm.

b) Calculati distanta de la A la dreapta B'C.

c) Calculati masura unghiului dintre planele
(DCB ") si (4BC).

d) Fie M un punct pe muchia BB . Calculati BM
astfel incat perimetrul triunghiului AMC’ sa fie
minim.

26 Prisma patrulaterd regulatd ABCDEFGH repre-

zintd o cutie de carton cu capac, avand baza
ABCD. Se stie ca AB=20cm, AE = 10cm, O este
mijlocul segmentului EG si M este un punct pe
BO, astfel incat distanta CM sa fie minima.

Se cere:

a) volumul cutiei;

b) aria suprafetei cartonului folosit pentru
confectionarea cutiei, stiind cd aceasta este cu
10% mai mare decat aria totald a cutiei;

c) calculati lungimea segmentului CM.

21 O vaza are forma unei prisme drepte cu baza un
patrat. Inaltimea vazei este de 40 cm, iar latura
bazei este de 10 cm. In vazi se toarnd 3 litri de
apa.

a) Calculati aria laterald a vazei.

b) Determinati indltimea la care se ridicd apa
in vaza.

¢) In vazi se introduc patru cuburi de piatra,
fiecare cub avand muchia de 4 cm. Determinati
cu cati centimetri creste nivelul apei din vaza.
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28 Vlad si-a construit in curtea casei o piscind in

forma de prismd dreaptd cu baza un pdtrat cu
latura de 5 m. Cand piscina este plind, contine
40 000 litri de apa.

a) Care este indltimea piscinei?

b) Vlad doreste sd placheze peretii laterali ai
piscinei cu placi dreptunghiulare de faiantd cu
dimensiunile 20 cm, respectiv 40 cm, iar
podeaua cu placi patrate de gresie cu latura de
50 cm. Cate placi de faiantd si cate de gresie
trebuie sa cumpere?

29 Copiati si completati tabelul aldturat in care /,
h, A A, st QU reprezintd lungimile laturilor
bazei, Indltimea, aria laterald, aria totald si volu-
mul prismei drepte cu baza triunghi echilateral.

l h A Ay Q
6 8
2J/3 120
54 6(9+./3)
6 108
120 403

30 Prisma dreapta ABCA’B’C’ cu baza ABC, tri-

unghi echilateral, are AB=6cm si AB" = 10cm.
Calculati aria laterald si volumul prismet.

31 O prisma dreapta cu baza un triunghi echilateral

are raza cercului circumscris bazei de 23 cm
si volumul 135 cm?.
Calculati aria totald a prismei.

32 Prisma dreaptd ABCA’B’C’ are baza ABC un
triunghi echilateral si fetele laterale patrate cu
latura de 22 cm. Calculati aria laterald si
volumul prismei.

33 ABCA’B’C’ este o prismad dreaptd cu baza ABC
un triunghi echilateral. Volumul prismei este
egal cu 54,3 cm’. Muchiile 4B si BB’ sunt
congruente, iar punctul M este mijlocul laturii
AB. a) Aratati ca AB =6cm.

b) Aratati cd planele (MCB ") si (4BB ") sunt
perpendiculare.

¢) Calculati distanta de la punctul B la planul
(MCB").

34 Prisma dreaptd ABCA’B’C’ are baza ABC un
triunghi echilateral cu 4B =10cm, BB =5cm si
punctul M este mijlocul lui 4 'C".

a) Calculati aria totald si volumul prismei.

b) Determinati madsura unghiului dintre dreptele
AA’ si MB.

¢) Calculati distanta de la M la planul (BB "C).

35 Acoperisul unei cladiri, reprezentat schematic in

figura 25, are forma unei prisme drepte ABCDEF
cu AD=10cm, AB=6cm si bazele triunghiuri

echilaterale.
F
C E
A Figura 25
A

B

a) Calculati distanta de la Cla 4B.

b) Calculati volumul prismei ABCDEF.

c) Suprafetele ADFC si BEFC au fost acoperite
cu tabld. Aria tablei cumparata reprezinta 110%
din aria suprafetei care a fost acoperitd cu tabla.
Determinati cati metri pdtrati de tabld s-au cum-
parat.

36 Prisma triunghiulara regulatda ABCA B C" repre-

zintd un suport de creioane. Iniltimea suportului
este de 12 cm, iar aria laterald a suportului este
egald cu 288 cm?.
a) Aratati cd lungimea laturii bazei este de 8 cm.
b) Determinati unghiul dintre planele (4 BC) si
(4BC).
c¢) Un creion are un capdt in punctul 4 si celdlalt
capdt este mijlocul laturii B°C". Demonstrati cd
lungimea creionului nu depaseste 14 cm.

31 Un vas are forma de prisma triunghiulara regulata

ABCA B C’,1n care latura bazei 4B =24 cm, iar
muchia laterald 44" = 63 cm.

a) Aflati volumul vasului.

b) Putem pune 20 litri de apd in vas?

¢) O furnica merge pe suprafata laterald a vasu-
lui pe traseul 4 > M - C°',M € BB", BM =18 cm

pe drumul cel mai scurt. Aflati lungimea dru-
mului parcurs de furnica.
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38 O prisma dreaptd cu baza un hexagon regulat are latura bazei egald cu 2 cm si iniltimea egald cu /3 cm.
Calculati: a) aria laterala; b) aria totala; ¢) volumul prismei.

39 O prisma dreaptd cu o baza hexagon regulat are aria laterald egald cu 48cm? si aria totald egald cu
48(1 + /3 ) em?. Calculati volumul prismei.

40 Prisma dreaptd ABCDEFA’B’C’D’E’F” are una dintre baze hexagon regulat ABCDEF de laturd AB =3 cm.

Inaltimea prismei este A4~ =3./3 cm, iar punctul S este mijlocul segmentului EB .
a) Calculati aria laterald si volumul prismei. b) Calculati distanta de la S la dreapta AE"".

ll'l Se considerd o prisma dreapta ABCDEFA’B’C’D’E’F’ avand baza un hexagon regulat cu latura de 5 cm.
Daca masura unghiului format de diagonala 4C” cu planul bazei este 60 °, aflati aria totald si volumul prismei.

TeST D& AUTOEYALUARE

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu
SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)

5p Volumul unui cub cu diagonala de 3/3 cmeste . .. cm°.

5p O prismi triunghiulari regulati are muchia bazei 2/3 dm si muchia laterala de 4 dm.
Aria totald este . . . dm?.

5p Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile 5 dm, 4 dm si 2 dm.
Volumul paralelipipedului este ... dm3.

5p O prisma patrulaterd regulata are aria bazei 16 cm? si volumul 80 cm?.
Aria laterald a prismei este . . . cm?.

5p Pe un santier se sapd o groapa in formd de paralelipiped dreptunghic, cu lungimea 6 m, latimea 5 m si
adancimea 2 m. Pentru a nu se surpa, pe pereti se pun placaje. Aria placajului folosit are ... m?>.

5p Intr-un vas Ain forma de prisma patrulaterd regulatd cu aria bazei 10 dm? si indltimea 3 dm, se toarnd 25
litri de apa. Indltimea pana la care se ridicd apa in vas este . . . dm.

SUBIECTUL al II-lea - Precizati litera corespunzdtoare raspunsului corect. (30 de puncte)
5p Volumul unui cub este 27 cm?. Aria totald a cubului este:

A. 27 cm? B. 36 cm? C. 54cm? D. 45cm?

5p Un paralelipiped dreptunghic are diagonala de 52 cm si aria totald 94 cm?. Suma lungimilor muchiilor
paralelipipedului este:

A.12cm B. 48 cm C.25cm D. 47 cm
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5p O prisma triunghiulara regulati are aria laterald 60 cm? si aria totald 4(15+2/3 ) cm?. Volumul prismei

este:
A. 203 cm? B. 15/6 cm? C. 203‘5 cm? D. 603 cm?

5p @ O bucata de branzd in formd de paralelipiped dreptunghic cu lungimea 18 cm, latimea 12 cm si
indltimea 8 cm se taie in cuburi egale cu muchia exprimatd printr-un numdr natural de centimetri.
Numarul maxim de cuburi poate fi:
A.72 B. 216 C. 108 D. 1844

5p Eﬂ O piscind are forma unui paralelipiped dreptunghic cu lungimea 20 m, latimea 10 m si adancimea 2 m.
Cate galeti cu vopsea sunt necesare pentru vopsirea interiorului piscinei, stiind cd o galeatd de vopsea
poate acoperi o suprafati de 10 m?:
A.32 B. 52 C. 20 D. 12

5p O prisma patrulaterd regulata are volumul 100 cm? si aria laterala 80 cm?. Aria bazei este:
A.5cm? B. 20 cm? C.25cm? D. 40 cm?

SUBIECTUL al I1I-lea - Pe foaia de rezolvare scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)

Un acvariu are formd de paralelipiped dreptunghic cu lungimea 60 cm, latimea 40 cm si inaltimea

20 cm.
5p a) Pana la ce indltime se ridicd apa, dacd se toarna in acvariu 36 litri de apa?
5p b) Cate cuburi cu muchia de 10 cm incap 1n acvariul gol?
5p c¢) Daca in acvariul plin cu apa sunt 49 de pestisori, demonstrati cd in orice moment gasim doi pestisori

astfel incat distanta dintre ei s fie mai mica decat 17,5 cm.

Fie ABCA B C'o prisma dreaptd cu baza triunghiul echilateral ABC. Se stie cd AB=6cm si aria
triunghiului 4" BC este 18,/3 c¢m?. Calculati:

5p a) indltimea prismei;
5p b) aria laterald si volumul prismei;
S5p ¢) distanta de la 4 la (4 BC).

-156 -



Geometrie :

Lectia 3. Piramida regulata
Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul
piramidei regulate
(cu baza triunghi echilateral, patrat sau hexagon regulat)

v Descrierea piramidei regulate
Elementele piramidei regulate

Reamintim cd o piramidd se numeste piramidd regulatd dacd baza ei este un poligon regulat, iar muchiile
laterale sunt congruente. Am demonstrat anterior o conditie necesara si suficientd ca o piramida sd fie regulata.

Retine!

O piramidd este regulatd dacd si numai dacd baza sa este un poligon regulat, iar proiectia
varfului pe planul bazei reprezintd centrul cercului circumscris poligonului bazei.

De aici rezultd un procedeu de a reprezenta in desen o piramida regulata:
o desendm in plan orizontal poligonul regulat ce reprezintd baza piramidei;
e 1in centrul cercului circumscris poligonului, ridicdim o perpendiculard pe planul poligonului si pe aceastd
perpendiculara fixam varful piramidei;
o unind acest varf cu varfurile poligonului bazei, obtinem muchiile laterale ale piramidei.
in Figurile 26, 27, 28 am reprezentat o piramidi triunghiulard regulati, o piramida patrulaterd regulati si o
piramida hexagonala regulata.
Tema pentru lucru in _echipe Descrieti piramidele din Figurile 26, 27, 28, punand in evidentd varfurile,
fetele si muchiile. Justificati faptul ca fetele laterale ale fiecdrei piramide regulate sunt triunghiuri isoscele
congruente. S

S /
Figura 26 Figura 27 Figura 28

Definit,:ie

Se numeste apotemd a unei piramide regulate, Indltimea unei fete laterale, dusd din varful
piramidei.

Notdm cu a,, apotema piramidei, cu a,, apotema bazei si cu 4 indltimea. Fie M, mijlocul laturii 4B intr-o
piramida regulata cu varful in S. Notdm cu O centrul cercului circumscris poligonului bazei.
Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic SOM, avem SO? + OM? = SM?, adica:| h* + a} = a?

W3 . 13 16
3

De exemplu, pentru un tetraedru regulat de muchie /, avem a,, = 5 stay="¢", si obtinem / =
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v Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul

piramidei regulate (cu baza triunghi echilateral, patrat,
hexagon regulat)

1. In Figura 29, VABC reprezinti o piramida triunghiulara regulati cu baza 4BC, iar punctele M, N, P sunt,
respectiv, mijloacele segmentelor BC, AB si AC. v
o Proiectiile muchiilor laterale VA, VB, VC pe planul bazei (4BC) sunt, Figura 29
respectiv, segmentele 40, BO si CO. Deci unghiurile dintre muchiile laterale si

planul bazei sunt V40, VBO si VCo.

o Deoarece VM L BCsi OM L BC,rezultd cd unghiul dintre planul fetei D
laterale VBC si planul bazei este unghiul ¥MO. Precizati unghiul dintre (VAB) si 4 C
(4BC). L\

o Distanta de la centrul bazei la o muchie laterald se calculeaza ca indltime B
intr-un triunghi dreptunghic.

Exemplu Distanta de la O la VA este indltimea din O a triunghiului dreptunghic VOA si este egald cu VOV' AAO.

Precizati cum se calculeaza distanta de la O la V'C.

o Deoarece VM L BC, OM L BCsi BC < (VBC), rezultd ca (VOM) L(VBC) si deci distanta de la O la

(VBC) este lungimea perpendicularei din O pe VM si este egald cu % Spuneti cum se calculeaza distanta de

la centrul bazei la (VAB).

o Deoarece (VAM) L (VBC),rezultd ci distanta de la 4 la (VBC) este distanta de la 4 la VM, care se

calculeazd de obicei exprimand aria triunghiului ¥4M 1n doud moduri, si anume: vo '2AM = dd; V]\z/l) : VM.

o In orice piramida triunghiulara regulati, muchiile opuse sunt perpendiculare:
VA 1L BC, VB LAC$i VC L AB. (BC L (VAM) si VA < (VAM), rezultd BC L VA).
Demonstrati cd VB L AC.
o Deoarece AVBC=AVAC, dacd ducem BD L VC,atunci si AD L VC, deci unghiul dintre planele fetelor
VBC si VAC este unghiul dintre dreptele BD si AD.

A . - . S ) Figura 30
2. In Figura 30, VABCD este o piramidd patrulaterd regulatd cu indltimea VO si

apotema VM.

o Proiectiile muchiilor laterale: VA, VB,VCsi VD pe planul bazei sunt,
respectiv, segmentele OA4, OB, OC si OD. Deci unghiurile dintre muchiile laterale si
planul bazei sunt: V/[O, IZR\O, VCO si VDO.

e Deoarece VM LBCsi OM L BC, rezultd cd unghiul dintre planul fetei
laterale VBC si planul bazei este unghiul VMO.

Construiti unghiul dintre (VAB) si (4BC).

o Spunem despre fetele VAD si VBC ci sunt fete opuse. Din BC || AD, BC < (VBC), AD < (VAD) si V este
punct comun, rezultd ca dreapta de intersectie a planelor (VAD) si (VBC) trece prin V si este paralela cu BC. Ducem
VN L AD si fie d=(VAD) N (VBC), rezultd VM L d si VN L d. Deci unghiul dintre (VBC) si (VAD) este unghiul
dintre VM si VN.

e Daci BE 1 VC, atunci si DE 1 VC, deci unghiul dintre (VBC) si (VDC) este unghiul dintre BE si DE.

o Distanta de la centrul bazei la o muchie laterald, de exemplu de la O la V4, este indltimea din O a

triunghiului dreptunghic VOA si este egali cu VOV' AOA.

o Distanta de la centrul bazei la o fata laterald, de exemplu de la O la (VBC), este distanta dela Ola VM

((VOM) 1 (VBC)) si este egald cu %
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Distanta de la 4 la (VBC) este dublul distantei de la O la (VBC), deoarece O este mijlocul segmentului AC
si Ce (VBO).
Unghiul dintre V4 si BC este unghiul dintre V4 si AD (4D | BC), adica < VAD.

Probleme rezolvate

N
v 1. VABC este o piramida triunghiulara regulati cu latura bazei AB = 18 cm, VA = 12 cm, O este
centrul bazei si N € VA, VN =4 cm. Calculati:

a) lungimile segmentelor VO si VM;
b) mésura unghiului dintre V4 si (4BC);
¢) aratati ca NO || (VBC); d) distanta de la N'la (4BC);
e) tangenta unghiului dintre MN si (4BC); f) distanta de la 4 1a (VBC);
g) sinusul unghiului dintre V4 si (VBO);
h) cosinusul unghiului dintre VM si AC.

Solutie a) AQ = 3AM =3 & =643 cm.

A VOA dreptunghic in O; VO?* = VA> — AO?, rezultd VO = 6cm.
A VMB este dreptunghic in M, rezultd VM? = VB? — BM?, rezulti VM =3./7 cm.

b) < [V4; (UBC)] = < (V4;40) = (V40 = 30° (VO = VA)

2
VN MO 1 ) . o ) ' .
©) 74 = a4 = 3- Rezultd conform reciprocei teoremei lui Thales cd NO | VM; VM < (VBC)si NO & (VBC),

rezulti NO || (VBC).

d) Ducem ND || VO si cum VO 1 (4BC), rezultda ND 1 (ABC). In AVAO, ND || VO,rezulti conform teoremei
ND _ AN _ AD

Figura 31

fundamentale a asemanarii ci AAND ~ AAVO, rezultd == V0 = AV = 40" rezulti ND=4cm s1 AD = 4./3 cm.
e) Proiectia lui MN pe (4BC) este MD. Deci unghiul dintre MN si (ABC) este <NMD. tg <NMD = ]gﬁ =

Y

— 15

f) Din AM 1 BC, VM 1 BC si BC = (VBC), rezulta (VAM) L (VBC),rezulta d[4;(VBC)] = d(4; VM) = AQ.
AM - VO VM-AQ  3J7 -AQ

JAVAM=T=27\/§ em?, Appay = 3 = 7
3J7 -4 18421
Deci % =273, rezulti AQ = 8\4_ cm
g) Din AQ 1 (VBC), rezulta proiectia lui ¥4 pe (VBC) este VQ si unghiul dintre V4 si (VBC) este <AVQ.
sin <AVQ = AQ = %
h) MT este hme mijlocie in AABC, rezultd MT || AC, rezultd <(VM;AC) = <(VM; MT) = < VMT. Deducem
_MT_9 g ME _ 3T
VE 1 MT, rezulta ME = ET = 7 =75 cm. cos VME = UM 1

2. VABCDEF este o piramidi hexagonala regulati cu iniltimea 7O =12cm, VA =83 cmsi VM este
apotema piramidei. Calculati:

a) lungimile segmentelor 4B si VM; 1%

b) masura unghiului dintre o muchie laterala si planul bazei;

c) sinusul unghiului dintre planul unei fete laterale si planul bazei;

d) distanta de la O la (VAB);

e) distanta de la B la (VAD);

f) sinusul unghiului dintre (VAB) si (VDE).

Figura 32
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Solutie a) A VOA este dreptunghic in O, rezultd 40* =

VA2 - VO?, rezulti AO =43, rezulti AB=43 cm.

A VMA este dreptunghic in M, rezultd VM? = VA* — AM?, rezultd VM = 6./5 cm.

b) < (V4: (4BC)) = < (V4;40) = < V40 = 60° (40 =12,
C)VM 1 AB, VM < (VAB), OM 1 AB, OM < (ABC), rezulta < (VAB); (ABC)) = < (VM; OM) =

VO _ i
sin VMO = VM =
d(0; (VAB)) = d(O; VM) Vo OM _ 125

VA
<VMO.

d) OM L AB, VM 1 AB si AB < (VAB), rezultd (VOM) L (VAB), rezulta

e) VO < (VAD) si VO 1 (ABC), rezultd (VAD) L (4BC), rezulta d(B;(VAD)) = d(B; AD) = 2 =6cm.

f) Din 4B || DE, AB < (VAB), DE c (VDE) si V este punct comun, rezultd ci dreapta de intersectie a planelor
(VAB) si (VDE) trece prin V si este paraleld cu AB. Fie {N} = MO N DE si a=(VAB) N (VDE).

Din VM 1L AB, VN L DE sia || AB || DE, rezultdi VM 1 dsi VN Ld. Deci unghiul dintre (VAB) si (VDE) este

unghiul dintre VM si VN, adica <MVN.
MN-VO

VM - VNsin MVN

Aamrn = =172 sz; Aramn =

2 2

= 90 sin MVN. Se obtine sin MVN =0, 8.

1 VABCD este o piramida patrulaterd regulata, O

este centrul bazei ABCD, M este mijlocul mu-
chiei BC, iar N este mijlocul muchiei V'C. Se stie
cd AB =12 cm si aria triunghiului VBC este egald
cu aria bazei.
Calculati:

a) lungimile segmentelor VO si VM;

b) tangenta unghiului dintre NO si BC;

¢) distanta de la O la (VBC);

d) distanta de la N 1a (VBD);

e) tangenta unghiului dintre MN si (VAC).

Z VABC este o piramidd triunghiulara regulatd, O
este centrul bazei ABC, D este mijlocul muchiei
BC si E este mijlocul muchiei 4B.

Dacd AB =12cm si VA =8 cm, se cere:
a) lungimile segmentelor VO si VD;
b) si aritati cd DE || (VAC);
¢) unghiul dintre V4 si BC;
d) tangenta unghiului dintre VD si AC;
e) distanta de la 4 1a(VBC).

3 Piramida hexagonala regulatd VABCDEF cu var-
ful V are indltimea VO =6cm si AB=12cm.
Calculati:

a) lungimea apotemei piramidei;

b) distanta de la 4 la (VCF);

¢) sinusul unghiului dintre V4 s1 VD;

d) masura unghiului dintre (VBC) si (VEF).

ll' Piramida triunghiulard regulatd ABCD are baza
ABC cu AB=6cm si AD =5cm. Punctele M si N
sunt mijloacele segmentelor 4B, respectiv AD.

a) Calculati Indltimea si apotema piramidei.

b) Calculati sinusul unghiului dintre dreapta MN
si dreapta DC.

c¢) Calculati lungimea proiectiei segmentului
MN pe planul (4BC).

Piramida patrulatera regulatd VABCD are lungimea
indltimii VO egala cu lungimea laturii BC a pa-
tratului ABCD si M este mijlocul laturii BC. Daca
VM = 4./5 cm, calculati: a) iniltimea VO,

b) distanta de la O la planul (VBC);

c) distanta de la O la VB.

6 O piramida patrulatera regulata VABCD cu varful
V are AB= V0O =10 cm, unde ACNBD = {0}.
Calculati: a) apotema piramidei;
b) distanta de la 4 la (VBC) ;
¢) distanta de la mijlocul lui ¥4 la planul (VBC).

1 Piramida patrulatera regulata VABCD, de varf V are
aria laterald egala cu 288 cm? si unghiul dintre pla-
nele (VBC) si (VAD) are masura de 60°. Calculati:

a) masura unghiului dintre planele (VBC) si (4BC);

b) indltimea piramidei;

c) valoarea tangentei unghiului format de muchia
laterala cu planul bazei;

d) distanta de la mijlocul Tnaltimii VO la planul

(VBC).
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Lectia 4. Aria si volumul piramidei regulate cu baza
triunghi echilateral, patrat sau hexagon regulat

e Desfasurarea piramidei regulate

Figurile 33, 34 si 35 reprezintd desfdsurdrile suprafetelor unei piramide triunghiulare regulate, ale unei piramide
patrulatere regulate si ale unei piramide hexagonale regulate, avand lungimea muchiei bazei / si lungimea muchiei
laterale m.

Figura33 Figura34

Figura35

v/ Aria laterali si aria totald a piramidei regulate

e Suma ariilor fetelor laterale ale unei piramide se numeste aria laterald a piramidei. (Suprafata

coloratd cu rosu).
e Suma ariilor tuturor fetelor unei piramide se numeste aria fotald a piramidei.

Notam aria laterald cu A, aria totald cu A, si aria bazei cu A,.

Intre aria totald, aria laterald si aria bazei exista relatia evidentd: | A, =A; +A,

Deoarece fetele laterale ale unei piramide regulate sunt triunghiuri congruente, ariile lor sunt egale. Aria unei

l[-a : o : . : n-l-a
fete laterale este > £ Deci, pentru o piramida a cirei bazi este un poligon cu n laturi, avem A, = Tp
()
Cum n - [ =%, (perimetrul bazei), obtinem formula: Ay = Iy-ap
)

< 2J3 *J3
In particular, aria laterald a unui tetraedru regulat este 3 - 4 iar aria totala este 4 - 1— =12/3.

v’ Volumul piramidei regulate

Volumul <V al unei piramide se calculeaza dupa formula| o, _
indltimea piramidei.

unde am notat cu A, aria bazei si cu A,
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v/ Sectiuni paralele cu baza in piramida

Fie SBAC o piramida si planul a paralel cu (4BC) care intersecteazd muchiile S4, SB si SC in punctele 4°, B’,
S

C’. Atunci suprafata triunghiularda 4’B’C’ reprezintd sectiunea determinatd de
planul a in piramida considerata (vezi Figura 36). Triunghiurile ABC si A’B’C” sunt
asemenea, raportul de asemadnare k fiind egal cu raportul indltimilor piramidelor
SA’B’C’ 51 SABC sau cu raportul muchiilor corespunzitoare, adica avem:
4B _BC _CA SO _S4'_SB'_ SC
AB BC CA SO ~ S4  SB = SC
in aceste conditii, spunem cd piramidele SA’B’C’ si SABC sunt asemenea, 4{- ---
raportul de asemédnare fiind k. Sa calculdm raportul volumelor celor doud piramide.

. Ansp-c - SO’ y

SA'BC 3 _Ampc SO N ..

Vo~ Anme SO = Aupe SO Dar SO =k, iar raportul ariilor a
3

. . . Appoc Vsasc
doui poligoane asemenea este egal cu pitratul raportului de aseminare, adicd “242-“ = ;2. Rezulta —22-< = 3.
Anapc Vsasc

Consideratiile de mai sus sunt valabile pentru o sectiune paraleld cu baza in orice piramida.
Tema pentru lucru in echipe Demonstrati ca raportul ariilor laterale ale piramidelor S4B C" si SABC este
egal cu k2.

Retine!
Sectionand o piramidd printr-un plan paralel cu baza, se obtine o piramidd asemenea cu
piramida data. Raportul volumelor celor doud piramide este egal cu cubul raportului de asemanare,
iar raportul ariilor laterale (totale) este egal cu patratul raportului de asemanare.

_ Probleme rezolvate

1 0 piramida triunghiulara regulati SBAC are iniltimea de 8 cm, iar raza cercului inscris in triun-

ghiul ABC este de 6 cm. Calculati:

a) apotema piramidei,

b) aria laterald si aria totald a piramidei;

¢) volumul piramidei;

d) distanta de la punctul 4 la planul (SBC).
Solutie a) Fie M, mijlocul laturii BC. Raza OM a cercului inscris in triunghiul =~/ C

ABC reprezintd apotema bazei (vezi Figura 37). Rezultd a} = aj + h* = 100, deci

a,=10cm.

S

Figura37

b) Avem AM =3-OM =18 cm, darAM=%, deunde /=123 cm. B
Py- 2
A= bZa*” =180/3 cm?;, A, = Z f =108/3 cm?;, A=A +A, =288./3 cm?.

Ay-h 10843 -8
37 3

=288./3 cm?3.

c) V=

“ . - A . S A <X
d) Notam distanta cerutd cu x. Considerand fata SBC ca baza a piramidei, avem & = %, dar

603 -x
3

Aaspc = BCéSM =60,/3.Din 2883 = ,x=14,4cm.
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2 Dintr-o foaie de tabla patrati ABCD cu latura de 6 dm se confec- P C
tioneaza o piramida patrulaterd cu baza MNPQ. Pentru aceasta, se 1inlaturd
triunghiurile AMB, BNC, CPD si DAQ, unde MA = MB=NB=NC=PC=PD =
=0D =04 si <AMB =120°. Ardtati cd partea rdmasd reprezintd desfisurarea
unei piramide regulate si calculati aria laterald, aria totald si apotema piramidei
(vezi Figura 38).

Solutie Triunghiurile MAB, NBC, PCD si QDA sunt congruente conform 4 , , N
cazului L.L.L. Aceste triunghiuri sunt isoscele cu unghiurile de la baza de 30°. M - 33
Triunghiurile QAM, MBN, NCP si PDQ sunt congruente conform cazului igura

L.U.L. si isoscele cu unghiurile de la varf de 30°, deci cu unghiurile de la bazd de 75°. Rezultd ca MN=
=NP=PQ=0M st <OMN=360°—-120°-2-75°=90°. MNPQ este romb cu un unghi drept, deci este pdtrat.
Suprafata hasuratd reprezintd desfdsurarea unei piramide patrulatere regulate avand ca baza patratul MNPQ si
muchiile laterale congruente. Fie M’ proiectia lui M pe AB si P’ proiectia lui P pe CD. In triunghiul AMM’, avem
MM’ =AM’ tg30° = J3 cm si AM =2MM" =2./3 cm. Notim MN=[. Din M'P = MM + MP + PP, obtinem
6=2-/3 +142, de unde /=32 — /6. Obtinem A, =(3/2 — /6 )* =(24—12/3 ) cm?. Aria triunghiului 4BM

. o 60-43
esteAB éMM = 2/_

=33 cm? Ariatotalia piramidei este A, = A 4pcp —4 Aanup =36—-4-3 J3 =

=36-12./3, deci aria laterald este 36— 123 —(24-12/3 )=12cm?. BD taie MN in B’ si PQ in D’. Atunci
BB’ =DD’ =a, (apotema piramidei). Din BD=BB +B’'D’ +DD’, obtinem 6,2 =2a,+3,2 — /6, de unde
3J2 +J6
ap=—">5
3 Fie SABCDEF o piramida hexagonali regulati cu AB = 10 cm s1 masura unghiului 45D de 60°.
Calculati:

a) aria laterald si aria totald a piramidet;

b) volumul piramidei;

c) distanta de la centrul bazei piramidei la o muchie laterala.

Solutie a) Triunghiul SAD este echilateral cu AD =2 - AB =20 cm. Notam cu M mijlocul lui 4B.

AD -
Cum iniltimea piramidei este 1 = SO = Tﬁ =53, obtinem SM? = SO? + OM? = (103 )* + (53 )* =375,

deci apotema piramidei este a, = SM=5,/15 cm.

6.1 A S Figura 39
Rezultd A, = 5 D _ 15015 cm?, A, = 5 = 150/3 c¢cm?
st A, = +Ap = 150(/15 + 3 )cm?.
b) V= A”3 h_ 5053 03 _ 1500 cm?. A D
B [

S0-04 1043 -10 5T em

C) d(O: SA) = SA = 20

-163 -



Geometrie
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1 Copiati si completati tabelul de mai jos, unde L, h, m, a,, A;, A, si 9V reprezintd respectiv: latura bazei,

inaltimea, muchia laterald, apotema, aria laterald, aria totald si volumul piramidei triunghiulare regulate.

L h m ap Ay A, al
6 3
2 J13

13 12

2J3

9/3

753

1003

475

1442

2 Calculati aria laterald, aria totald si volumul unei
piramide triunghiulare cu toate muchiile congru-
ente egale cu 12/3 cm.

3 Piramida triunghiulard regulatd SABC are baza

triunghiul ABC, M este mijlocul muchiei BC,

SA=122si <CASM=90".

a) Calculati aria laterald si volumul piramidei.

b) Calculati distanta de la mijlocul segmentului
AM la planul (SBC).

c) Calculati lungimea celui mai scurt drum
dintre punctele 4 si M pe suprafata laterald a
piramidei.

4 Calculati volumul unei piramide cu toate mu-

chiile congruente, stiind ca desfdsurarea sa este
un triunghi echilateral cu aria egald cu
163 cm?.

5 Piramida triunghiulara regulatd VABC are mu-
chiile congruente. Iniltimea piramidei este VO,
punctul M este proiectia punctului O pe muchia
VB si MC==27 cm.

a) Ardtati cd BC = 6 cm.

b) Calculati volumul piramidei.

c¢) Calculati sinusul unghiului dintre dreapta
MC si planul (YOO).

6 Din sase betisoare cu aceeasi lungime, lipindu-le
intre ele la capete, construiti patru triunghiuri
echilaterale.

7
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In piramida triunghiulara regulati V4BC, iniltimea
VO are lungimea egald cu 12 cm, iar distanta de la
punctul O la planul (VBC) este egald cu 7,2 cm.

a) Aritati ci AB= 183 cm.

b) Calculati volumul piramidei VABC.

c) Stiind ca punctele G, G2, G3 sunt centrele de
greutate ale fetelor VAB, VAC, respectiv VBC,
calculati volumul piramidei regulate VGG, Gs5.

Fie piramida triunghiulara regulata V4BC cu baza

ABC. Inaltimea piramidei este de 12 cm si misura
unghiului format de planul bazei cu o fata laterala
60°. a) Calculati aria totala a piramidei.

b) La ce distantd de planul bazei trebuie dus un
plan paralel cu planul bazei, astfel incat piramida

mica formatd si aiba volumul egal cu cm??

3

9 Laun atelier de creatie, Mihai construieste, din trei

placute de plastic in forma de triunghi isoscel, cu
latura bazei 12 cm si Indltimea corespunzitoare
bazei de 8 cm, si dintr-o placutd In formd de
triunghi echilateral cu latura de 12 cm, o piramida
triunghiulara regulata.

a) Care a fost suprafata materialului de
plastic necesard pentru confectionarea piramidei?
Aproximati la intreg!

b) Inainte de a adauga baza piramidei, Mihai
verificd dacd au fost facute bine lipiturile fetelor
laterale. Pentru aceasta el doreste sda umple
interiorul piramidei cu apa. I-a fost suficient un
pahar de 125 ml plin cu apa?
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'|0 Cutiile pentru laptele primit de elevii unei scoli
au forma unui tetraedru regulat cu muchia de
1 dm. a) Calculati aria suprafetei materialului
necesar pentru o cutie.
b) Cati mililitri de lapte contine o cutie?
(Se ia pentru /2 valoarea aproximativi 1,41.)

11 O piramida hexagonald regulatd are aria bazei
de 32./3 dm? si volumul de 128 dm?*. Calculati
aria laterald a piramidei si masura unghiului unei
fete laterale cu planul bazei.

'|Z Piramida hexagonald regulatd VABCDEF, de

varf V, are aria laterald egald cu 48,/3 cm? si
apotema piramidei de lungime 4./3 cm.
Calculati volumul piramidei si sinusul unghiului
format de planul (V¥BD) cu planul bazei.

13 Copiati si completati tabelul de mai jos, unde L,
h, m, a,, A, A st U reprezintd respectiv: latura
bazei, 1ndltimea, muchia laterald, apotema
piramidei, aria laterald, aria totald, si volumul
unei piramide patrulatere regulate.

L h m ap, Ay Ay al

42 3
5110
18 540
3 64
4 32

2320 | 3920

lll' O piramida patrulatera regulata are latura bazei

de 2/3 cm si unghiul unei fete laterale cu planul
bazei de 60°. Calculati aria totald si volumul
piramidei.

15 O piramida patrulatera regulatd are toate mu-

chiile congruente si aria laterald de 16/3 cm?.
Calculati volumul piramidei si mdsura unghiului
dintre o muchie laterald si planul bazei.

16 O piramidd patrulaterd regulata are apotema de

4./7, iar muchia laterali formeazi cu planul
bazei un unghi de 60°. Calculati:

a) volumul piramidei;

b) distanta de la centrul bazei la o fatd laterala.

17 i piramida patrulaterd regulatdi VABCD de bazi
ABCD, latura bazei are lungimea de 12 cm, iar
unghiul dintre planele (VAC)si (VBC) are ma-
sura de 60°. a) Aratati cd BD 1L (VAC),

b) Calculati volumul piramidei.
¢) Aflati masura unghiului dintre planele (VBC) si
(VeD).
d) Calculati distanta de la punctul 4 la planul
(VBO).

18 Un elev construieste din sarma un model de pira-

mida patrulatera VABCD cu toate muchiile con-
gruente.
Pentru acest model elevul a folosit 96 cm de
sarma.
a) Calculati aria totald a piramidei VABCD.
b) Determinati inaltimea piramidei VABCD.

19 Intr-un camping un cort are forma unei piramide

patrulatere regulate cu varful S si baza MNPQ. Se
cunoaste aria triunghiului SMN de 12,3 m? si
SM = MN.

a) Sa se afle Tndltimea cortului.

b) Calculati cati m? de panza de cort sunt nece-
sari pentru confectionarea cortului (se stie cd si
baza cortului este confectionatd din acelasi mate-
rial).

c) Aflati volumul aerului din cort.

20 Dintr-o bucatd de lemn in forma de piramida

patrulaterd regulatd SABCD, un sculptor si-a
conceput lucrarea eliminand doud piramide
patrulatere regulate SMNPQ si OMNPQ. Se stie
cd triunghiul SAC este echilateral de latura
33 )
—5 msica punctele M,N,P,Q sunt mijloa-
cele muchiilor piramidei SABCD. Calculati:

a) indltimea SO a piramidei,

b) volumul corpului eliminat;

¢) aria totald a corpului ramas.
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21 Copiati si completati tabelul de mai jos, unde L, h, m, a,, A;, A, si U reprezintd respectiv: latura bazei,
indltimea, muchia laterald, apotema piramidei, aria laterald, aria totald si volumul unei piramide hexagonale

regulate.
L h m a, A A, Q)
2J3 5
2 1
4 28J3
2a 2a\2

TEME DE SINTEZA

Recomandate pentru lucru in echipe

1 intr-un acvariu cu dimensiunile de 2 dm, 3 dm si 4 dm inoatd 25 de pestisori. Demonstrati ca in orice moment
exista cel putin doi pestisori la distantd mai mica decat 18 cm.

2 Un diamant are forma unui tetraedru regulat cu muchia de 3 cm. Diamantul este ambalat intr-o cutiutd cubici
cu muchia de 4 cm.
a) Calculati volumul diamantului.
b) Calculati raportul dintre aria bazei diamantului si aria bazei cutiei.
c) Cat la suta din volumul cutiei reprezintda volumul diamantului?

3 a) Aria unei fete laterale a piramidei lui Keops este egald cu aria unui patrat avand latura egald cu Indltimea

o . . o . 1+J5
piramidei. Demonstrati cd raportul dintre apotema piramidei si apotema bazei este egal cu 2J_ (numarul
de aur).

1+.J/5 . . . .
b) Se noteaza 5 cu litera greceasca ¢. Considerdm sirul 1, ¢, 42, ¢°,.... Demonstrati ca fiecare termen
al sirului, Incepand cu al treilea, este egal cu suma celor doi termeni dinaintea lui.

TEST DE AUTOEVALUARE

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu
SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)

5p Desfasurarea suprafetei totale a unui tetraedru regulat este un triunghi echilateral cu latura 6 cm. Aria
totald a tetraedrului este . .. cm?.

5p Volumul unei piramide hexagonale regulate este 1080 cm?, iar muchia bazei este 1,2dm. Iniltimea
piramidei este . . . cm.

5p Sectiunea diagonald a unei piramide patrulatere regulate este un triunghi dreptunghic isoscel cu aria
2dm?. Volumul piramidei este . . . dm?.
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5p O piramida triunghiulard regulatd are muchia bazei de 6 cm si unghiul dintre o fatd laterald si planul

bazei 60°. Aria laterald a piramidei este . . . cm?.

5p @ O piramida patrulatera regulati are muchia laterald 20/3 cm si inaltimea 2 dm.

Aria bazei este . . . dm?.

5p Dacad aria laterald a unui tetraedru regulat este 12/3 cm?, aria bazei este . . . cm?.

SUBIECTUL al II-lea - Precizati litera corespunzatoare raspunsului corect. (30 de puncte)
5p Inaltimea unui tetraedru regulat este 3,/6 cm. Aria totald a tetraedrului este egala cu:

813 2433
A.12/6 cm? B. [ cm? C. —4‘/_ cm? D. 81/3 cm?
5p O piramidi patrulatera regulatd cu toate muchiile egale are aria laterali 16,/3 cm?. Aria bazei este egald
cu:
A.4/3 cm? B. 16cm? C. 8cm? D. 8./3 cm?

5p VABC este o piramida triunghiulard regulatd cu baza ABC s1 VA L VB L VC L VA. Daca aria laterala este
32cm?, atunci volumul piramidei este:

323
A. 32 em’ B. 32 om’ C. 1643 cm? D. 9J_ om’
5p @ in F. igura 41 se stie ca triunghiurile MAB, NBC, PCD, QDE, REF si SFA sunt echilaterale cu latura de
4 cm. Aceasta figurd reprezintd o bucata de carton din care Bogdan a M Figura 41

construit o piramida hexagonala regulata. Aria totald a piramidei este: "
N
A. 24 /3 cm? B. 48./3 cm?

C. 36J2 cm? D. 32./3 cm? R

5p O stancd este in forma de piramida patrulaterd regulatd V4BCD cu muchia laterald V4 = 200 m si mdsura
unghiului 4VB de 45°. Un alpinist porneste din 4 pe drumul cel mai scurt pand la mijlocul muchiei V'C.
Lungimea drumului parcurs de alpinist este:
A.300m B. 1002y2 +1)m C. 100/5 m D. 400 m

5p O piramida patrulatera regulatd are aria laterald de 1040 cm? si aria totala 1440 cm?. Lungimea muchiei
bazei este de:
A. 102 cm B. 200 cm C. 12cm D. 20 cm

SUBIECTUL al IIl-lea - Pe foaia de rezolvare scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)

O piramida patrulatera regulatd VABCD are latura bazei AB = 10 cm si apotema 13 cm.
5p a) Calculati volumul piramidei.

5p b) Demonstrati cd muchia laterala este mai mica decat 14 cm.

5p c) Dacd M se afla pe muchia V'C, determinati lungimea lui VM, astfel incat aria triunghiului MBD sa fie
minima.

VABCDEF este o piramidd hexagonald regulatd cu muchia bazei AB=6cm si muchia laterald

VA=6/2 cm.

5p a) Calculati aria totala a piramidei VABCDEF.

5p b) Demonstrati ca VACE este piramida triunghiulara regulata.

5p c) Calculati raportul dintre volumul piramidei VACE si volumul lui VABCDEF.
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Lectia S. Trunchiul de piramida regulata
Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau

in interiorul trunchiului de piramida regulata
Aria si volumul trunchiului de piramida regulata

v Descrierea trunchiului de piramidi regulati

Elementele trunchiului de piramida regulata

Sectionand o piramidd cu un plan paralel cu baza acesteia, se obtine o piramidd asemenea cu cea data.
Indepartand aceastd piramida, se obtine un poliedru a carui denumire este trunchi de piramidd. Daca piramida este
regulati se spune despre trunchi ca este de piramida regulati. In Figurile 42, 43 si 44 sunt reprezentate: trunchiul de
piramidd triunghiulard regulata, trunchiul de piramida patrulaterd regulatd si trunchiul de piramidd hexagonalad

regulata.

Figura 42 B

’ D C
07
A——%3

Figura 43

,

B

¢ Figura 44

Reamintim cateva dintre definitiile si proprietitile cunoscute ale unui trunchi de piramida.

Muchiile laterale ale unui trunchi de piramida regulata sunt congruente.

Fetele laterale ale unui trunchi de piramida regulatd sunt trapeze isoscele congruente.

Bazele unui trunchi de piramida regulata sunt poligoane regulate asemenea.

Distanta dintre planele bazelor unui trunchi de piramida se numeste inaltimea trunchiului.

Indltimea unuia dintre trapezele care constituie fetele laterale ale unui trunchi de piramidd se numeste
apotema trunchiului.

Notam cu O si O’ centrele cercurilor circumscrise poligoanelor ce constituie bazele trunchiului de piramida, iar

cu M si M’ mijloacele laturilor AB si4'B".

In trapezul dreptunghic OMM" O (vezi Figura 45) avem:

OO’ = h (Inaltimea trunchiului);
OM = ap (apotema bazei mari);
O’'M’ = a, (apotema bazei mici);
MM’ = a, (apotema trunchiului).

Are loc relatia:

a2 =h*+(ag—ap)’
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v Desfasurarea trunchiului de piramida regulata

in figurile de mai jos sunt reprezentate desfasurarile pe un plan ale trunchiurilor de piramida triunghiulari (vezi
Figura 46), patrulaterd (vezi Figura 47) si hexagonala regulate (vezi Figura 48).

Figura 46 ; Figura 47 " Figura 48

v/ Aria laterali si aria totald a trunchiului de piramida regulati

e Suma ariilor fetelor laterale ale unui trunchi de piramida se numeste aria laterald a trunchiului

de piramida.
e Suma ariilor tuturor fetelor unui trunchi de piramida se numeste aria fotald a trunchiului.

Notam aria laterala cu A, aria totald cu A, si ariile bazelor cu g (aria bazei mari) si o, (aria bazei mici). Mai
notam cu L latura bazei mari cu / latura bazei mici si cu a, apotema trunchiului.

Are loc relatia evidentd: | A, =A;+Ap +A

Deoarece fetele laterale ale unui trunchi de piramida regulata sunt trapeze congruente, ariile lor sunt egale. Aria

unei fete laterale este (L+—M. Deci, pentru un trunchi de piramida al carei baze sunt poligoane cu n laturi, avem
L+1D)- L+nl)- . . o . D
Ar=n- ( 2) a _(n ; ) At Cum n-L=4 (perimetrul bazei mari) si n-I/=%, (perimetrul bazei mici),

_ (“'I-’B 'h(i'b) cd;

obtinem formula: | 4, 3
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v/ Volumul trunchiului de piramidi regulati g

‘ Figura 49
l

Ne propunem sda gasim o formuld pentru calculul volumului unui trunchi de
piramida in functie de indltime si ariile celor doud baze.

Fie S, varful piramidei din care provine trunchiul si /', distanta de la S la planul
bazei mici. In Figura 49 am reprezentat un trunchi de piramida patrulatera si piramida
din care provine, dar rationamentul este valabil pentru orice trunchi de piramida.
Volumul trunchiului este egal cu diferenta volumelor celor doud piramide, deci

Q}Z%U&B(h+/’l’)—%u4b°h’ :%&B’h‘l'%h'(ullg—uh), 1)
A R .Y ,
Dar ﬁ:(}wh‘j de01h+h,:—3,deundeh(\,{T—W):hm.

Inmultind ambii membri ai acestei relatii cu ( JAB + J kb ), obtinem A’ (Ap —Ay) = h( [Kp FKp +Ap).

Inlocuind in relatia (1), obtinem formula volumului trunchiului de piramida:

V= - hy+ Ay + T )

Problema rezolvata

Fie SABC o piramida triunghiulard regulatd cu indltimea SO = 12 cm si AB = 24 cm.

Consideram O € SO, astfel incit SO =6 cm si O € (SO'). Prin O si O se duc planele
(A'B'C')si(4 B C")paralele cu (ABC), (4 € SA, A" € SA,B € SB,B" € SB, C' € SC, C" € SC).

oo Yapcapec 189
Stiind ¢a: 377 e = 19
a) naltimea piramidei S4 'B"'C"; b) apotema trunchiului de piramida ABCA B 'C'.

U

calculati:

Solutie a) Notam V =Ygypc, V' =Vgy-5c: §1 V> =gy
Avem £~ = (L)S =L deunde v =1y,
7 =\12) =% =3/

Relatia data in ipoteza devine: VV: II; 18

19 -
P (R, Ve (SON .
De aici gasim: V"' = 27 Vst din relatia 7 (—SO ) , obtinem
SO =4 cm (vezi Figura 50).

b) Dacd M si M’ sunt mijloacele laturilor AB si4'B",
avem OM =43 cm, 00" =6 cm, iar O'M" = %OM:Z\/?.

Din MM = 00" +(OM—-0"M')*, obtinem: MM =43 cm.

B Figura 50
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————————— e

l Copiati si completati tabelul aldturat (L, /, a,, m, h, A;, A,, V reprezintd latura bazei mari, latura bazei mici,
apotema, muchia laterald, indltimea, aria laterald, aria totald si volumul unui trunchi de piramida triunghiulara

regulatd).
L [ a; m h A A, A
6 4 5
6 2 1
4 12 13
4 2 143
6 75 | 75+13J3

2 Fie ABCA'B’'C’ un trunchi de piramidd triun-
ghiulard regulata. Punctele O si O’ sunt centrele
de greutate ale bazelor ABC, respectivA4 B C".
Stind ca AB= 8 cm, A'B'=6 cm,
2

a) aria totald a trunchiului;

b) volumul piramidei din care provine trunchiul;

c) distantele de la punctele O si O la planul
(BCC").

, calculati:

3 In trunchiul de piramida triunghiulara regulata
ABCA'B'C" avem AB=6 cm, A'B' =3 cm si
AC’ = /37 cm. Calculati:

a) Tnaltimea trunchiului de piramida;

b) volumul piramidei din care provine trunchiul;

¢) distanta de la punctul 4 la planul (BCC").

ll' In trunchiul de piramida triunghiulard regulati

ABCA B’ C’ latura bazei mari AB =24 cm, latura
bazei mici A'B’ =12 cm, iar diagonalele unei fete
laterale sunt perpendiculare. Calculati:

a) aria laterald si aria totald a trunchiului;

b) volumul trunchiului;

¢) tangenta unghiului facut de planul unei fete
laterale cu planul bazei mici.

5 a) Se considerd trunchiul de piramida triunghiulara
regulata ABCA'B'C’.
Sd se arate ca, dacd tg(<((44,(4BC)) =1,
atunci tg (<C((BCC'B"),(4BC))) = 2.
b) Calculati volumul trunchiului de piramidad cu
proprietatea de la punctul a, 1n ipoteza ca latura
bazei mari AB =12 cm si A4 =26 cm.

6 Copiati si completati tabelul de mai jos unde L, [, m, ar, h, A;, A, U sunt respectiv, latura bazei mari, latura
bazeil mici, muchia laterald, apotema, indltimea, aria laterald, aria totald si volumul unui trunchi de piramida

patrulatera regulata.
L l m ar h Ay A Y
8 2 5
8 3 J5
4 3 60
52 7.J34 35
2 6 56
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1 O bomboani de ciocolatd are forma unui trunchi
de piramida triunghiulard regulatd ABCA B C".
Se stie ca

AB=4cm,A B =3cmsi A4 = J§_9 cm

a) Aratati cd ndltimea trunchiului este egala cu
2 cm.

b) Calculati volumul bomboanei.

c) Aflati masa bomboanei, stiind ca densitatea
ciocolatei este 1,3g/cm?® (se va folosi aproxi-

marea 3 ~1,7).

8 Trunchiul de piramidd patrulaterd regulatd
ABCDA’B’C’D’ are baza mare ABCD, valoarea
tangentei unghiului 4'AC este egald cu %,
AB=12cmsi A C =82 cm. Calculati:

a) volumul trunchiului de piramida;

b) aria laterald a trunchiului.

c) Fie P un punct situat pe muchia BB’.
Calculati lungimea segmentului BP, astfel incat
aria triunghiului 4APC sa fie minima.

9 O piesd metalica in forma de trunchi de piramida
patrulaterd regulatd are latura bazei mari de
16 cm, latura bazei mici de 4 cm si muchia
laterald de 10 cm.
a) Aritati cd iniltimea piesei este egald cu 2/7 cm.

b) Ce cantitate de vopsea este necesard pentru vop-
sirea piesei, daca pentru 1cm? de suprafatd se
folosesc 0,5 g de vopsea?

c) Cat cantareste piesa dupd vopsire, dacd densi-
tatea metalului este 1,5 g/cm? (se va folosi pentru
J7 valoarea aproximativi 2, 6).

'IO Un trunchi de piramida patrulatera regulatd are
latura bazei mari de 16 c¢cm, latura bazei mici de
8 cm si aria totald a piramidei din care provine
trunchiul de 576 cm?. Calculati:
a) aria totala a trunchiului;
b) volumul trunchiului de piramida.

TI Copiati si completati tabelul de mai jos (L, [, m, a,, h, A;, A,, V sunt, respectiv latura bazei mari, latura bazei
mici, muchia laterald, apotema, Indltimea, aria laterald, aria totald si volumul unui trunchi de piramida

hexagonala regulata).

L / m a,
6 4 2
12 J5
20 41
6
3

'|Z Un trunchi de piramidd patrulaterd regulata

ABCDA'B'C’' D’ cu baza mare ABCD are
AB=8 cm si A'B'=4 cm. O fatd laterald a
trunchiului face cu planul bazei mari un unghi
cu masura de 45°. Calculati:

a) aria laterald a trunchiului,

b) mdsura unghiului dintre doua fete laterale
opuse ale trunchiului;

¢) distanta de la punctul 4 la fata (BCC");

d) tangenta unghiului dintre doua fete laterale
aldturate.

h A A Y
1
4305
160/3 | 3463
10 395./3

13 Fie un trunchi de piramida hexagonald regulata
ABCDEFA'B’C’D’E’F’ in care AB = 8 cm, inal-
timea OO =3 cm si misura unghiului ficut de o
fata laterala cu planul bazei mari de 60°.

Calculati:

a) aria laterald a trunchiului;

b) volumul trunchiului;

¢) distanta de la punctul 4 la planul (DEE");

d) sinusul unghiului facut de fetele (4BB") si
(DEE").

=172 -



10

Geometrie

TEME DE SINTEZA

Recomandate pentru lucru in echipe

1 O bomboani de ciocolatd are forma unui trunchi de piramida patrulatera regulatd. Laturile bazelor sunt de
6 cm, respectiv 3 cm, iar Tnaltimea trunchiului este 1, 5 cm.
a) Calculati volumul bomboanei.
b) Bomboana se inveleste intr-o folie (toate fetele inclusiv bazele). Stabiliti dacd o folie cu aria 86 cm?
este suficientd pentru invelirea bomboanei.
c) Aflati unghiul dintre o fata laterald a bomboanei si planul bazei mari.

2 O prajitura are forma unui trunchi de piramida triunghiulara regulata cu muchiile bazelor de 18 cm, respectiv

6 cm si muchia laterald 8 cm.
a) Calculati aria laterald si volumul préjiturii.
b) Calculati mdsura unghiului dintre muchia laterald si planul bazei mari.

TeST DE AUTOEVALUARE

Recomandat pentru portofoliu personal

p din oficiu

SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

Un trunchi de piramida triunghiulara regulata are razele cercurilor circumscrise bazelor 4/3 si 2,/3 cm,

iar inaltimea trunchiului este de 10 cm. Volumul trunchiului este . . . cm?.

Un trunchi de piramidd patrulatera regulatd are diagonalele bazelor de 12 cm, respectiv 4 cm si muchia

laterald 4./5 c¢m. Volumul trunchiului este . . .. cm?3.

Un trunchi de piramidd hexagonala regulata are laturile bazelor 8 cm si 6 cm, iar fetele laterale fac cu

planul bazei mari unghiuri de 60°. Aria laterald a trunchiului este . . . cm?.

Un trunchi de piramidd triunghiulara regulatd are apotemele bazelor de 4 dm, respectiv 2 dm si apotema
de 6 dm. Aria totala este . . . dm?.

Un trunchi de piramida patrulaterd regulata are aria laterala 352 cm?, aria bazei mici 100 cm? si apotema

8 cm. Aria bazei mari este . . . cm?.

Un trunchi de piramida triunghiulard regulata are latura bazei mari egald cu 24 cm, latura bazei mici
6 cm, iar Tndltimea 12 cm. Lungimea Tnaltimii piramidei din care provine trunchiul este . .. cm.

SUBIECTUL al II-lea - Precizati litera corespunzatoare raspunsului corect. (30 de puncte)

Intr-o piramida triunghiulard regulati cu volumul 27 dm?, se face o sectiune paraleld cu baza la % din
indltime fatd de varf. Volumul trunchiului de piramida obtinut este egal cu:

A. 18dm? B. 9dm? C. 3dm? D. 26 dm?
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5p O piramidd hexagonald regulatd cu aria laterald 64 cm? se sectioneaza cu un plan paralel cu baza care
trece prin mijlocul ndltimii. Aria laterald a trunchiului de piramida obtinut dupd inldturarea piramidei
mici este egala cu:

A. 32 cm? B. 16cm? C. 48 cm? D. 60 cm?

5p Un trunchi de piramida patrulatera regulata are latura bazei mari egala cu 24 cm, latura bazei mici egala
cu 8 cm si ndltimea egald cu 6 cm. Aria laterald a trunchiului este egald cu :
A. 80cm? B. 160 cm? C. 320 cm? D. 640 cm?

5p @ Un vas in forma de trunchi de piramida patrulatera regulatd are latura bazei mari 30 c¢m, latura bazei
mici 20 cm si indltimea 80 cm. Capacitatea vasului in litri este:
A. 191 B. 571 C. 20!/ D. 1300/

5p @ ABCDA B C'D’ este un trunchi de piramida patrulatera regulati cu AB=12y2 cm, 4'B" =62 cmsi
AC" 1 A C. Volumul trunchiului de piramida este:
A.3024cm’ B. 6048 cm® C. 60482 cm? D. 30242 cm?

5p O piramida triunghiulard regulatd este sectionatd cu un plan paralel cu baza, obtinand astfel o piramida
mai mici cu volumul 10,3 ¢cm? si un trunchi de piramidd cu volumul 703 cm?. Calculati raportul

dintre aria laterald a piramidei mici si aria laterald a trunchiului:

1 1 1 1
A5 B. 4 C. 3 D. ¢

SUBIECTUL al IIl-lea - Pe foaia de rezolvare scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)

Un trunchi de piramidd patrulaterd regulatd are volumul de 124 cm?®, latura bazei mari de 10 cm si
indltimea de 3 cm.

5p a) Aflati lungimea laturii bazei mici.
5p b) Calculati aria laterala a trunchiului
5p c) Calculati distanta de la centrul bazei mari la planul unei fete laterale.

Un trunchi de piramidd hexagonald regulata are razele cercurilor circumscrise bazelor de 12 cm si 6 cm,
iar muchia laterala de 10 cm.

5p a) Calculati aria laterald a trunchiului.
5p b) Calculati volumul trunchiului.
5p c¢) Determinati distanta de la centrul bazei mari la o muchie laterala.
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Lectia 6. Aria si volumul cilindrului circular drept

v Descrierea cilindrului circular drept

Elementele cilindrului circular drept

In Figura 51, am reprezentat o suprafati dreptunghiulari OO A4’ A. Daci aceastd suprafatd se roteste in jurul
dreptei OO, se obtine un cilindru circular drept.
Spunem ca cilindrul circular drept este un corp de rotatie. Vom pune in evidentd A’
elementele sale.

o Prin rotirea n jurul punctului O, in plan perpendicular pe OO, segmentul OA
descrie discul de centru O si razd OA. La fel, prin rotirea in jurul punctului O, in
plan perpendicular pe OO, segmentul 0’4" descrie discul de centru O’si raza
0’A4°. Cele doua discuri constituie bazele cilindrului circular drept.

Bazele sunt doua discuri de raze egale situate in plane paralele. Denumirea de M Figura 51
cilindru circular drept este motivata de faptul céd bazele cilindrului sunt discuri (deci
suprafete marginite de cercurt), iar dreapta care uneste centrele lor este perpendiculard pe planele bazelor.

e Dreapta OO’ determinatd de centrele bazelor se numeste axa cilindrului (axa de rotatie).

o Segmentul 44" si oricare dintre pozitiile ocupate de acest segment in cursul rotatiei poartd numele de
generatoare. Deci o generatoare a cilindrului circular drept este un segment MM, unde M si M apartin respectiv
cercurilor celor doua baze, iar dreapta MM~ este perpendiculara pe planele bazelor.

o Distanta dintre cele doud baze ale cilindrului se numeste indltime. Vom nota raza bazei cilindrului cu R,
indltimea cu / si lungimea generatoarei cu G. Deci G = h.

v Desfisurarea cilindrului circular drept

Aria laterala si aria totala a cilindrului circular drept

O generatoare a cilindrului circular drept, rotindu-se in jurul axei, genereaza suprafata
laterala a cilindrului. In Figura 52 este reprezentatd o cutie de carton cilindrica a carei
suprafatd este coloratd in rosu, iar bazele sunt hasurate.

Figura 52

Decupand cercurile bazelor si tdind suprafata laterald de-a lungul unei generatoare,
suprafata cutiei poate fi desfasuratd pe un plan (vezi Figura 53).

Desfasurarea suprafetei laterale este un dreptunghi, avand o dimensiune egald cu
lungimea cercului bazei, iar cealaltd dimensiune egald cu generatoarea cilindrului.

Obtinem formula ariei laterale: | 4, = 27zRG

Figura 53

Aria totald se calculeaza din relatia: | A, = A, + 24,

Cum aria bazei este A, = 7R?, obtinem: | A, = 27RG + 2nR? = 27R(G + R)
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v’ Volumul cilindrului circular drept

Volumul cilindrului circular drept se calculeazd dupa aceeasi formula ca si volu-

mul prismei drepte:

V=Ay-h

Cum 1n cazul cilindrului circular drept, A, = 7R?, obtinem:

Q= nR?h

v/ Sectiuni in cilindrul circular drept: sectiuni paralele cu baza si sectiuni axiale

1. Intersectia nevida a unui cilindru circular drept cu un plan paralel cu
baza este un disc congruent cu baza. Daca planul a, paralel cu planul bazei,
intersecteaza segmentele OO" si A4 1n punctele O si 4" atunci sectiunea
determinatd de acest plan in cilindru este discul de centru O si raza
O A" = OA =R (vezi Figura 54).

Deci V=7 -15%-5=11257 ~3534,3 cm?.

Figura 54

2. Intersectia unui cilindru circular drept cu un plan care contine axa se numeste sectiune
axiald in cilindru. Planul § ce contine axa OO, taie cercul unei baze in punctele diametral
opuse P si Q, iar cercul celeilalte baze in punctele diametral opuse P’ si Q. Sectiunea deter-
minatd de planul f in cilindru este suprafata dreptunghiularda PQQ P’ (vezi Figura 55).

O sectiune axiald intr-un cilindru circular drept este o suprafatd dreptunghiulard, avand ca
dimensiuni lungimea diametrului si lungimea generatoarei cilindrului dat.

Problema rezolvata

Pentru a afla volumul unei piese de forma neregulatd, o scufundam intr-un vas cilindric cu apa.

Stiind cd diametrul vasului este de 30 ¢cm si ¢d prin introducerea piesei, nivelul apei s-a ridicat

cu 5 cm, calculati volumul piesei.
Solutie Volumul piesei este egal cu volumul unui cilindru cu raza de 15 cm si indltimea de 5 cm .

—_

1 Copiati si completati tabelul urmator in care R, G, A;, A, st A reprezintd raza, generatoarea, aria laterald, aria

totald si volumul unui cilindru circular drept.

R G A A <
4 7
5 1007
4 2007
2 40m
124n | 1967
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Z Un cilindru circular drept are generatoarea de 4 cm si aria bazei de 36z cm?. Calculati aria totala si volumul
cilindrului.

3 0 cutie de suc are forma unui cilindru circular drept cu raza bazei de 4 cm si indltimea de 15 cm.
a) Aratati cd 1n cutie incap 750 ml de suc.
b) Calculati aria totald a cutiei.
¢) O cutie de carton, in forma de paralelipiped dreptunghic, are cele mai mici dimensiuni posibile pentru a
ambala 24 de cutii de suc grupate in patru randuri de cate 6 cutii. Determinati aria totald si volumul cutiei de
carton.

ll' Suprafata laterald a unui cilindru circular drept se desfasoard dupa un dreptunghi care are lungimea de 127 si

latimea de 8 cm, egald cu generatoarea cilindrului. Calculati aria laterald, aria totald, volumul si aria sectiunii
axiale a cilindrului.

5 Un cilindru circular drept are sectiunea axiald un patrat cu aria egald cu 16 cm?. Calculati volumul cilin-

drului. D
Figura 56

6 Un butoi 1n forma de cilindru circular drept, cu o baza situatd intr-un plan

orizontal a si avand raza de 30 cm si generatoarea de 1 m, se umple cu apd. Se
apleacd butoiul astfel ca apa si curgd pani cand nivelul apei rimase atinge 4’
mijlocul generatoarei BB', dupad care butoiul revine la pozitia verticala.

a) Calculati volumul butoiului.

b) Cati litri de apa raman 1n butoi dupa inclinarea acestuia? A
(Rotunyjiti rezultatul la un numdr intreg).

1 Calculati masa unei tevi cilindrice cu diametrul interior de 12 mm, diametrul exterior de 16 mm si lungimea
de 200 cm, stiind c3 densitatea materialului din care este confectionat teava este 7,8 g/cm?.

8 Doua cutii cilindrice cu vopsea sunt ambalate in plastic, asa \/ \
cum observati in Figura 57. Dimensiunile fiecdrei cutii sunt: /\ /

indltimea 20 cm, diametrul 10 cm.
Calculati aria foliei din plastic folosita la impachetare. Figura 57

A

9 Dintr-o bard metalica in forma de prisma dreaptd cu baza patrat cu latura bazei de 1 dm si indltimea egald cu

1,5 m se strunjeste un ax cilindric cu pierdere minimd de material. Calculati volumul axului obtinut si
volumul pierderilor de material.

10 In Figura 58 este reprezentatd o teava din material plastic in forma cilindrica si la exterior si la interior.
Diametrul interior este de 3 cm, grosimea peretilor tevii este 0, 5 cm, iar Indltimea este de 1 m.
a) Aratati ca diametrul exterior al tevii este de 4 cm.
b) Calculati volumul tevii.
c) Calculati masa tevii, stiind cd densitatea materialului din care este
facutd este 0,4 g/cm? (se va considera pentru 7 aproximarea 3, 14).

Figura 58
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Lectia 7. Aria si volumul conului circular drept

v Descrierea conului circular drept

Elementele conului circular drept

In viata cotidiana, in natura, in tehnic, intdlnim obiecte care au forma de con, cum sunt: diverse vase, recipiente
(in formd de conuri cu varful in jos), palnii, acoperisurile unor turnuri, varfuri ale unor unelte, varfurile creioanelor
ascutite cu ascutitoarea; formele de relief numite conuri vulcanice au aproximativ forma de con.

Conul circular drept este un corp de rotatie.

In Figura 59, am reprezentat o suprafati trunghiulard V40 cu unghiul O de 90°. Daci |4
aceastd suprafatd se roteste in jurul dreptei V'O, se obtine un con circular drept.

o Punctul V reprezintd vdrful conului.

o Prin rotirea in jurul punctului O, in plan perpendicular pe VO, segmentul O4
descrie discul de centru O si razd OA. Acest disc constituie baza conului circular
drept. Denumirea de con circular drept este motivatd de faptul ca baza este un disc /
(deci o suprafatd marginitd de un cerc), iar dreapta care uneste varful cu centrul bazei A~
este perpendiculara pe planul bazei.

o Dreapta VO reprezinta axa conului (axa de rotatie).

o Segmentul VA si oricare dintre pozitiile ocupate de acest segment in cursul rotatiei poartd numele de
generatoare. Deci, o generatoare a conului circular drept este un segment VM, unde M apartine cercului bazei.

o Distanta VO de la varful conului la planul bazei se numeste indltime.

Vom nota raza bazei conului cu R, indltimea cu 4 si lungimea generatoarei cu G.

Figura 59

M

Are loc relatia: | G2 = R? + h2

v Desfisurarea conului circular drept

Aria laterala si aria totald a conului circular drept

Reuniunea tuturor segmentelor VM, unde V este varful conului, iar punctul M este mobil pe cercul bazei, for-
meaza suprafata laterald a conului.

Dintr-o bucatd de carton, tdiati un sector circular, apoi prin infdsurare si lipire, confectionati un coif reprezentand
suprafata laterald a unui con circular drept.

Desfasurarea pe un plan a suprafetei laterale a unui con circular drept este un
sector circular a carui raza este generatoarea conului, iar lungimea arcului cores-
punzator sectorului este egala cu lungimea cercului bazei (vezi Figura 60).

Aria laterald a conului (notatd (A;) este egald cu aria sectorului. Notam cu »°,
masura arcului ce corespunde sectorului. Pentru a determina valoarea lui n in
functie de elementele conului, facem urmatorul rationament:

Cercul de centru V si razd G, avand lungimea 27nG, corespunde unui arc de 360°.
2nR-360° _ R-360°
2nG G

BJ

Atunci arcul BB, avand lungimea 27R, are masura n° =

2.,  — [ R
ngTon, obtinem | A, = 7RG A

Figura 60

Inlocuind aceastd valoare in A; =

Evident, aria totald a conului circular drept este data de relatia | A, =A; +A,

si cum aria bazei este aria discului de raza R, obtinem: | A, = 7RG + nR?> = nR(G +R)
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Observatii
1. Dacd arcul BB" al sectorului circular ce constituie desfasurarea suprafetei laterale are misura

cel mult egalda cu 180°, atunci masura unghiului sectorului coincide cu masura arcului cores-
punzator.

2. Formal, putem obtine formula ariei laterale a conului circular drept, pornind de la formula ariei

P b a
: i s D Bt : z i & :
laterale a piramidei regulate, A; = 5 Incare inlocuim perimetrul bazei cu lungimea cercului,

iar apotema piramidei cu generatoarea.

v’ Volumul conului circular drept

Volumul conului circular drept se calculeazd dupa aceeasi formuld ca si volumul piramidei: | = Ab3' h
2
Cum 1n cazul conului circular drept, A, = 7R?, obtinem: = %h

v/ Sectiuni in conul circular drept: sectiuni paralele cu baza si sectiuni axiale

1. Intersectia nevida a unui con circular drept cu un plan paralel cu baza (si care nu trece prin varf) este un disc.
Considerdm un con circular drept de varf V, avand ca baza discul de centru O si y
razi OA = R. Un plan a, paralel cu planul bazei taie segmentul (V¥O) in O'si segmentul Figura 61
(VA) in A". Sectiunea determinata de planul a in conul dat este discul de centru O si

raza r=0’A’ (vezi Figura 61). Daca notaim VO’ =h’, din aseméanarea triunghiurilor / A /éé\ /
a

VO'A’ si VOA obtinem relatia: % = % De aici, deducem ca raportul dintre volumul

Q" al conului mic si volumul &V al conului mare este: - = <—— = (—) .
: Voo Llpyy R
3
Tema pentru lucru in echipe Demonstrati ¢a raportul dintre ariile laterale (totale) ale celor doud conuri este

2

egal cu (%) .
2. Intersectia unui con circular drept cu un plan care contine axa conului se numeste sectiune axiald in con.
Planul f ce contine axa V'O taie cercul bazei in doud puncte diametral opuse P si Q. V

Sectiunea determinata de planul f in con este suprafata triunghiulara VPQ (vezi Figura 62).
O sectiune axiala intr-un con circular drept este o suprafata triunghiulard determinata de

un triunghi isoscel, avand baza diametrul discului si laturile congruente generatoare ale
conului.

Figura 62

v Problema rezolvata r

Desfasurarea pe un plan a suprafetei laterale a unui con circular drept este un sector circular cu raza
de 12 m si masura unghiului de 120°. Calculati aria totald, volumul si aria sectiunii axiale a conului

circular drept.
. 2 . °
Solutie Aria laterald a conului este egald cu aria sectorului circular adica cu % =487 m?2. Raza secto-

rului de 12 m este generatoarea conului. Din 487 = - 12 - R, gasim R=4 m, A, =A; + A, =487+ 7 - 16 = 647 m>.

P . 2 1282
Inaltimea este /=y G*—R? = /144—-16 =82 m;deciV = zRh _ 827 m3.

3 3
Aria sectiunii axiale este A = 2Rh _ ppy = 32,2 m?,

2
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e

1 Desenati corpuri din realitatea inconjuritoare 3
care au forma de con.

Z Decupati din carton un sector circular de razd

20 cm care corespunde unui arc cu masura de
270°. Calculati raza pe care trebuie sd o aiba un
disc, astfel incat sa reprezinte baza unui con a
cdrui suprafatd laterald desfdsuratd reprezintd 4
sectorul considerat. Construiti apoi conul si
calculati volumul sdu.

O foaie de tabld are forma unui sector circular cu

raza 48 cm si arcul corespunzdtor 240°.

Prin infasurare, obtinem un vas conic.
a) Aritati cd iniltimea conului este 16./5 cm.
b) Calculati volumul conului.

c) Calculati aria laterald a conului.

Generatoarea unui con are 8 cm si face cu planul

bazei conului un unghi de 30°. Calculati aria totala
si volumul conului.

5 Copiati si completati tabelul urmator, in care R, G, h, A;, A, s1 YV reprezintd raza, generatoarea, indltimea, aria

laterald, aria totald si volumul unui con circular drept.

R G h A A 4
12 13
6 8
10 607
9 324n
1237 | 12z(J3 +1)
61 213
6 Sectiunea axiald a unui con circular drept este '|0 Desfasurarea suprafetei laterale a unui con circu-

un triunghi dreptunghic cu aria egald cu 32 cm?.
Calculati aria laterald, aria totald si volumul
conului.

1 Intr-un con circular drept, perimetrul sectiunii ll
axiale este de 32 cm, iar cosinusul unghiului
dintre o generatoare si planul bazei este de 0,6.
Calculati volumul conului.

& ttr-un con circular drept de varf V, genera- 12
toarele VA, VB, VC sunt perpendiculare doud
cate doud, iar AB =18 cm.

a) Calculati aria laterald si volumul conului.

b) Fie punctul M mijlocul segmentului BC. -I 3
Calculati masura unghiului dintre planele
(VM) si (AVB).

9 Desfasurarea suprafetei laterale a unui con circu-

lar drept este un semicerc cu raza 4 cm.
Calculati volumul conului.
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lar drept este un sector de cerc cu raza de 14 cm
si unghi de 120°. Aflati aria laterald si volumul
conului.

Un con circular drept are generatoarea de doua ori

mai mare decat raza. Calculati mdsura unghiului
sectorului obtinut prin desfdsurarea suprafetei
laterale a conului.

Un con circular drept are raza de 3 cm si inal-
timea de 4 cm. La ce distantd de varf trebuie
facutd o sectiune paraleld cu baza, astfel incat
aria sectiunii sa fie un sfert din aria bazei?

Se considera un con circular drept cu indltimea de

12 ¢m si raza 2./3 cm. Prin punctul M care apar-
tine inaltimii conului si este egal departat de
varful conului si de orice punct al cercului bazei,
se duce un plan paralel cu planul bazei.

Aflati volumul conului mic.
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Lectia 8. Aria si volumul trunchiului de con circular drept

v’ Descrierea trunchiului de con circular drept

Elementele trunchiului de con circular drept

Daca sectiondm un con circular drept cu un plan paralel cu baza sa si indepartim conul mic care se obtine,
corpul ramas este un trunchi de con circular drept.

Trunchiul de con circular drept este un corp de rotatie. Consideram o supra-
fatd patrulatera marginitd de trapezul dreptunghic A0OO’B. Rotind suprafata in
jurul dreptei suport a indltimii OO, se obtine un trunchi de con.

(Vezi Figura 63.)

o Dreapta OO’ reprezintd axa trunchiului de con (axa de rotatie).
o Bazele trunchiului de con sunt discurile de centre O si O si raze OA4, Figura 63
respectiv O'B. Aceste discuri sunt situate in plane perpendiculare pe axd, deci planele bazelor sunt paralele. Notdm
OA=RsiO'B=r.
o Segmentul 4B si oricare dintre pozitiile ocupate de acest segment in cursul rotatiei poartd numele de
generatoare. Notam lungimea generatoarei cu G.
o Distanta dintre planele bazelor se numeste indltime. Notdm indltimea trunchiului de con cu A.
Fie C proiectia punctului B pe 40.
Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul ABC, obtinem relatia: | G2 = (R —7)* + h?

v Desfasurarea trunchiului de con circular drept

Aria laterala si aria totalad a trunchiului de con circular drept

Desfasuram pe un plan suprafata laterald a unui trunchi de con si suprafata laterald a conului din care provine
trunchiul (vezi Figura 64). Din asemdnarea triunghiurilor VO B’ si VOB, avem

%=%, de unde, din VB VB = G, gisim VB = g_G,, , -G
Aria laterala a trunchiului de con este diferenta dintre aria laterald a conului

mare i aria laterald a conului mic, deci A;=7n-VB-R—mn- VB’ -r. Inlocuind

valorile lui VB si VB', obtinem formula:| A, =GR +r)

Aria totald a trunchiului de con circular drept este suma dintre aria laterald si

ariile celor doud baze: | A, =A; +Ag +A, |, adicd A, = nG(R +r) + nR? + 7.

Figura 64

Observatie
Formal, putem obtine formula ariei laterale a trunchiului de con circular drept, pornind de la

(PB+Pb)’at
2

formula ariei laterale a trunchiului de piramida regulatd A, = , In care inlocuim

perimetrele bazelor cu lungimile cercurilor, iar apotema trunchiului de piramida, cu generatoarea
trunchiului de con.



v’ Volumul trunchiului de con circular drept

Volumul trunchiului de con circular drept se calculeaza dupd aceeasi formuld ca si a trunchiului de piramida:

N =Lty + 4,4 [A5-Ar)

Inlocuind Ag = 7R? si A, = 7%, obtinem: | Q)= 7tTh(Rz +r2+Rr)

v Sectiuni in trunchiul de con circular drept: sectiuni paralele cu baza si sectiuni axiale

1. Intersectia nevida a unui trunchi de con circular drept cu un plan paralel cu baza

este un disc (vezi Figura 65). | Figura 65

2. Intersectia unui trunchi de con circular drept cu un plan care contine axa se numeste sectiune
axiala in trunchiul de con. Aceastd sectiune este o suprafatd patrulaterd marginitd de un trapez
isoscel (vezi Figura 66).

Figura 66

Problema rezolvatd
Fie ABB’ A" o sectiune axiald a unui trunchi de con circular drept. in cercul de diametru 4B, ducem
coarda CD, astfel incat AB||CD (vezi Figura 67).

Daca AB=20 cm, A'B =CD =12 cm, iar misura unghiului format de planele (CDB'A") si (ABB'A’) este de
30°, calculati:

a) aria laterald, aria totala si volumul trunchiului de con;

b) distanta de la centrul bazei mari la planul (4 B CD).

> '

Solutie a) Fie M, mijlocul lui CD, deci OM 1. CD, rezultda O'M 1 CD.

In triunghiul dreptunghic OMD, OM =8 cm, apoi din triunghiul MOO’
(<MO'0=30°),0°'M=16cmsih=00 =83 . Cunoastem R = 10 cm, r = 6 cm.

Din formula G? = k2 + (R —r)*, determinim G =413 .

/ B
1 .
Avem A; =64/13 necm?, A, =87(8/13 +17) cm?,Q)= w cm?. Figura 67

b) Distanta cerutd este iniltimea din O a triunghiului dreptunghic OO M, deoarece (OMO') L (CDB ' 4"),

. < . 00 -0OM _
deci egala cu =577 =4./3 cm.
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1 Copiati s1 completati tabelul alaturat in care R, 7,
h, G, A, A, s1 QU reprezintd raza bazei mari, raza

.....

aria totald si volumul unui trunchi de con
circular drept.

R r h G A | A v
10| 4 10
8 5 6
12 10 | 160n
5 1351 37
5 3 497

Z In Figura 68 este reprezentati o gileatd de
forma unui trunchi de con cu raza bazei mici
OA=8cm, raza bazei mari O'4 =10cm si
indltimea 42 cm. Toarta este un semicerc cu
diametrul 4 'B".

a) Aflati lungimea pe care o are toarta.

b) Determinati cati litri de apa incap in géleata,
considerand aproximarea lui 7 cu 3.

c) Calculati aria suprafetei laterale a galetii.

()

NEDL

3 Un trunchi de con circular drept are raza mica

B}

Figura 68

de 4 cm, iniltimea de 6.3 cm, iar generatoarea
formeaza cu planul bazei un unghi de 60°.
Calculati: a) aria laterald a trunchiului;

b) volumul trunchiului;

c) Distanta de la centrul bazei mari la o gene-
ratoare.

& Un bustean in formd de trunchi de con circular
drept are diametrul bazei mari de 30 cm, dia-
metrul bazei mici de 24 cm si lungimea de 4 m.
Calculati volumul busteanului cu o eroare mai
mici de o zecime.

5 Un trunchi de con circular drept are raza bazei mari

egald cu 20 cm, raza bazei mici egald cu 10 cm si
generatoarea egald cu 20 cm.

a) Aflati masura unghiului dintre generatoare si
planul bazei mici.

b) Calculati aria laterald a conului din care
provine trunchiul.

¢) Calculati masura unghiului sectorului de cerc
care reprezintd desfasurarea suprafetei laterale a
conului din care provine trunchiul.

Intr-un trunchi de con circular drept lungimea razei
bazei mari, lungimea razei bazei mici si lungimea
inaltimii sunt direct proportionale cu numerele 3, 2
s respectiv J3 ,iar generatoarea este de 8 cm.

a) Calculati aria totala si volumul trunchiului de con.
b) Fie punctul S situat pe Tnaltimea OO a trunchiului

de con, astfel incat volumul conului de varf S si
baza cercul de centru O’ sa fie egal cu volumul
conului de varf S si baza cercul de centru O.
Calculati lungimea segmentului SO.

Sectiunea axiald ABCD a unui trunchi de con

circular drept este un trapez isoscel cu diagonalele
perpendiculare si cu baza mare 4B=12 cm.
Inaltimea conului din care provine trunchiul este
egald cu 12 cm.

a) Calculati aria laterald a trunchiului.

b) Calculati volumul trunchiului.

c) Ardtati cd masura unghiului sectorului de
cerc, care reprezintd desfdsurarea suprafetei late-
rale a conului din care provine trunchiul este mai
micd decat 161°.

d) Aratati cd lungimea celui mai scurt drum
dintre punctele 4 si B parcurs pe suprafata laterald
a trunchiului este mai mica decat 19 cm.

Un trunchi de con circular drept are sectiunea

axiala un trapez isoscel cu diagonalele perpen-
diculare. Lungimea bazei mari a trapezului este de
12 cm, iar lungimea bazei mici este de 4 cm.
Calculati:

a) aria laterala a trunchiului de con;

b) volumul conului din care provine trunchiul;

c) distanta de la centrul bazei mici la o generatoare
a trunchiului de con.
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Lectia 9. Aria si volumul sferei

v Sfera si corpul sferic

Numeroase obiecte din realitatea inconjuratoare au forma sferica. Un balon de sapun este un exemplu de sfera. O
bild de la rulmenti este un exemplu de corp sferic. Pamantul (ca si celelalte planete) are aproximativ forma de corp

sferic.
Definitia sferei este asemanatoare cu a cercului, in timp ce definitia corpului sferic este asemanatoare definitiei

discului.

Definitie
e Fiind dat un punct O si un numdr real R >0, se numeste sferd de centru O si razd R multimea
punctelor M din spatiu cu proprietatea OM = R.

e Punctele M cu proprietatea OM < R formeaza interiorul sferei, iar punctele M cu proprietatea

OM > R formeaza exteriorul sferei.
e Reuniunea dintre sferd si interiorul sferei se numeste corp sferic sau bild.

Deci corpul sferic de centru O si raza R este multimea punctelor M din spatiu cu proprietatea OM < R.

Sfera si corpul sferic sunt corpuri de rotatie. Sfera se poate obtine rotind un cerc in jurul unui diametru al sdu. De
exemplu, prin rotirea unui cerc meridian In jurul axei Pamantului, acesta descrie suprafata Pamantului, care are
aproximativ forma sferica (vezi Figura 69). Dacd un disc se roteste in jurul unui diametru al sdu, se obtine un corp

sferic (vezi Figura 70).
\\ // Figura 69

Dacd o dreaptd care trece prin centrul sferei o intersecteaza in punctele 4 si B, atunci AB este un diametru al
sferei, iar punctele 4 si B sunt puncte diametral opuse.

Figura70

v Aria sferei si volumul corpului sferic

Aria sferei este egald cu suma ariilor a patru discuri mari ale sferei: | A= 4nR?

Volumul corpului sferic de raza R este dat de formula: | VU= % R*

Observatie
Corpul sferic este un corp plin, in timp ce sfera reprezintd suprafata corpului sferic. De aceea,

vorbim de aria sferei si volumul corpului sferic; dar, pentru simplitatea exprimdrii, uneori in loc de
volumul corpului sferic vom spune volumul sferei.
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Problema rezolvata

s1 BC = 10 cm. Calculati:
a) volumul corpului sferic;

b) distanta de la centrul sferei la planul (4BC).

_4
-3

b) Avem BC?=AB*+AC? (vezi Figura 71), deci triunghiul ABC este
dreptunghic in 4. Intersectia planului (4BC) cu sfera este cercul circumscris triun-

Solutie a) Din 47R* = 6767, obtinem R = 13 c¢m, deci V

ghiului ABC. Raza acestui cerc este % =5 cm, iar centrul este mijlocul M al ipote-

nuzei.
Distanta de la punctul O la planul (4BC) este OM = {OC?* — MC? =12 cm.

Pe o sferd cu aria de 676 cm? se considera punctele 4, B, C, astfel incat AB =6 cm, AC = 8 cm

8788 7 em?
3 .

n-133 =

Figura 7l

1 Calculati aria si volumul unei sfere cu raza egald
cu3cm.

Z Calculati aria unei sfere care are volumul egal
cu 2887 cm®.

3 Calculati aria unei sfere care are aria si volumul
exprimate prin acelasi numadr.

ll' O bila de fier cu raza de 8 cm se nicheleaza cu

un strat gros de 2 mm. Cati cm? de nichel se
consuma?

5 Aproximativ trei sferturi din suprafata globului
este acoperitd cu apd. Cate milioane de km? din
suprafata globului formeazd uscatul, stiind cd
raza pamantului este de aproximativ 6400 km?

6 Figura 72 reprezintd un cornet de inghetatd
impreund cu o cupa de inghetatd semisferica.
Triunghiul ABC este echilateral cu perimetrul de
36 cm. a) Determinati lungimea laturii 4AB.

b) Aflati volumul cu-
pei de inghetata. a
c¢) Comparati supra- 4 B

fata cornetului cu su- N—
prafata cupei de in-
ghetata.
Figura 72
C

7

8 O bila sfericd avand volumul

Opt bile uzate cu raza de 1 cm se topesc pentru a
turna o bila mai mare. Aflati cati mililitri de vop-
sea sunt necesari pentru a vopsi bila obtinuta dupa
turnare, stiind ca 1 / de vopsea acoperd 2 m?.

40007
3

cm? se taie

dupd doud plane paralele, de o parte si de alta a
centrului sferei, lungimile cercurilor de sectiune,
fiind 127 cm, respectiv 167 cm.

a) Aflati raza sferei.

b) Calculati distantele
de la centrul sferei la
cele doud plane de
sectiune.

c¢) Ce procent din vo-
lumul sferei repre-
zintd suma volumelor celor doud conuri cu
varfurile in centrul sferei si bazele cele doud
cercuri de sectiune?

Figura 73

9 Un creion neascutit are forma unui cilindru circular

drept cu generatoarea de 20 cm si raza de 5 mm.
Se ascute creionul, varful ascutit avand forma
unui con circular drept cu generatoarea de 13 mm.

a) Calculati volumul creionului neascutit.

b) Calculati volumul creionului ascutit.

c¢) Cat la sutd din volumul creionului s-a inde-
partat prin ascutire?



Geometrie
TEME DE SINTEZA

Recomandate pentru lucru in echipe

10 piesd metalicd, obtinutd prin aldturarea unui con, a unui cilindru si a unei semisfere, este reprezentatd in
Figura 74. Se stie cd: VE=16cm, VO =5cm si BC=6cm.

D
a) Determinati indltimea cilindrului si generatoarea ™.
conului. % ST R
b) Calculati aria piesei. 30//
c) Aflati volumul piesei. —
A Figura74

2 in F igura 75 este reprezentat un suport cilindric pentru mingi de tenis de camp.
Mingile au forma sferica, cu raza de 3 cm, iar in interiorul suportului incap trei mingi,
care ocupd la maximum suportul.

a) Determinati indltimea suportului.
b) Demonstrati ca aria totald a suportului este 1267 cm?.
¢) Ce procent din volumul suportului este ocupat de cele trei mingi?

Figural5

& in Figura 76 este reprezentatd schematic o cutie in forma de paralelipiped dreptunghic cu capacul de forma

unei jumatdti de cilindru. Se stie cd: AB =80cm, BC =40cm I J
st AE = 60 cm. / 7777777777 !/ G

a) Calculati volumul cutiei. H

b) Stabiliti daca in aceastd cutie incape o baghetd cu lungi- i
meade 1,1 m. E } fa

c) Calculati aria totala a cutiei. Dr-rm e A

/ Figura76
A B

TEST DE AUTOEVALUARE

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu
SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)

Sp
Sp
Sp
Sp
Sp

Sp

Un cilindru circular drept cu raza de 4 cm si generatoarea de 6 cm are volumul . . . cm?.

Un con circular drept cu raza de 6 cm si indltimea 45 mm are volumul . . . cm?.

Un trunchi de con cu razele de 10 cm, respectiv 8 cm si generatoarea 9 cm are aria laterala . . . cm?.
O sferd curaza 32 cmare aria . . . cm?.

Un con circular drept are aria totald 487 cm? si aria laterald 327 cm?. Raza conului are . . . cm.

Raza unei sfere cu volumul de 36z cm? are ... cm.
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Geometrie

SUBIECTUL al II-lea - Precizati litera corespunzatoare raspunsului corect. (30 de puncte)

5p Sectiunea axiald a unui cilindru circular drept este un patrat cu aria 64 cm?. Aria laterala a cilindrului
este:

A. 647 cm? B. 1287 cm? C. 128 cm? D. 192 cm?

5p Desfisurarea suprafetei laterale a unui cilindru circular drept este un pitrat cu diagonala 62 cm.
Volumul cilindrului este:

A. 54cm’ B. 108 cm? C. % cm’ D. 18cm?

5p Sectiunea axiald a unui con circular drept este un triunghi echilateral cu aria 9,/3 cm?. Volumul conu-
lui este:
A. 157cm? B. 54/3 mcm? C.9J3 cm? D.9/3 rcm?

5p @ Un con circular drept cu volumul 647 cm? se sectioneaza cu un plan paralel cu baza care trece prin
mijlocul Tndltimii. Volumul trunchiului de con obtinut este egal cu:
A. 56mcm? B. 327cm? C. 64ncm? D. 32cm?

5p Sectiunea axiald a unui trunchi de con circular drept este un trapez isoscel cu diagonalele perpen-

diculare. Stiind ca razele lui sunt de 16 cm si 4 cm, atunci volumul trunchiului de con este:

A. 64.0m’ B. 1927 cm> C. %ﬁn cm3 D. 2607 cm®

5p Dintr-o tabld in forma de semidisc cu raza de 16 cm, un tinichigiu construieste un vas in forma de con.
Pentru a confectiona capacul vasului, el cumpéra o bucata de tabla in forma de patrat. Care este lungimea
minima a acesteia?
A.8cm B. 16 cm C.32cm D.4cm

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de rezolvare scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)

Un con circular drept are raza de 40 cm. Desfasurarea suprafetei laterale este un sector de disc cu

unghiul de 90°.
5p a) Calculati raza bazei conului.
5p b) Calculati volumul conului.
5p ¢) Demonstrati ca aria laterald a conului este mai mare decat 1256 cm? si mai micd decat 1260 cm?.

Un cilindru circular drept cu centrele bazelor O, respectiv O 'si sectiunea axiald ACC 4", are raza de

30 cm si generatoarea de 36 cm. Pe cercul bazei de centru O se ia punctul B, astfel incat masura arcului
AB este 120°.

5p a) Calculati distanta de 1a O la 4B.
S5p b) Calculati distanta de la O la planul (O 4B).
5p c¢) O furnicd merge de la 4 la A°,drumul ei intersectand toate generatoarele cilindrului. Demonstrati cd

drumul parcurs de furnica are lungimea mai mica decat 120 cm.

*
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VARIANTE DE TEZA
PENTRU SEMESTRULI

VARIANTA 1

SUBIECTUL I - Pe foaia de teza scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)

5p | 1.Rezultatul calculului 2 - /36 —6- /4 este . ..
5p | 2. Suma numerelor intregi din intervalul [-2;4) este . . .
3_
5p | 3. Fie raportul E(x) = %, unde x este un numar real. Calculand E(2) se obtine . . .
5p | 4. Suma lungimilor muchiilor unui tetraedru regulat este egald cu 72 cm. Aria unei fete a tetracdrului regulat
este egalicu. .. cm?.
S5p | 5. Daca VABCD este o piramidd patrulaterd regulata cu varful V' si V4 =4B=6cm, atunci indltimea
piramidei are lungimea de . . . cm.
5p | 6. In tabelul de mai jos este prezentati repartitia elevilor unei clase a VIII-a, in functie de mediile obtinute la
matematica pe semestrul I:
Media 4 5 6 7 8 9 10
Numar elevi 1 4 5 8 3 3 1
Numarul elevilor din aceasta clasd care a obtinut la matematica, pe semestrul I, cel putin media 7 este egal
cu...
SUBIECTUL al Il-lea - Pe foaia de teza scrieti rezolvirile complete. (30 de puncte)
5p | 1. Desenati, pe foaia de rezolvare, o prisma dreaptda MNPQRS cu baza triunghiului echilateral MNP.
5p | 2. Calculati intersectia intervalelor /= [—%; 3) siJ= (— 1; %]
sp | 3. Aritati ¢ numirul a = (23 —4)* +(8+ /3 )’ este natural.
Sp | 4. Descompuneti in factori expresia: 2x* + 16x? + 32x.
2_
5. Fie R(r) = L5552 1 eR\({-2,2}.
5p a) Simplificati raportul R(x).
5p b) Aflati x € Z pentru care R(x) € Z.
SUBIECTUL al IIl-lea - Pe foaia de teza scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)
1. Fie cubul ABCDA B 'C'D’ cu AB =4 dm. Notam cu M, N, P mijloacele muchiilor 4B, AD, respectiv A4 .
5p a) Aritati ca aria triunghiului MNP este egali cu 2./3 dm?.
5p b) Demonstrati cd planele (MNP) si (4 BD) sunt paralele.
5p ¢) Verificati daca, presupunand ca acest cub este din carton, se poate introduce o baghetd metalica avand
lungimea de 7 dm.
2. Rombul ABEF si patratul ABCD sunt situate in plane diferite, AB = 8 cm, iar masura unghiului ADF este
de 60°.
5p a) Calculati lungimea segmentului CE.
5p b) Aritati ca CE || (BDF).
5p c) Aflati masura unghiului dintre dreptele AD si BE.

Timp de lucru 120 min. Din oficiu 10p.
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VARIANTAZ2

SUBIECTUL I - Pe foaia de teza scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)

5p | 1.Rezultatul calculului V32 —442 esteegal cu. ..
S5p | 2. Multimea 4= {x€R | —4 <x <3} este intervalul . . .
5p | 3. Efectuand calculul —3a + 4b — 5a — 6b, obtinem . . .
5p | 4. 1n cubul ABCDA B’ C' D’ miasura unghiului dintre dreptele BC* si A Deste egalicu. .. °.
5p | 5. Un tetraedru regulat cu muchia de 6 cm are aria unei fete egala cu . . . cm?.
5p | 6. Piramida patrulatera regulatd VABCD, cu varful V, are VA = AB. Masura unghiului AVC este egalacu . . . °.
SUBIECTUL al Il-lea - Pe foaia de teza scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)
5p | 1. Desenati pe foaia de rezolvare tetraedrul STAR.
5p | 2. Fied={xeR| % <x-1<3}siB={xeR| |3x—1]| <5}. Calculati 4 U B si AN B.
5p | 3. Rezolvati in R inecuatia: 2,/3 x—4 >x/15 =25 .
Sp | 4. Se considerd E = 3(a? + b*) + 2(a — b) — 6ab, unde a si b sunt numere reale.
Stiind ¢d a — b = 3, calculati E.
5. Fie E(x) = (x+2)* +3(x—3)(x +3) - 3x(x +2).
Sp a) Demonstrati ca E(x) = x? — 2x — 23.
5p b) Aritati ca E(x) >-24, (V)x eR.
SUBIECTUL al Ill-lea - Pe foaia de teza scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)
1. Fie VABCD o piramida patrulatera regulatd cu varful ¥, AB=12,2 c¢msi V4 =20cm. Notim cu E si F
mijloacele muchiilor V4, respectiv V'C, si cu O centrul bazei.
5p a) Aratati ca VO = 16 cm.
5p b) Calculati masura unghiului dintre dreptele EF si BC.
5p ¢) Demonstrati ca dreapta EF este perpendiculard pe planul (VBD).
2. ABCDEFGH este o prisma patrulaterd regulatd cu 4B =6 cm si AE = 8 cm. Fie M mijlocul segmentului
CFs1ACNBD = {0}.
5p a) Aritati ci BH= 2,34 cm.
Sp b) Demonstrati cd OM || (AFG).
Sp ¢) Calculati distanta de la punctul B la planul (OMC).

Timp de lucru 120 min. Din oficiu 10p.
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VARIANTE DE TEZA
PENTRU SEMESTRUL al ll-lea

VARIANTA 1

SUBIECTUL I - Pe foaia de teza scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)

5p | 1. Rezultatul calculului V64 — /100 : Seste. ..
5p | 2.Dacif:R-R, f(x) =4—x, numirul (0)-f(1)—f(2) este . . .
5p | 3.Dacdf:R~-R,f(x) =2x+3 si punctul M(3, m) apartine graficului functiei f, atunci valoarea lui m este . . .
5p | 4. Daca intr-o piramida patrulaterd regulatd muchia bazei este de 20 cm si muchia laterald de 26 cm, atunci
apotema piramidei este de . . . cm.
5p | 5. Aria totala a unui paralelipiped dreptunghic de dimensiuni 4 cm, 5 cm si 6 cm este egala cu . . . cm?.
5p | 6. In tabelul de mai jos este reprezentat numarul de carti imprumutate de biblioteca scolii in ultimii 4 ani:
Anul 2016 2017 2018 2019
Numérul de 47 | 315 | 533 | s0s
cartl imprumutate
Numarul total de carti imprumutate a fost de . . . carti.
SUBIECTUL al Il-lea - Pe foaia de teza scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)
5p | 1. Desenati pe foaia de rezolvare un paralelipiped dreptunghic ABCDEFGH.
S5p | 2. Rezolvati in R ecuatia: 2x*> — 5x+2 = 0.
5p | 3. Fie functia /: R >R, f(x) =2mx+m+1, meR. Aflati valoarea [ui m, stiind ci punctul P(1,2020) apar-
tine graficului functiei f.
5p | 4. Fie functia /: R >R, f(x) =4x—3. Calculati S = £(1) + f(2) + ... + f(30).
5. Fie functia /:R—R, f(x) =3 —2x.
5p a) Reprezentati grafic functia fintr-un sistem de coordonate xOy.
5p b) Calculati aria triunghiului determinat de reprezentarea grafica a functiei £, axa Ox si axa Oy.
SUBIECTUL al IlI-lea - Pe foaia de teza scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)
1. Fie ABCDA'B'C'D’ un bazin in forma de paralelipiped dreptunghic. Baza ABCD are AB = 18m si
BC = 6m, iar indltimea 44" =3 m.
5p a) Aratati cd volumul bazinului este egal cu 324 m?.
5p b) Fetele laterale ale bazinului se placheaza cu placi de faianta, avand forma unui patrat de laturd 40 cm.
Aﬂgt,i numarul de placi necesare.
5p ¢) In bazin se afld 243 000 litri de apa. Calculati Tndltimea la care se ridica apa in bazin.
2. O prisma triunghiulara regulata ABCA B 'C" are baza triunghiului ABC, muchia bazei egald cu 6 cm si
indltimea egald cu 8 cm.
5p a) Calculati lungimea segmentului AC".
5p b) Calculati distanta de la punctul C' la planul (4BA4").
5p ¢) Determinati sinusul unghiului dintre dreptele 4 B si B 'C.

Timp de lucru 120 min. Din oficiu 10p.
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VARIANTA 2

SUBIECTUL I - Pe foaia de teza scrieti numai rezultatele. (30 de puncte)

S5p | 1. Multimea solutiilor reale ale ecuatiei 2x? + 3x =0 este . . .
5p | 2. O prisma patrulatera regulata are aria laterald 320 cm? si indltimea de 10 cm.
Latura bazei este egald cu . . . cm.
5p | 3. Fie functia/: R >R, f(x) = (m—1)x+3,m €R. Daca 4(2, 5) apartine graficului lui £, m este egal cu . . .
5p | 4. Un cub are diagonala de 3 J3 cm. Aria totald a cubului este . . . cm?.
5p | 5. Un cilindru circular drept, cu generatoarea de 4 cm si aria sectiunii axiale de 48 cm?, are aria laterala egald
cu...cm?,
5p | 6. In tabelul de mai jos este reprezentati o dependenta functionali:
X -2 -1 a 4 6
y=-2x+3 1 -5 b
Suma dintre numerele a si b este egala cu . . .

SUBIECTUL al Il-lea - Pe foaia de teza scrieti rezolvirile complete. (30 de puncte)

1. Fie functiile /:R—>R, f(x) =3 si g:R->R, gx) =—x+35. Notim intersectia graficelor celor doud functii
cu B, intersectia graficului functiei g cu axa Ox cu C, intersectia graficului functiei g cu axa Oy cu D si
intersectia graficului functiei f'cu axa Oy cu 4.

5p a) Calculati aria patrulaterului OABC.

5p b) Aflati ce procent reprezintd aria triunghiului DAB din aria triunghiului DOC.

5p c) Aflati distanta de la originea sistemului de coordonate la reprezentarea graficd a functiei g.
10p | 2. Rezolvati ecuatia 2 +éx+9 + 3 +71x+ Dt —|—91x+20 = ;Ig ,XxeR\{-5, -4, -3}
5p | 3. Rezolvati in R inecuatia (x> — 4x + 5)(2x - 5) <0.

SUBIECTUL al IIl-lea - Pe foaia de teza scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)

1. Fie VABC o piramida triunghiulara regulatd, astfel incat misura unghiului dintre VA4 si (4BC) este 45° si
AB=12cm.

5p a) Aflati aria totald a piramidei.

5p b) Aflati distanta de la 4 la (VBC).

5p ¢) Se sectioneaza piramida cu un plan paralel cu baza, astfel incat aria laterala a trunchiului obtinut sa fie
dublul ariei laterale a piramidei mici. Aflati volumul trunchiului.

2. Triunghiul isoscel VAB de baza AB este sectiunea axiald a unui con circular drept cu raza bazei de 6 cm.
Punctul C se afld pe cercul bazei conului, astfel incat masura arcului AC este 120°. Se stie cd unghiul dintre
planul (VAC) si planul bazei conului este de 60°.

5p a) Aritati ca inaltimea conului este de 3./3 cm.
5p b) Calculati aria laterald si volumul conului.
Sp ¢) Calculati distanta de la O la (VAC), unde O este centrul bazei conului.

Timp de lucru 120 min. Din oficiu 10p.



Teste pentru pregitirea examenului de Evaluare Nationalid

TESTUL 1

® Toate subiectele sunt obligatorii.
® Se acordd 10 p din oficiu.

® Timpul de lucru efectiv este de 2 ore.

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

SUBIECTUL I incercuieste litera corespunzitoare rispunsului corect. (30 de puncte)
1. Rezultatul calculului 4° : 23 este:

a) 8 b) 16 c) 10 d)1
2. Dintre numerele x = %, y=1,6,z=1,7,t=1,5, mai mare este numarul:
a)x b)y c)z d)¢
3. Cel mai mare divizor comun al numerelor 108 si 180 este numarul:
a) 36 b) 18 c) 48 d) 54
4. Suma numerelor intregi din intervalul (—3;2] este egala cu:
a)-3 b)3 c)0 d)2
5. Dacd x* —y? = 12 si x —y = -3, atunci x + y este egal cu:
a)—36 b) 36 c)4 d) -4

“«“

5 . 1 . 3 . 1
6. Daca a eR* si a — 7 = 2, atunci valoarea de adevar a propozitiei “a*+ 2o 47 este:

a) adevirata b) falsa

SUBIECTUL al I1-lea Incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. (30 de puncte)
1. in figura aldturatd sunt reprezentate punctele 4, B, C, D si E (punctele B, C, D, E sunt coliniare). Distanta
de la punctul 4 la dreapta BE este egala cu lungimea segmentului:

a) AB B
b) AC C
c)AD D# A
d) AE
E

2. in figura alaturati punctele 4, B si C sunt coliniare (in aceasta ordine), iar M este mijlocul segmentului BC.

Daca AB =3 c¢cm, MC = 2 cm, atunci lungimea segmentului AC este egala cu:
a)5cm b) 7 cm ¢)9cm d) 8 cm

ASCmé

M2em C

3. In figura alaturata, dreptele a si b sunt tiiate de secanta d. Stiind ca

and={M},bNd={N},A€a, Beb, AMN =2x - 10°, BNM = 3x + 10°, valoarea lui x pentru care drep-
tele a si b sunt paralele este:

d
2) 36° oy 4
b) 72° :
c) 20°
d) 40° ,

\Z
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Sp

Sp

Sp

2p
3p

2p
3p

2p
3p

2p
3p

2p
3p

2p
3p

4. In figura aldturata ABCD este un dreptunghi cu AD = 12cm, AB = 18cm si E € AB (E intre A si B) astfel
incat AE = 0,(6) - AB. Aria patrulaterului BCDE este egala cu:

C
a) 288 cm? b
b) 144 cm?
¢) 108 cm?
d) 576 cm? A E B

5. Trapezul dreptunghic PORS (PQ || RS, P=S = 90°) are diagonalele perpendiculare.
Daca PQ = 18 cm si RS =8 cm, atunci indltimea trapezului are lungimea de:
a) 12cm b) 10 cm c) 14 cm d) 13 cm

6. Triunghiul echilateral ABC este inscris in cercul de centru O.
Masura unghiului BOC este egala cu:
a) 60°
b) 90°
c) 100°

C
d) 120° N

SUBIECTUL al ITI-lea Scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)
1. Dan cumpard o minge folosind doar bancnote de 5 lei si 10 lei. Mingea costa 40 de lei.
a) Este posibil ca Dan sd foloseasca doar 3 bancnote?
b) Stiind ca s-au folosit in total 5 bancnote, aflati cate bancnote de 5 lei si cite bancnote de 10 lei a folosit

Dan.

A

2x-6  _ x-=2 ) x=3
x2—-4x+3 x2-4x+4) x-1°
a) Aratati ca x> —4x +3 = (x— 1)(x — 3), pentru orice numdr x.

b) Demonstrati ca E(x) - (x —2) = 1, pentru orice x eR\{1, 2, 3}.
3. Se consideri functia /: R—>R, f(x) = 2x—6.
a) Calculati /(1) - f(2) - f(3) - f(4).

b) Stiind ca reprezentarea grafica a functiei / intersecteazd axa Ox in punctul £ si axa Oy in punctul F,

2. Se consideri expresia E(x) = ( unde x e R\ {1,2,3}.

calculati sinusul unghiului OEF. M.
4. In figura alaturati este reprezentat un romb MNPQ cu

MN = 6cm si MNP = 120°. N 0

a) Aratati cd NO = 6 cm.

b) Calculati distanta de la punctul Q la dreapta NP.

P

5. Pe planul patratului ABCD cu AB =4 cm, se construiesc, de aceeasi parte a patratului, perpendicularele 4E

si CF, astfel Incat AE = 2.J6 cm st CF = 2J2 em. E F

a) Aritati ca AC=4.2 cm.

b) Demonstrati ca unghiul dintre planele (EBD) si (FBD)

are masura egald cu 75°.

A B

6. Se da piramida triunghiulara regulata V4BC cu latura bazei AB =12 cm,
muchia laterald ¥4 = 8 cm si M este mijlocul lui BC. |
a) Determinati masura unghiului dintre dreapta V4 si planul (4BC). i
b) Calculati distanta de la punctul 4 la dreapta VM. l
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TESTUL 2

® Toate subiectele sunt obligatorii.
® Seacordd 10 p din oficiu.
* Timpul de lucru efectiv este de 2 ore.
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SUBIECTUL I incercuieste litera corespunzitoare rispunsului corect. (30 de puncte)

1. Rezultatul calculului (1 +2+3-4): 5 este:
a) 1 b) 2 c)3 d)4

2. Maria a cumpdrat 2 kilograme de mere cu pretul de 3 lei kilogramul si 3 kilograme de banane cu pretul de
8 lei kilogramul. Un kilogram de fructe cumpérat de Maria a costat:

a) 6 lei b) 8 lei c)Slei d) 4 lei
3. Numarul natural m pentru care 32! = 243 este:

a) 1 b)2 03 d)4
4. Numirul 3 — /2 apartine multimii:

)N b) Z ) Q\Z d)R\Q

5. La un test Ana a obtinut nota 8, lonut a obtinut nota 9, iar Dan a obtinut nota 7. Daca Irina a luat nota x, iar
media notelor celor patru copii a fost 8, 5, atunci valoarea lui x este:

a)7 b) 8 c)9 d) 10
6. Suma modulelor numerelor intregi din intervalul (—4; 3] este egala cu:
a) 10 b) 11 c) 12 d) 13

SUBIECTUL al I1-lea Incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. (30 de puncte)
1. In figura alaturata, triunghiurile ABD si ACD au acelasi perimetru. 4

Valoarea lui x este egala cu:

a)2 5 6

b)3

c)4

d)5 B~"x D 3 C
2. in figura aliturati avem trei unghiuri in jurul punctului O: AOB, BOC si COA.

Valoarea lui a este egala cu:

a) 50°

b) 60°

c) 70°

d) 80°

3. O bucatarie are forma unui dreptunghi cu lungimea 4,5 m si latimea de 3 m. Bucatiria se placheazd cu
placi de gresie, sub forma de patrat, cu lungimea laturii egald cu 3 dm. Numarul placilor de gresie necesare
pentru a acoperi intreaga bucitarie este:

a) 1500 b) 120 c) 180 d) 150
4. Triunghiul isoscel ABC are baza BC=10cm si AB = AC = 13 cm. Distanta de la punctul B la dreapta AC

este egald cu:
2) 12 b) 120 ¢) 60 @) 1%
5. Punctele M, N, P, O sunt situate (in aceastd ordine) pe cercul de centru O. Dacid MN = 60°, NP = 807,

@ = 130°, atunci mdsura unghiului M/O\Q este egald cu:
a) 120° b) 70° c) 100° d)90°
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6. Un patinoar are forma unui dreptunghi 4BCD cu lungimea de 20 m si latimea de 10 m. Ana patineaza pe

traseul 4 — D — C, iar Bogdan patineaza pe traseul 4 — M — C, unde M este mijlocul lui BC. Afirmatia
“traseul parcurs de Ana este mai lung decat traseul parcurs de Bogdan ” este:
a) adevirata b) falsa

SUBIECTUL al IIl-lea Scrieti rezolvirile complete. (30 de puncte)
1. Maria aseaza flori in mai multe vaze. Daca pune cate 3 flori in fiecare vaza, atunci toate vazele sunt pline,

iar 5 flori nu au loc in vaze. Dacd pune cate 5 flori in fiecare vaza, atunci intr-o vaza sunt 2 flori, iar
celelalte vaze sunt pline. Cate flori si cate vaze sunt?

e . (1 1. 1 _
2. Se considerd expresia E(x) = (xz e +x) e eR\{-1,0,1}.
a) Aratati ¢d E(x) = ﬁ, pentru orice x eR\{-1,0,1}.
b) Determinati cel mai mare numar natural n pentru care E(n) > 1.

3. Fie functia f:R >R, f(x) =2 - /5 )x+ /5.
a) Ariatati ca punctul A(1;2) apartine graficului functiei.

b) Rezolvati in R inecuatia: f(x) -2 > 0. C
4. Triunghiul ABC este dreptunghic in 4, AB =6 cm, AC = 8 cm, N
M este mijlocul Iui AC, iar MN 1L BC, N € BC, MN =2 cm. M

a) Aratati ca C = 30°.
b) Calculati aria patrulaterului ABNM.

A B

5. Un vas in forma de prisma patrulatera regulata cu latura bazei 6 dm si Indltimea 3 dm, este plin cu apa.
Apa din el se toarnd Intr-un vas in formd de piramidd patrulaterd regulatd SABCD asezata cu varful Sin jos,
cu AB =8 dm si Indltimea SO = 12 dm.

a) Aflati la ce indltime se ridicd apa in vasul in forma de piramida regulata.
b) Dacd M este mijlocul lui S4, aflati tangenta unghiului pe care il face dreapta MO cu planul (4BC).

6. Un garaj are forma unui paralelipiped dreptunghic ABCDA B'C'D’'cu AB=3m,BC=6msi BB =2,5m,
iar acoperisul are forma unei prisme triunghiulare regulate 4'B'ED C'F cu bazele 4 B E respectiv
D C'F. Garajul se vopseste pe exterior, iar acoperisul este de tabla.

a) Cate kilograme de vopsea sunt necesare, daca 1 kg de vopsea acoperd 5 m?? Cat costd vopseaua, stiind
ci 1 kg de vopsea costi 25 de lei? (Se considerd.,/3 =1,73. Rezultatul se va scrie cu doud zecimale
exacte)

b) Cati metri pdtrati de tabld sunt necesari pentru a acoperi garajul, stiind cd pierderile sunt de 10% din
suprafata acoperisului?
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Indicatii si raspunsuri

INDICATII SI RASPUNSURI

1 INTERVALE DE NUMERE REALE. INECUATII iN R
18=(03; C= {3202 L D= {3:2-1:5:0:0,6: 3:12: 2L, (635 L E=(/2:m).24= {x | x=n®, neN};

B={x|x— +1,neN } C={x|x=+(n*+1),neN}; D={x | x=Tn,neN}; E={x | |x|:1,xEZ},3A:{@};B:®; C=1{0};
D=-33). ba) {HL /76 o) { L /16 | o {102 yT6 L | o) (- 77 01— y2 im0 25 1) (1,0)5.

Ta)A;b)F; o) A;d)Fse) A; ) A; @) .2 A=[-1,2]; B=(2,3); C=[1,3); D= (2,4]; E=(=o0,0]; F = [-2,00); G =(—o0,— J2 );

H=(3 o) I=(-3,-3 ); /= (0,11 30) [- 1, 1]; YR 0) [0,00); d) (2,10); €) {4}; ) @. &4 = [-3,3]; B=(~4,4); C=(~o0,~ [JU[1,0): D =[0,3];
E=[0,2]; F=[1,0); G=[-3,2). 5a) [3,4); b)[-2,-1); ©)[-1,1). 6a) 3;b) 3;c) 3sau4;d)—2 sau — 1 sau 0. B8a)F;b)A;c)A;d)A;e)F. 9a)9;

b) 15; ¢) 8; d) 1; e) zero numere; f) 15; g) 8;h) 1;1) 2n— 1. 11 4 =[-5,5]; B=(-1,1); C=[-2,6]; D=(-00,-2) U (4,0); E = [0,00); F = {0};

G=(-3,~1JU[L3) H=(-0,01U[22). 122) A; b F; o) F. 164=R; B={-L- L }ic=@ip=[5.6) E=[-5.-4 F= {3 }: G=[2:2.5] 15se
aratécaa<% a+5b <b. 162) A;b) A;c) A; d) A. 18 a) Se arati ci: a < 2at+b <b; b)8a<3a+5b<8h.19 6543210.

T 012153 5 (0,12 0N 0. 5 0.2} (L 9RLe: O LT 9 Lo Dtk ) (o 15).

6 a) (0,190 b) (-0,41: 9 [0.2]. 9 &) (on=1: b) [T.0) o) (0. T s &) Coo 13 @) (-0 3] 190) (-0 3 0)(VZo0) 0 (4)F )
25

ofe

5
6 1;6;32. 7 este cuprinsd intre 24 si 84. & mai mic decat 48 km. 9 Le(5,30). 10 xe[-110,+). 11 numirul maxim de bile este 28.
12 numirul minim de autobuze este 14.

J. 20 4={0,1,2,.... 7B = {1,2,3,4,5}: C= (.00} D=2 E= (0,1} F= (-2,-1,0}. 212) {1,2,3,4,5}; b) (-0,5]; ©) 1.

PROBLEME RECAPITULATIVE
1-3. 2 %. 3a)%; b)1- %~ ) C4a+2e(3,5);2ae(2,6);a-4€(5,7); —ae(=3,-1). 5100m. 6 2345,15. 7xe[2,03;2,04).
8x€[3,255;3,265). 9 n € {4,5,6,7,8}. 11374 124=B=[-1,1). 13 [-4,5].
TEST DE AUTOEVALUARE

SUBIECTULI (3] 5. (] 6. (3] [-6;4]. (i [2;6]. (5] {0,1,2}. (5] [6,). SUBIECTUL al IIlea (1] D. (z] A. & B. (i} B. (5] A. (7] C.

2_2

SUBIECTUL al IHea () a)a= 31 b) 4 = 5 < 5 <2 =4 [ a)A=[- 1:2]: B=(-3,0): b) {— 1,0, 1,2}; @: (-3,2); [ 1:0). (=] ) 80; b) 94.

1
4

2 CALCUL ALGEBRIC iNR

9 a)x?—2x+1; b)x? + 20y +y?%; ¢) x% +3x+2; d) x? + Sax +6a%; e) x* —Tax? +10a?; f) x* —5x% — 14; g) 3x° + 2x* + 2x2 - 1;

h) 6a2+2ab+4b*.10 1.12 1. A; 2. F; 3. A. 13 20%. 14 a) Se arata ci (100x +25) - (100y +25) = 100z + 25; b) (100x + 76) - (100y + 76) = 100z + 76. 15 1.
BTN 6 1) 96 - 104 = (100-4) - (100+4) = 1002 — 16 = 9984; 1) 37-43 = (40~ 3)(40+3) = 402 — 32 = 1591; m) ;) 1.
73)992+100%+1012-3-99-101=(992-2-99 101 +101%) + 100> - (100 —1) - (100 + 1) = (99 — 101)> +1002 - 1002 + 1 =5,k)-98; h-10

m) (100 +5)% = 11025; n) (200 = 2)* + (200 +2)* — (200 — 2)(200 +2) = 2002 + 12 = 40 012.

192)2(/6 +J2)-J6 +1-5(J2 +1)-(J6 —/2)==2Q+ J2 ); b)9+5/3 —12+6J3 +6+3./3 +12-8,/3 =3(5+2/3 ).

NS=J2 -1+3 ~J2 +J&F -3 4.t Ji —Jn-1 = J/w —lete. Tha)5-2=23;b)232-2=527.15 (x—%)2=(x+%)2—4etc.

2k Ga+2b); (a3 +by2 )5 m)@y2 +1)% n) (@@ +af5 )V =a2a+.5)".3d) 3/3 —x)(3./3 +x);

e) 22 = 3)2xJ2 +3).5a)a +al+1=(a®+1) ' —a>=(a*—a+1)-(@®+a+1); b)a*+ 1 =(a®+1)* =242 =

=(@-ay2 +D@+aJ2 +1);0)a*-a?+1=(a*+1)-3a>=(a*—aJ3 +1)a®+ay3 +1); d)x*+64=(x2+8)" - 16x2 =

=(2—dx+8)(2 +4x+8); ) ¥ +4x2 +16= (x2 +4)* —4x2 = (x2 = 2x + 4)(x2 + 2x +4); D a* +9a> + 81 = (a> +9)* - 9a? = (a® = 3a+ 9)(a® + 3a +9);

g x?+3x+2+ax+a=(+Dx+2)+alx+ 1)=&+ Dx+2+a); h)x? —dx+3-bx2+b=(x- D)x=3) - bx—Dx+1)=(x-Dx-3-bx-b).

6 x2+12+435=(x+5)x+7) ete. T x2+6x+9-2=(x+3)"-2= (x+3-J2)x+3+2). 8 x2+8x+13= x/2 +8x+16-3= (x+4)°-3=
=(x+4- 3)x+4+ /3 etc. 9 a)(3"+2)% b) (6"=3)%; ¢) (K2 +3k+1)%; d) (2 +n-2)>. 10 a) (x—y)(x+y) =97; Decix—y=1six+y=97 etc.; b)
G-+ =97%etc. 13 a=(n+2)((n+2)* ~ 1) = (n+ D(n+2)(n+3) etc. 14 b) L2 a+b + bzc + 5 c+a =(4+ )+(%+%)+(ﬂ+%)z 24+2+2;

b
9] (a+ X }J(c+%)22-2~26tc.'|5a +b* = c* +2ab? echivalent cu (a2 —bz)z—c =0, sau(a —b*—c?*)a?-b>+c?) =0 etc.
16 (772n:33) —3=72=(7. 17 (x-5)+(+7)’ <0, deunde x =5 siy=—-7.

-196 -



Indicatii §i rdspunsuri

2x—1
SRR o T
eZ,daca2n+3e{i1, +2, +3, £ 6} etc.

3 1b)D=R\{3}. Z D= R\{ 3,0} si deci raspunsul este negativ. 5 a) —7x?; b) x+2 c)x—2;d) x+1, e)
h) x_zl ;i) ;i?.6n+3eN. 7 a+1 €Z,dacia+1e{l,+3}etc. 8a)neZeN;b)
13a=(+3+x-3)" ="

2n+3

2 b) Se aplicd punctul a) fiecirei fract;u 3 a) 16, pentru x eR*; b) 6 , pentrux,y €R*; ¢) & +4,pentru xeR\{-4,4}; d) s
pentruxeR\{ 55 & a) 4ax?, pentru x,a €R*; b) 2,pentruxeR* c) x+1 7 »pentru xeR{l, -2,2};d) 1, pentruxeR\{+2 -1,5). 7 a) &=
pentru x eR\{0,2}; b) - 2,pentruxeR\{_Z}.'ls a) E(r) =% +9, pentruxeR\{ 1,0,1}; b) Pentrux > 1 avem & +9 > 1,echivalent cu (x—3)2

>0; c)E(x):x+% e€Zdacixe{*l, £3, £9}. 16 %+x32 + x24—‘2x =% etc. 18 a) xeR\{-1,1};c) Cum xeN, avem3—120 daci3-x>0.
Decix € {0,2,3}; d) E(x)=-1+ xil eN, dacix+ 1€ {1,4}, adici x €{0,3}.
TEST DE AUTOEYALUARE
SUBIECTUL I (1] 6. ] 3x(x~2). 5] 53 (7 3. (5] 3. (5] - 1. SUBIECTUL al Il-lea (5] A. () D. () C. (i] B. (5] C. (5] C.
SUBIECTUL al II-lea (] a) E(x) = x* +4x— 12 = (x+2)" =16 = (x = 2)(x + 6); b) E(x) = (x+2)* — 16 > 16. Z] b) x € {1;2}.
2J3

Tac(-12). 8 a) (10105 02 0 (-1} 9 10./3 3 0 10.7); f){o,Tf}s W {23} 011210 0 (z, 1-m);

2) {-1,7}; h) g , \/_ } T me {£2} etc.

6x=4.1ae{—8,6}.8n=11.10n=16.

TEST DE AUTOEVALUARE

SUBIECTULI (10,3 2 {+.-1}. @ (5.4 2. G4 isﬁ ¢m. SUBIECTUL al II-lea (] D. 5] B. (5] A. (i D. (5] B. (i A.
9- 3 9+
SUBIECTUL al Ill-lea (7] x; = 3\/_ , X2 = \/_ sEla)yxi =1, x=7 3 ;b)x=1; ¢) Ex) = 2x+ 1) + 4 rezultd min E(x) = 4.

Elaym=~-1; byme(-2,).

3 FUNCTII
7 a) p(x) = 5= 10 x =1- %; c)x=4; d) % valoarea maxima; 1—10 valoarea minima. & b) valoarea minima —30; valoarea maxima 50;
) fn)=5-n-3(10-n) = Sn 30. 9 % 10 fsi g au acelasi domeniu de definitie, acelasi codomeniu si in plus f(~1) = g(~1) = 1, £(0) = g(0) = 0, £(1) =
=e()=1.Ma=0, b=1,c=1.12d(n) = ”(”‘3) 15 a)Imf= {3, 2,0, —2} 16 a)Imf={6,9, 12}.17 a) B={0,1,2,3,4}; b) B={3,2,1}.

34={-J2,-1,1,J2 };B={1, 2} 6a)a=-4;b)b=1;c)c= —, d)( 10 5) e) (%,—%).9 a) 5 elevi; b) 14 elevi; c) nota 8; d) nota 5; e)
7,12.
m 32)(5,00.0,5): 5 2,0,0.-1). &g 5/W=2-5 6ayme(01}b)m=0;c)m =1, deundeme {1,1}. 8 4(2,0)siB0.4).

Reprezentarile grafice sunt trei drepte paralele.
1C(5,4). 3 f(3)=2 reprezinti valoarea minimd, iar f(~1) = 6 reprezintd valoarea maxima. & Triunghiul dreptunghic 40B unde A4(0,-2),
0(0,0), B(2,0), are perimetrul P =4+2./2 (unitati) si aria A = 2 (unitati patrate). 5 a) £(0) = g(0) = 1; c)triunghiul ABC cu 4(-1,0), B(0, 1), C(1,0).
6/)=1-x.Tb) AL 1), B1,1D. 8 4=(-1,3).9 f()=m~1, deunde m=0.10 /=(3,8). 11 f2) = 112 &) x=-L: b)x e &; ) x=—%: x=-%1 ¢)

2
{1l 1B a4 b)red; 0y=-3 dy=4 o)red; Nxe(0,1,2,3,4,5}.15 aym=1; b) 4(1,0), BO,1); d) %; e) 31 1)45°.
93

m Ta) 4, B, C necoliniare; b) 4, B, C coliniare. Z 4 = (-2,-5). 3 4(0,-3./3 ), 0(0,0), B(3,0). Asspc = T\/_; 60°. &a)A(-1,1); b) B(-2,0), ¢)

(—%,O), Aaape = %; ¢) D(0,2), Pcop = @ + % +2+ /2. 5 Pentru m=2, A(~n,—n); pentru m = 1 —n, B(1,1); pentru m = 1 +n, C(-1,-1). 6 a) 90°;
45, b)A=2;p=4+2/2.  TEcuatia f(x) = g(x) nu are solutii. 8 a) 4(2,0), B(4,8), C(6,0), Arsc = 16; b) D(0,-8), B(4,8), E(0,24), Asppz = 64; )
tgx=4.92)41-1), 8(-+. L) ) s=651.

PROBLEME RECAPITULATIVE
1b)f(x)=2x-1.3a=-3.54, D. 6 a) A(-4,11); b) B(4,-5); ¢) C(1,1). 8 a) a = b = 3. Distanta de la O la reprezentarea geometrica a graficului functiei f este

9J10_, i 326 J2), 000,0), B[f Je ‘/_

—{g -iar pentru functia g este 26 9a=-2.10a) A0,— 0) Anto8 = 6 b) ~—=—; c) /6 . 11 b) Reprezentarile grafice sunt
doui cate doua paralele; ¢) A(1,2), B(5,2), C(2,-1), D(=2,-1), Apspcp = 12. 13 Imf=(-1,00). 14 [=[0,3]; a = 3, b=3.16 A(x) =3x, x> 0.
20 Domeniul de definitie: {-3, —2, 1, 3, 4}. Multimea valorilor: {-2, — 1, 2}.
TEST DE AUTOEVALUARE
SUBIECTULT (1] -5. [z 3. (2] 1. (a]] 0. (]| = 2. (5] 2. SUBIECTUL al II-lea (] C. (2] B. (5] D. (3] C. (5] A. [E] C.
SUBIECTUL al Ill-lea (il a) a = 1, b =2; b) A(-2,0); ¢) /2 . (z] a) f(1) =2; byxe (-, 1]; c)a= 5, b= % [z b) 90°; ¢) 5.

4 ELEMENTE ALE GEOMETRIEI iN SPATI
5 ¢). 6 37 paralelipipede dreptunghice mici.

1 a) o infinitate; b) o infinitate. 2 a)Cea; b)CDca. 3a)F; b)A; o)F;, d)A; e)F; NF. &a)A; b)F; ¢)A; d)A; e)A. 5 a)Nuy;
b) 6 drepte; 6 4plane. Ta)A; b)F; c)A; d)A; e)A; DE. 8a)A; b)A; o) A; d)A. 10 a)A; b)A; ¢)A; d)A; e)F. 11 4B; b) AC; ¢) BC;
d) AB < (4BC) si AB — (4BD).

1,
3
L)
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Indicatii §i rdspunsuri =

12 Numdrul maxim de drepte este 6; numarul minim de drepte este 4. 15 3 plane. 17 (EAC) N (EBD) = EO, unde {O} = AC N BD.
& 100./3 cm?. 5 4 triunghiuri echilaterale. 6 p: A; ¢: F. Tb) (4BN) N (CDM) = MN. 12 a) 36 cm; b) 36./3 cm?.

b 6 cm. 5192-(2+ 3 Jem®. T32-(6+ /3 Jem?. 8 4B=36cm, CD=6(2,/3 +)em. 1 b) 13 om.
180mcm2 2 /3677 +64 cm. 3 96mcm?. & 8 cm. 5 20 cm. 7 127cm?, Reon = 2 cm.

12)90°. b)45°; ¢)90°; d) 90°; ¢) 60°; ) 60°. 2 a) 60°; b) 90°; c) 45° d) 90°. 3 a) 60°; b) 457 ) 30°. & ) 90°; b) 0°; ¢) 45°; d) 60°.
5 2) 60°; b) 90°; ¢) 90°; d) 60°; e) 60°. 6 a)45°; b) 60°; ¢) 90°. 7 a) 60°; b) 90°; c) 60°; d) 30°; e) 90°; f) 60°.

Vg 1 a) paralele; b) necoplanare; c) paralele; d) paralele; e) necoplanare; f) paralele; g) concurente; h) concurente. 2 a) VB, VC, 4B, AC;
b) VA si BC; VB si AC; VC'si AB. 3 a) necoplanare; b) paralele; c) necoplanare; d) necoplanare; e) necoplanare; f) concurente; g) paralele. & Se aratd ca
MN || PQ sau MQ | NP.5 a) AB || (DCD"), AB = (DCA), ABN (DDA’ )= {4}, ABN (DD 'B) = {B}, AB < (4'B'4); b) AC = (4DB), ACN(DBD ") = {0},
{0} =ACNBD, ACN(BB'C)={C}, ACN(DCD") = {C}, ACN(DBB’)= {0}, ACNU'B'D)=@. 6 a) MO || VC, VC < (VDC), rezulta MO || (VDC);
b) MO || VC, VC< (VBO), rezults MO || (VBC); ¢) VC || MO, MO < (MBD), rezults VC || (MBD). T a) 48— AN MZ yy | pe, pC o, rezuilta
MN || 0 b) 42 2 4 rezulta MN1BC= {P}, rezulta MN1a = {P}. 8 2) MC || NO. NO < (NBD). rezulta MC || (NBD); b) NO || MC, MC < (BMC),
rezultd NO || (BMC); ¢) NON(BMD) = {0}.9 MN || .10 a) MN || AC, AC < (4BC), rezulti MN | (4BC); b) AC | MN, MN < (MNB), rezulti
AC || (MNB). 11 a) concurente; b) necoplanare; c) necoplanare; d) paralele; ) necoplanare; f) concurente; g) necoplanare. 12 a) AD || MN, rezulti ci 4, D, M, N
sunt coplanare; b) 4D, VB necoplanare, AD || BC; AB, VA concurente. 13 44" N(4BC) = {A}; AA" | (CBB'); AA’ < (ABB’); A4 N(BCA")={4"}.

15 G,G, || BC, BC  (4BC), rezulti G, G, | (4BC). 11 Fie AFNBD={P}. Rezults EF | CP,CP < (BCD), deci EF | (BCD). 18 MB _ ML _

BA ~ TA
= % = % Rezulti BC || AE, AE c (ATE), deci BC || (ATE). 29 a) 00" || CC", CC* = (CDD"), rezulti OO || (CDD); b) 40" | C'O, C'O < (BC D),
rezulti A0 | (BC'D). 22 x=10. 23 a) OM | SA, SAc(SAD), rezulta OM || (SAD);b) MN || CD, CD < (4BC), rezulti MN | (4BC);

¢) ON || SB, SB < (SBA), rezulta ON || (SBA); d) ON || SB, SB — (SBM), rezulta ON || (SBM). 25 a) BB || (ACC"); b) EF < (4BC").

26 a) RS || AB, AB < (4BC), rezulta RS || (ABC); b) PS || CD, PS < (PRS), rezulti CD || (PRS). 2T a) OM || AC", AC’ < (ACC"), rezulta OM || (ACC");

b) AC" || OM, OM < (OMC), rezulta AC" || (OMC). 28 b) FC || MN, MN < (MNG), rezulti FC || (MNG).

3 4'B" | 4B, B'C’ || BC, AB,BC = (ABC), A'B'NB'C' = (B'}, rezultd (4'B'C") || (ABC). & a) PN || AB, MN || AC", AB,AC" < (C'AB),
rezultd (MNP) || (C"4B). 5 b) Aynep =900cm?. T a) A; b) F; ¢) A; d) A; €) A; ) A; g) F. 8 MN || BC, MO || EC; BC,EC < (BEC), rezulta (MNO) || (BEC).

1003

9 a) MN || 4B, NP || BC, AB,BC < (4BC), rezulta (MNP) || (4BC); b) Asywe = —g — em?.

TEST DE AUTORVALUARE
SUBIECTULI (1 dNa=. (2] paralele. (3] paralele. (z]] A4, si BB,. (5] Fals. (5]l d, || d5 sau d, = d5. SUBIECTUL al Il-lea (1] B. z] D. (5] A. (3] B.

22

B. A. SUBIECTUL al Ill-lea a) G,G, || AC, AC = (A4BC), deci G,G, || (4BC); b) Pasc =108 cm; c) 3
1b) Prciuni = 842 e, Ao = 8cm2. 3 Auvr = 12,5 em?, Pap = 107 em. 5 6) A2 = 2 PE 3 6 4, 15 =64 /3 em2.
T4B =8cm. 8 M:L.925ncmz.
Axsep 16
3 BD=6J2 cm; DC=10cm; DM = /61 cm. & MB= /281 cm; MC= /506 cm; MD=5,/10 cm. 5 MB=6,/11 cm; MC =629 cm;
MD=6/1T cm. 6 2/6 cm. T MB=6,2 cm; MC=12cm; MD=6,/5 cm; MP=2,/30 cm. 8 A'C=6./3 ecm;4A°'M=9cm; OM=3./5 cm;
0C' =3,/6 cm.92/5 cm.
] /3501

Lectia 11. IENPIRCW ] 3 —om. 3V4A=4/3 ecm, VM= /39 cm. & a) 6cm; b) 4cm;c) 242 cm. 5 a) 10 cm; b) 5,/2 cm. 6 b) 25./3 cm?.

78cm. 8x=6,5cm. 96=51017/2 cm. Tl /4T em. 1262 em. 13 6cm. 14 2)8.,/2 cm; b)8/2 cm. 15 3cm. 16 a) 12 ¢cm; b) 6 cm.

17 2)4/2 cm; b) 16f

T6cm. 2a)3cm;b)24cm? 3a)10cm; b)2/38 ecm. &b)2./3 ecm. 5b)2/3 cm. 6 4cm. 7 36.,/3 cm?. 8 a) 3 cm; b) %cm.

TEST DE AUTOEVALUARE
SUBIECTUL I (3] paralele. (] perpendiculare. (5] 4 em. (]} 8 em. (5] 22 em. (5] AC. SUBIECTUL al Il-lea (] A. (5] B. (5] D. (] B. (F] A. (] C.
SUBIECTUL al I1I-lea b) Daci D este mijlocul muchiei BC, rezultd BC 1L SD, BC L AD, SD,AD c (SAD), rezulti BC 1 (SAD); ¢) /601 cm.
1a) {4}; b) {B}; ¢) {B'}; d) {4}; ¢) {B}; ) {4}; g) segmentul AB; h) segmentul AB; i) segmentul BD; j) {B'}; k) segmentul AC;
1) segmentul DB; m) segmentul AD’; n) segmentul BC'. 2 a) {O}; b) {4}; c) {4}; d) 40; e)OB. 3 a) 4AB; b) BC; ¢c) B'C’; d)B°C’; e) {M};
g) MC; h) NC'; i) AM; j) AM; X) MN; 1) AB. 6 a) {D}; b) {C’}; ¢) {C"}; d) segmentul DB; e) segmentul DA’; f) CB’; g) AB’; h)segmentul D’O,unde
{0} = ACNBD. 8 b) i) VO, ii) VO, iii) VO.

cm. 18 a) 6 cm; b) 0.

5J3 2
zeiti s 12a)10,/2 cm;b) 10 cm; ¢) 103 cm. 2 a)4/3 cm; b) 30°. 3 a) 30°; b) 15cm. & 5./3 cm; 5 cm; chm. 5 a) 45°; b) % 6 2)30°;
b) %; ¢) /2T ecm. T a) 60° b)2/3 cm. 8 a) 2./3 ecm;b)2/39 cm. 9 a) 2./3 ecm; b) 60°. 10 pr,AB=0B=9./3 cm; pr,AC=0C=3/3 cm;

proBC=BC=12/3 ecm. 1 2,/15 cm. 12 45°.



Indicatii si raspunsuri

2 10cm; 10em; 2/17 cm. 3 d(M,AB) = d(M,CD) =6/5 cm; d(M,AD)=dM,BC)=2,/37 cm. & 3 /17 cm. 5 3/7 cm; 12 cm; 3,/7 cm.
64/2 cmT 3,/13 ecm;3/13 cm;3/13 cm. 8 a)4,/2 cm; b) 4/10 cm; ¢) 4 cm; d) 82 cm; €)/39 cm. 10 d(P,4B) = 10cm; d(P,BC) =4./5 cm;

d(P,CD)= J73 cm; d(P,AD)=8,2 cm. 1l a) 12 cm; b) 6/2 cm. 12 a) 2./4T cm; 6*/58_2 em. 13 a) 2V5 m; b) /6 cm; ¢) 2661 cm

m J109
2 2) 45°; b) 45°; ¢) 45°; d) 90°. 3 a) 60°; b) ﬂ' ¢) 667,2 lei. & 60°. 5 30°. 6 a) 60°; b) 90°; ¢) 90°. 7 60°. 8 a) 60°; b) @; o) #.
9 a) 60°; b) 60°; ¢) \/_ .10 30°. 11 2) 30°; b) 45°.12 a) L ; b) 60°; c) > 1Ba %; b) g

60,34
22)6cm;b)3/2 cm. 3 a)8,/5 cm;b)8/3 cm;c) ;/_ cm. & a)50cm; b) 10,/17 cm;c) 1/7_ cm. 6 5./10 cm.

4209 842
10 2)./137 cm; b) 37— cm;c) \/133_7;(1)\/2/_@'

24
163 cm.2 19,2cm; 24 cm; Tﬁcm 310/5 cm;4./5 cm. & a)2,4 cm; b)
TEST DE AUTOEVALUARE

SUBIECTUL I ([ AC. (7] J2 . (5 3 cm. (i) 4 em. (] 45°. (5] 60°. SUBIECTUL al Il-lea (] B. (5] C. (5] A. (z] D. (5] B. (5] A.
SUBIECTUL al III-lea a) 2.2 cm;b) 40 L(BDD'), AO c(4D'0), de unde (4D°0)L(BDD’); c) Drumul parcurs de furnici are lungimea

4./10 cm, 4,/10 <13.

65
e

6,10
\/5_ em. 5a)3,/2 cm;b)

5 ARII SI VOLUME ALE UNOR CORPURI GEOMETRICE

1a)8cm;b) 48 cm?. 2 a)32./3 cm?; b) AC" L (4 BD). 3b)£ 4 1b)3./3 ecm;c) J6 cm. 5 a)4,2 cm,3./5 cm, 2cm;
b)BC L(UBB’4"); c) # 6 2) 6.,/85 cm?; b) 211{ em;c) 90°. 7 )L b) 6./3 cm;c) \/_ .8a)5cm; b)L 9 a)8cm; b)4,/3 cm.

gl 1 96cm?, 64cm?, 4/3 cm. 2 150 cm?, 125cm®. 3 a) 216cm?; b) 36,/2 cm?. & 294cm?, 343cm*.52/6 cm, 16,/2 cm® T 144 cm?,

43

216cm?, 216cm’. 8 %cmﬂ —g —om. 9 a)MD 1 DBsiMD 1 DD’; b)4,/6 cm. 10 a) 64cm?, 64cm?; b) 2/2 cm. 1 a) 27; b) 152 cm?, 216 cm?.
12b)2,5<1,5/3; ¢)0,75m. 13 108 cm?, 72cm?, /61 cm. 14 2(12+35/3 )em?, 60/3 cm?®. 15 3dm>. 16 a) 1720cm?, /881 cm; b) 20 cm; c) %cm.

J_ 13aJ_

17 a) 144cm?; b) ——. 18 a) 24a’; b) ——; ¢) 5+ 12“ .19 a) 600007; b) 1,2m; ¢) 4h10min. 20 a) 72dm?; b) 4x(10 - 2x) dm?; ¢) 2,5dm. 21 a) 30

36,34
7

.25 b) ﬁ ;c) 60°; d) —5— \/_ . 26 a) 4dm’; b) 1760 cm?; c)

cm; b) 2,32m?; ¢) 220+2om >292.22 a) 1296 cm’; b) 18./34 cm?, em. 23 256.,/6 cm?, 512.,/6 cm®.
20./6
24 2) (8+16.,/3 )cm?, 8/3 cm?;d) \/_ ;;/_

65
¢)2,56cm. 28 a) 1,60m; b) 400; 100. 30 144 cm?, 72ﬂ cm?. 31 10&/? em?. 32 24cm?, 4./6 cm?.33 b) CM L (4BB’); ¢) 3

cm. 27 a) 1600 cm?;b) 30 cm;

cm.

34 a) (150+50,/3 )em?, 125,/3 cm?; b) 60°; ¢) —5— /_ cm. 35 a) 3.3 m; b) 90/3 m?; ¢) 132m?2. 36 b) 60°; ¢) /192 < 14. 37 a) 9072/3 cm?;
b)9,072/3 1<207; ¢) 81cm. 38 a) 12./3 cm?; b)24ﬁ em?;c) 18cm?. 39 48./3 cm3. 40 a) 54./3 cm?, 121,5cm?; b) 1,5¢cm.
11253
&1 (450+75/3 )em?, chm3.
TEST DE AUTOEVALUARE
SUBIECTUL T (1] 27. (2] 30/3 . 2] 60. (3]l 80. [E] 44. (5] 2,5. SUBIECTUL al II-lea (7] C. ] B. (] A. (3 D. [E] A. (5] C.

SUBIECTUL al ITI-lea (1] a) 15 cm; b) 48; ¢) cel putin doi pesti sunt intr-un cub de la b), rezultd dpay = 10/3 <10-1,75=17,5.
a) 9 cm; b) 162cm?, 81,/3 cm?; ¢) 4,5¢cm.

3
T1a)6/15 cm, 24cm; b) 4; ¢)

3 a) 12 cm; b) 12 em; ¢) %; d) 60°. & a) mcm,4cm;b) f; c) \/?cm,S a) 8 cm; b) ég cm;c) —5— gﬁ em. 6 a) 5./5 cm; b)4./5 cm; ¢)2./5 cm.

J19 12m .

\/21_5 em; d) 32 cm;e) J_ .2 a)4cm,2/7 cm;b) DE || AC; ¢)90°; d) “3 9

3
7 2) 60°;b) 6./3 cm; ) g d)L
. 82 J7
i 2 324 /3 em?, 4323 em?, 432./6 cm®. 3 a) 432cm?, 5762 cm?; b) 62 cm;c) 12/5 cm. & 3 em®.  5b)18,/2 cm?; o) =

7b)972/3 em?; ¢) 723 cm®. 8 a) (864+144\/_)cm2; b) 10cm. 9 a) 36/3 + 144 =207 cm?; b) da. 10 a) /3 dm?; b) 117,5ml. 1 64,/3 dm?, 60°.
12 48./3 cm?, 3J— ﬁ ¢ a 2563£ cm?; b) 4*/4_ cm. 11b)288cm ¢) 60°; d) 6/2 cm.
18 a) 144(,/3 +1)cm?; b) 6,2 cm. 19 a)zfm b)48(/3 + Dm?; ¢)32/6 m3. 20 a)2,25m;b) o=~ 256 m?; ¢) —————— 108+ 151053 m?.

TEME DE SINTEZA

64
1 Daci se imparte imparte acvariul in 24 de cuburi cu muchia de 1 dm, intr-un astfel de cub sunt cel putin doi pestisori si distanta dintre ei este maxim

9
3 dm. 2 a) J_ g;, O AL B 1) pragri =g+ )= - g2 = g2
-199 -

14 36cm?, 12cm

cm?; b)



Indicatii §i rdspunsuri ]

TEST DE AUTOEVALUARE

42
SUBIECTULI (93 . 553 . (3] [ dea (D D. G B. G A. (i) B. & C. (5 D.
SUBIECTUL al Ill-lea a) 400cm?; b) VA= /194 < [196 =14; ¢) 5" 13 cm. [z) a) 54(J/7 + 3 )em?; b) AACE este echilateral si
VA=VC=VE; o) 5.

2563 241/20
2 a) 74./3 cm?; b) f\/ﬁ 1 ¢) =~ 7 cm, = 7 em. 3 a) 4 cm; b) 24,/3 cm?; ¢) ——=—cm. & a) 972cm?, (972+180,/3 )cm?;

12,/26
b) 504./26 cm?; ¢) /26 .5 b) 126cm?. m?; ¢) 13,6¢. 8 a) 304,/2 cm?; b) 40m cm?; ¢) i/: em. 9 b) 296 g; ¢) 1169,6g.
10 a) 560 cm?; b) 448 cm?. 12 2) 48./2 cm?; b) 90°; ¢)4,/2 cm;d) /3 . 13 a)84./3 cm?; b)222./3 cm’; ¢) 12¢cm; d) —5—
TEME DE SINTEZA

1 a)31,5cm’; b) da; ¢) 45°. 2 a) 72,/7 cm?, 156,/3 cm?; b) 30°.
TEST DE AUTORVALUARE

@D. @C. GED. A GA GC.
SUBIECTUL al III lea (1 a) 2 cm; b) 120 cm?; c) 3cem. a) 54JT cm?; b) 1008 ./3 c¢m?; ¢) 9,6cm.

gy 2 120mem?; 144 cm’. 3 a) 240 ecm’® > 750 cm?; b) 1207 cm?; ¢) 5472 cm?, 23040 cm®. & 967 em?, 1687 cm?, 2887 cm?, 96 cm?.
5 16zcm?. 6 a) 907 dm?; b) aproximativ 2121, T 436,87 g ~1371,552¢. 8 (1000 +2507) cm?®. 9 3,757 dm?, aproximativ 3,225 dm?>. 10 b) 1757z cm?;

c)219,8¢g.
287
3 7C

16384./5
g 2 1125./7 nem®. 3 b) ﬂ ; ©) 1536nem?. & (48 +32./3 )nem?, 64nem?®. 6 2567 cm?, 288w cm?,

5488
a) 54 /6 zem?, 108./6 mem; b)45°. 9 gﬁncm%lo DO ez, 81f nem?. 11 180°,12 2em. 13 2 wem’,

2 a) 10ncm; b) 10,2487; ¢) 36/442 wem?. 3 a) 168wcm?; b) 312,/3 wem®; ¢) 53 em. & 229,84dm’. 5 a) 60°; b) 800z cm?; c) 180",

5243 83 45
6 a) 132ncm?, 3\/7 ncm?; b) i/; cm. 7 a)32,/5 ncm?; b) 4167: em?; ¢) 72./5 <161. 8 a) 32./5 ncm?; b) 144ncem?; ) 3

et 1 36mcm?, 36mem®. 2 144nem?. 3 36mem?. & aproxlmativ 42,235cm®. 5 aproximativ 128 614400km?. 6 a) 12 cm; b) 1447 cm?;

¢) sunt egale. 7 aproximativ 2, 5ml. 8 a) 10 cm; b) 8 cm, 6 cm; ¢) aproximativ 52, 8%. 9 a) Szcm?; b) MJ cm’; ¢) 4%.

TEME DE SINTEZA
1 2)00° =8cm, VA= /34 cm;b) (66 +3 /34 )ncm?; c) 105zcm?. 2 a) 18 cm; b) 66, 6%.
3 2) 200810+ 7)cm?; b) IB=2033 > 110; ¢) 4(44 + 57) dm?.

m?. 7 96zcm®. 8

cm.

TEST DE AUTOEVALUARE
SUBIECTULI (1] 967. (2] 54. (5] 162x. (3] 727 (] 4. (5] 3. SUBIECTUL al Il-lea (] B. (z) C. (5] D. (i) A. ] D. (&) B.

1000 /17
SUBIECTUL al II-lea (] a) 10 cm; b) F” em’; ¢) Al= 4007 cm? si 3, 14 < 7 < 3, 15. (F] a) 39 cm; b) 11830 om;

c)d=12257+9 <12-10=120.

Teste pentru pregitirea examenului de Evaluare Nationald

TESTUL 1 SUBIECTULI1. b). 2. ¢).3. a).4. ¢).5. d). 6. b). SUBIECTUL al II-lea 1. c). 2.b). 3.a).4.b). 5. a). 6. d).
SUBIECTUL al I1I-lea 1. a) 3-10 =30 < 40, deci nu este posibil ca Dan sa cumpere mingea folosind doar 3 bancnote; b) 2 bancnote de 5 lei si 3 bancnote de

23 _ _ _
10 lei. 2. b) E) = —, deci £G)- (r~2) = 1.3.2) 0; b) sin OFF = 25 b) 33 cm. 5. AC N BD = {0}; EOF = ((EBD); (FBD)); EOF =

5
— — — — . 12./21
=180°—EOA - FOC = 180° — 60° —45° = 75°. 6. a) VA4;(ABC) = VAO = 30¢, O centrul bazei ABC; b) d(4; VM) = 7 cm.
TESTUL 2 SUBIECTUL I 1. ¢). 2. a).3. b).4. d).5. d). 6. c). SUBIECTUL al II-lea 1. c). 2. a). 3.d). 4.a).5.d).6.a).

SUBIECTUL al ITl-lea 1. 4 vaze si 17 flori. 2.b). n=3.3.a) f(1) =2 deci 4 € Gf;b) x € (~o0; 1]. 4. b) (24 -2./3 ) cm?. 5. a) 9 dm; b) Fie MN 1 (4BC),

o o 32
N € AC deci MO;(4BC) = MO; ON = MON tg MON = % = Tf 6. a) 17,757 kg vopsea care costd 443,92 lei; b) 48, 1635m? de tabla.

-200 -



Programa scolara poate fi accesata la adresa: http://programe.ise.ro
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